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287 .
Voraus -

fetzungen .

b) Kuppelgewölbe .
Die Kuppelfläche entflieht durch Drehung einer krummen Linie um eine loth -

rechte Axe . In den folgenden Unterfuchungen follen die im Inneren des Kuppel¬
gewölbes auftretenden Kräfte unter der Annahme ermittelt werden , dafs die Be-
laftung eine ruhende und über die einzelnen zwifchen den Parallelkreifen liegenden
Ringe fo vertheilt fei , dafs ein jeder Ring entweder voll belaftet oder ganz un-
belaftet ift . Weiter wird die Kuppelfläche als die Gleich¬
gewichtsfläche angenommen; demnach werden die auf ein Fig . 405 .
beliebiges Kuppeltheilchen wirkenden inneren Kräfte in die be - x S
treffenden Berührungsebenen der Kuppelfläche fallen . Daraus
ergeben fleh dann die inneren Kräfte oder Spannungen, welche ,
in der Kuppel wirkend , im Stande find , das Gleichgewicht
aufrecht zu erhalten.

z88 - Der Anfangspunkt der Coordinaten foll in den Scheitel
Allgemeine

Gleichgewichts- der Kuppel (Fig . 405 ) gelegt und die lothrechte Axe als F-Axe,
bedingungen . e j ne j m Scheitel S fenkrecht zu erfterer errichtete Axe als

A-Axe gewählt werden. Irgend ein Kuppeltheilchen MN 0 P
( Fig . 406) , welches oben und unten durch Parallelkreife,
rechts und links durch Meridiane der Kuppel begrenzt ift,
wird auf feinen Gleichgewichtszuftand unterfucht. Das Theil- y
chen MN OP ift in Fig . 406 « in der Anficht , in Fig . 406 ^
im Grundrifs , daneben im abgewickelten Zuftande dargeftellt. Auf MN wirkt für
die Längeneinheit die Tangentialfpannung T , und da MN (vergl . den Grundrifs
in Fig . 406 b) xd w Längeneinheiten enthält , fo wirkt auf MN die Kraft T x d w .
Auf 0 P wirkt ( T -\ - dT ) (x -)- d x) d co ; auf
MP und NO wirken die Ringfpannungen,
welche für die Längeneinheit gleich R feien,

- " t

Fig . 406 .

Tx. d-aj
alfo auf ds Längeneinheiten die Gröfse Rds
haben. Aufserdem wirkt noch die veränder¬
liche Belaftung p für die Flächeneinheit der
Kuppelfläche, d . h . auf MN OP die Laft
/ ds . x d (ü . Um fämmtliche auf das Theilchen
wirkende Kräfte in einer Ebene zu erhalten,
ermittelt man die Mittelkraft der beiden Ring-

. d u>
fpannungenRds ; fie ift ^ = 2 Rds sin —-—,

d «
2

~

d «
2

und , da wegen der Kleinheit von

d (o

die

Gröfse sin wird

ipds .xdui

Iq — Rd s d (d . . . 421 .

Die Aufftellung der allgemeinen Gleich¬
gewichtsbedingungen für MN 0 P ergiebt nun

0 = Tx d io cos x — ( T -f- d T ) (x -f- dx ) d co cos (x -j- dz ) -j- R ds d <a .
Führt man die Multiplication durch und läfft die unendlich kleinen Glieder zweiter
und dritter Ordnung fort , fo bleibt

! >
4 .

**
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0 = Tx sin z d z d Tx cos z — Tdx cos z + Rds — — d ( Tx cos z ) - |- Rds \
daher

R ds = d ( Tx cos z) . 422 .
Ferner ift
0 = p d s x d & — Tx da> sin x ( T -\- d T ) (x - j- dx ) d w sin (t -j- d r ) ;

sin (t -)- dz ) — sin z -|- cos z d z .
Durch Ausmultipliciren und Fortiaffen der unendlich kleinen Glieder zweiter

und dritter Ordnung erhält man 0 = p x ds -f- d ( T x sin r) ; daher
— p x ds — d ( Tx sin t) . 423 .

Die beiden Gleichungen 422 u . 423 geben Auffchlufs über die Gröfse der
gleichzeitigen Werthe von T und R , welche irgend welchen Beladungen und Gleich¬
gewichtsflächen entfprechen.

Die erzeugende Linie ift bei der Kugelkuppel ein Kreis . Die bezüglichen 289-
Werthe von T und R werden alfo erhalten , wenn in die Gleichungen 422 u . 423

^
Kupp

™ '8'
für x und ds die Werthe eingeführt werden , welche dem Kreife entfprechen. Nach
Fig . 405 ift x = r sin z und ds = r d z \ mithin , wenn noch die Annahme gemacht
wird , dafs p für die ganze Kuppel conftant ift,

— pr sin z . r dz — d { Tr sin z sin t ) und
jd ( T r sin 2 r ) = — p r 2

j
sin z dz .

Als untere Grenze ift der Werth t 0 von z einzuführen , welcher dem oberen
Endpunkte der Erzeugenden entfpricht ; hier ift diefer Endpunkt N, und es wird
t 0 = 0 ; demnach ift

Tr sin 2 z = -j - p r 2
^cos z

^

j — — p r 2 ( 1 — cos r) ,

T - p r ( 1 — cos t )
sin 2 z

p r (1 — cos t) p r
1 1 -)- cos z 424 .

Wird diefer Werth in die Gleichung 422 für R eingefetzt , fo erhält man

Rds = Rrdz = d p r
1 -j- cos z r sin z cos z - p z- 2 d sin z cos z

1 -f- cos z ’

R : - p r cos 2 z -f- cos 3 z
42S -

( 1 -f- cos t ) 2
Die Werthe der Gleichungen 424 u . 425 gelten für oben gefchloffene Kugel¬

kuppeln . Die Spannungen im Scheitel werden für z = 0 erhalten. Für letzteren
Werth ift

T-L n p r und Rn p r
IT 426 .

d . h . die Meridianfpannungen und Ringfpannungen find für die Längeneinheit im
Scheitel gleich grofs ; dafelbft findet fomit nach allen Richtungen ein gleicher Druck
P TT-— für die Längeneinheit ftatt.

Für die Halbkugelkuppel ift am Aequator z daher

T-L n - p r und R „ = -\- pr .

290 .
Halbkugel¬

kuppel .
427 .
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Die Meridianfpannung nimmt alfo vom Scheitel nach dem Aequator von p r

bis aufp r zu , bleibt aber ftets Druck, da 1 cos z nie negativ werden kann . Am
Aequator ift T lothrecht gerichtet, da T gleiche Richtung mit der Tangente an die
Erzeugende hat . Die Summe aller T „ ift gleich dem Gewichte der ganzen Kuppel,
da die T „ die Auflagerdrücke darftellen.

4 r 27tund das ganze Kuppelgewicht ift gleich — - p

Es ift £ =

2 r 2p Ti.

p r . 2 r n — 2 p r 2 Ti,

Die Ringfpannung R

geht vom Druck pr im Scheitel zum Zug p r am Aequator über , demnach für
irgend einen näher zu beftimmenden Winkel durch Null . Ift diefer Winkel z . , fo
■n n cos 2 z 1 + cos 3
ift 0 = pr - G-!- woraus fich ergiebt

Fig . 407 .

-fw i

( I - f- COS Tj ) 2

COS Z 1 = 0,618 und Tj = : 51 ° 50 '
. 428 .

In allen Ringen , deren zugehörige Winkel x kleiner als xj find , findet Druck , in den Ringen ,
deren Winkel gröfser find als x^ , findet Zug ftatt . Nimmt man auf die Zugfeftigkeit des Mörtels keine
Rückficht , fo können die einzelnen Theile eines Ringes keinen Zug auf einander ausüben . Ohne folchen
kann aber bei den letzteren Ringen Gleichgewicht nicht ftatt -
finden ; ohne Hilfsconftruction ift daher das Gleichgewicht nicht
vorhanden . Solche Hilfsconftructionen find entweder umgelegte
eiferne Ringe oder die Hintermauerung . Letztere leiftet die
auf den Kuppelring wirkenden Ringkräfte auf diefelbe wirken
fonach nach dem Princip von Wirkung und Gegenwirkung die
Kräfte R in entgegengefetztem Sinne ; diefelben find bei Be¬
rechnung der Hintermauerung zu berückfichtigen . Betrachtet
man ein Bogenftück st (Fig . 407 ) , welches zum Winkel dui ge¬
hört , fo ift die Mittelkraft der beiden R die nach aufsen gerichtete
Kraft h gleich 2 R sin

ä' <U
— R dm .

U
Wir führen die abkürzende Bezeichnung

cos 2 z - )- cos 3 x
^

( 1 —j— cos x ) 2
ein ; alsdann wird

J? — r und h — r d o>
Für die Längeneinheit des x d co langen Bogens ift alfo

die nach aufsen auf die Hintermauerung wirkende Horizontal¬
kraft in Folge der Ringfpannungen

r iLßr dta \y. pr
^ = — = — — . 431 -x a u> x

Aus Vorftehendem folgt noch , dafs bei der Halbkugel -

kuppel die Hintermauerung wenigftens bis zu derjenigen Höhe
hinaufreichen mufs , welche dem Winkel — 51 ° 50 ' entfpricht .

Aufser den Kräften (nach Gleichung 431)
wirken auf die Widerlager noch die Meridianfpan -
nungen T , welche dem gröfsten zur Kuppel ge¬
hörigen Winkel z entfprechen. T hat eine wag¬
rechte Seitenkraft T cos z und eine lothrechte
Seitenkraft T sin z . Die erftere wird durch die
Widerlager oder durch einen eifernen Ring auf¬
gehoben. Die Spannung in diefem Ringe ergiebt
fich dann wie folgt . Auf den Bogen s t (Fig . 408)

429 .

43° -

Fig . 408 .



von der Länge x d w wirkt nach aufsen T cos z x d co , und diefe Kraft foll durch die
beiden Ringfpannungen W aufgehoben werden ; es ift demnach

T cos z x d <ö = 2 ff7 sin -
2 = Wd w ;

p r r sin t cos z p r 2 sin z cos tfF = 7" # cos t =rj -, L/ / / Olli W
1 X COS T = 7-

1 -J- COS T 1 -f- cos z
Die vorftehend entwickelten Werthe für T und R entfprechen einer Gleich¬

gewichtsfläche . Man kann diefe Werthe als genügend genaue Mittelwerthe an¬
nehmen ; immerhin find aber gröfsere und geringere Werthe denkbar, welche anderen
in der Kuppel möglichen Gleichgewichtsflächen entfprechen , die nicht mit der Mittel¬
fläche des Kuppelgewölbes zufammenfallen .

Die graphifche Ermittelung der Werthe von T und R an den verfchiedenen
Stellen der Kuppel kann nun in ähnlicher Weife durchgeführt werden , wie bei den Ermittelung ,
anderen Gewölbearten gezeigt ift , indem man beftimmte Bedingungen für die Stütz¬
linie vorfchreibt. Man unterfucht zu diefem Zwecke den einem Centriwinkel a. ent-
fprechenden Kuppeltheil und geht dabei vom Scheitel , bezw . vom Laternenring aus .

Stellt man die Bedingung , dafs die Stützlinie im inneren Drittel verbleiben foll und kein Gleiten
ftattfindet , fo erhält man eine folche , indem man vom oberften Kuppelringe ausgeht , folgendermafsen
(Fig . 409 ) . Die Beladung des oberften , zum angenommenen Centriwinkel gehörigen Kuppeltheiles fei

gy (= a ß) ; aufser gy wirken auf diefen Theil noch die
beiden Spannungen R ds ) welche von den Nachbartheilen im
Ringe ausgeübt werden . Diefe beiden Rds werden genau ,
wie in Fig . 406 , zu einer Mittelkraft vereinigt , welche in
derfelben Ebene wie gy liegt , d . h . in der Ebene , welche
den zum Centriwinkel a gehörigen Kuppeltheil halbirt . Diefe
Mittelkraft ift in Fig . 409 mit hy bezeichnet ; hy ift vor der
Hand nur der Richtung nach bekannt ; Gröfse und Lage
von hy find unbekannt . Die Mittelkraft von hy und gy foll
die Fuge ay by im inneren Drittel fchneiden und mit der
Senkrechten zu diefer Fuge keinen gröfseren Winkel , als den
Reibungswinkel <p einfchliefsen . Man ziehe nun durch Cy,
den unterften Punkt des inneren Drittels der Fuge ay by^ eine
Linie , die den Winkel cp mit der Senkrechten zur Fuge
einfchliefst ; diefe Linie fchneide die Richtungslinie von gy
in / ; alsdann hat die durch / gelegte Kraft hy den kleinften
Werth , welcher obigen Bedingungen entfpricht . Rückte
nämlich hy nach abwärts unter Beibehaltung von cy , fo
würde hy ( da ja gy denfelben Werth behält ) gröfser werden ;
rückte gleichzeitig cy hinauf , fo würde hy erft recht gröfser .
Rückten hy und Cy gleich viel hinauf , fo bliebe hy unverändert ,
behielte alfo den kleinften Werth . Alles dies ergiebt fich
ohne Schwierigkeit durch Verzeichnung eines Kraftdreieckes
für gy , hy und Kraft / ; hy kann aber endlich nicht weiter
nach oben rücken , wenn nicht auch Cy nach oben rückt ,
weil fonlt der Winkel von I mit der Senkrechten zur Fuge
gröfser als cp wird . — Wenn der Schnittpunkt von hy mit der
Mittellinie des erften Steines oberhalb des inneren Drittels
fiele , fo wären an diefer Stelle auch die Ringfpannungen

Fig . 409 .

a
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£

nicht mehr im inneren Drittel ; da auch diefe im Drittel liegen follen , fo würde man bis zum oberen

Endpunkt des inneren Drittels hinabzurticken und den fleh dann ergebenden Schnittpunkt von h [ und
mit c1 zu verbinden haben , wobei der Winkel der Mittelkraft I gegen die Fugen -Senkrechte kleiner
als <p würde .
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Auf den zweiten Stein wirken nun I und g %; aufserdem die Mittelkraft der Spannungen R im
zweiten Ringe . Die Mittelkraft von / und g ^ ift aus dem Kraftpolygon zu entnehmen (= Oi y ) ; fie geht
durch den Schnittpunkt der Schnittlinien diefer beiden Kräfte . Die Refultirende diefer Kraft und der
Kraft foll wiederum im inneren Drittel verbleiben ; eben fo foll auch der Schnittpunkt von mit der
punktirten Halbirungslinie diefes Steines nicht aus dem Drittel herausfallen . Der kleinfte Werth von h^
welcher diefen Bedingungen entfpricht , ift derjenige , bei welchem h<i durch den oberen Grenzpunkt des
inneren Drittels der Steinfchwerlinie , d . h . durch e<£, geht , die Gefammtmittelkraft von / , ^ un d ^2 a^ er
die Fuge <22 ^2 unteren Grenzpunkte des inneren Drittels fchneidet . Die Verbindungslinie von
mit d^, dem Schnittpunkte der Mittelkraft von I und g <̂ mit h% ergiebt die Richtung der Gefammtmittel¬
kraft / / ; die Gröfse erhält man durch Ziehen einer Linie y 0 % durch y parallel zur Richtungslinie von II .
Der Winkel , welchen II mit der Fugen -Senkrechten zu a^ b^ einfchliefst , iit kleiner als cp, alfo die Con -
ftruction brauchbar . Wäre der Winkel gröfser als cp , fo wäre fo weit hinabzurücken und zu ver -
gröfsern , bis der Winkel höchftens gleich cp ift . ln diefer Weife erhält man durch Weiterconftruiren
eine mögliche Stützlinie , welche auch mit der Wirklichkeit nahezu ttbereinftimmen dürfte .
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