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I . Theil, 2 . Abtheilung:

DIE STATIK DER HOCHBAU-CONSTRUCTIONEN.

I2S -
Vor¬

bemerkungen .

3 . Abfchnitt .
Stützen und Träger .

Man bezeichnet mit dem Namen Stützen folche Bau- Condructionen, bei denen
die Längsaxe ganz oder nahezu mit der Richtung der Beladungen zufammenfällt .
Die Beladungen wirken in den meiden Fällen lothrecht , in der Richtung der Schwere,
und daraus ergiebt fich , dafs die Stützen meidens lothrechte oder nahezu loth-
rechte Längsaxen haben. Wir rechnen dahin die Pfeiler und die Säulen , die fich
wohl auch unter dem gemeinfchaftlichenNamen Freidützen zufammenfaffen laffen .

Träger find Bau-Condructionen, bei denen die Beladungen ausfchliefslich oder
vorwiegend fenkrecht zur Richtung der Längsaxe wirken . Da die Beladungen meid
lothrecht gerichtet find , haben die Träger meid wagrechte oder nur wenig davon
abweichende Längsaxen.

1 . Kapitel .
Stützen .

Im vorliegenden Kapitel füllen ganz allgemein folche Condructionen, bezw .
Condructionstheile behandelt werden , welche auf Druck in Anfpruch genommen
werden, alfo nicht allein die Freidützen (Pfeiler und Säulen ) , fondern auch fondige
gedrückte Stäbe, wie fie bei Trägern für Decken und Dächer Vorkommen . Je nach
dem für den gedrückten Theil verwendeten Material id der Widerdand deffelben
ein wefentlich verfchiedener: Stützen aus Eifen und Holz find im Stande , fowohl
Druck- wie Zugwiderdand zu leiden ; Stützen aus Mauerwerk dagegen können keinen
mit Sicherheit in Rechnung zu ziehenden , bemerkenswerthen Zugwiderdand leiden.

Wenn die auf einen Querfchnitt wirkende Mittelkraft aufserhalb der Längsaxe
des Pfeilers wirkt , id fie mit einem Momente verbunden , welches in den einzelnen
Querfchnittstheilen Zugbeanfpruchungen erzeugt. Diefelben werden allerdings zum
Theile durch Druckbeanfpruchungen wieder aufgehoben ; fobald jedoch die Ex-
centricität gewiffe Grenzen erreicht , fo find Zugbeanfpruchungen vorhanden , falls
das Material diefelben übertragen kann ; anderenfalls treten volldändig veränderte
Spannungsverhältniffe auf. Diefer letztere Fall kommt bei den gemauerten Pfeilern
fehr häufig vor und id defshalb befonders zu unterfuchen.
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Bei den aus Holz und Eifen beftehenden Druckftäben, bezw . Freiftützen tritt
die erwähnte Schwierigkeit nicht auf ; ftatt derfelben ift bei dielen die Gefahr eines
feitlichen Ausbiegens und weiter diejenige des Zerknickens in das Auge zu faffen.

a) Stützen mit aufserhalb der Längsaxe wirkenden Kräften , ohne Rückficht
auf Zerknicken .

i ) Druckvertheilung in Querfchnitten ,
welche Druck und Zug aufnehmen können , falls die Kraftebene alle

Querfchnitte in Hauptaxen fchneidet .
Die nachfolgende Unterfuchung hat allgemeine Giltigkeit , mag die Axe der

betreffenden Conftruction lothrecht, wagrecht oder geneigt fein ; fie findet vorwiegend
auf gemauerte Pfeiler und Stützen Anwendung und wird defshalb an diefer Stelle
vorgenommen. Alle Ergebniffe bleiben aber auch beftehen , wenn man Fig . 123 um
90 Grad dreht , alfo einen Balken mit wagrechter Axe unterfucht, wefshalb in
Art . 101 (S . 80) auf die hier vorzunehmenden Befprechungen hingewiefen werden
konnte. Mit grofser Annäherung gelten fie auch für den gekrümmten Balken , z . B .
für das Gewölbe , wenn der Halbmeffer deffelben nicht zu klein ift ; die ganze
Unterfuchung ift ein Sonderfall der allgemeinen in Art . 102 bis 114 (S . 80 bis 94)
durchgeführten.

Die Mittelkraft aller oberhalb irgend eines Querfchnittes II auf die Freiftütze
wirkenden Kräfte fei R \ fie fchneide den Querfchnitt in einem Punkte E (Fig. 123 ) ,

deffen Abftand von der Pfeileraxe mit £ be¬
zeichnet werden foll . Die Kraftebene fchneide
den Querfchnitt II und alle Querfchnitte des
Pfeilers in Hauptaxen (diefelben find gewöhnlich
Symmetrie -Axen) . R wird in eine Seitenkraft P ,
welche fenkrecht zum Querfchnitt II wirkt , und
eine Seitenkraft Q zerlegt, welche in den Quer¬
fchnitt fällt ; letztere foll unbeachtet gelaffen wer¬
den , da fie das Endergebnifs der Unterfuchung
nur wenig beeinflufft . Es wird nichts geändert,
wenn man im Schwerpunkte 0 des Querfchnittes
zwei Kräfte anbringt, welche je einander gleich
und zu P parallel find , aber entgegengefetzten
Sinn haben , alfo einander aufheben. Dadurch
ergiebt fich als Wirkung der excentrifchen
Kraft P \ eine im Schwerpunkte 0 angreifende
Kraft Aund zwei (in Fig . 123 durch einen Bogen
verbundene ) Kräfte P , welche zufammen ein
Kräftepaar mit dem Momente M = P £ bilden ;

das Moment dreht im vorliegenden Falle nach rechts (im Sinne des Uhrzeigers) .
Durch die Kraft und das Kräftepaar werden im Querfchnitte Beanfpruchungen hervor¬

gerufen , welche fich nach Art . 95 , S . 75 , Gleichung 54 zu
P M

° — ~F~ ~
Jy

2

ergeben, und mit Rückficht darauf, dafs M -= Pi ift , zu

Fig . 123 .

c iQ

Aufrifs .

Grundrifs .

126 .
Allgemeine

Unterfuchung .
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f + ' '
y

p , Piz

oder
P
F 102 .

Abkürzend ift J = J Y gefetzt ; ferner follen Druckfpannungen im Folgenden
als pofitiv , Zugfpannungen als negativ eingeführt werden , da es fich bei den zu be¬
trachtenden Conftructionen hauptfächlich um Beanfpruchungen auf Druck handelt.

Für eine gegebene Kraft P mit gegebenem AngriffspunktE kann die Spannung
fämmtlicher Querfchnittspunkte durch Gleichung 102 ermittelt werden. Von der
Spannungsvertheilung erhält man ein klares Bild , wenn man in jedem Punkte des
Querfchnittes die Spannung als Ordinate aufträgt und die Endpunkte diefer Ordi -
naten verbindet. Da bei den gemachten Annahmen die Entfernung y des beliebig
gewählten Punktes C von der Kraftebene gar nicht in der Gleichung vorkommt, fo
folgt , dafs die Spannung o von y unabhängig ift ; alle in gleichem Abftande z von
der Y FAxe liegenden Punkte erleiden alfo gleiche Spannung. Demnach genügt
es , die Spannungen aller Punkte aufzufuchen , welche auf einer zur Kraftebene
parallelen Linie des Querfchnittes liegen und diefe nach beliebig gewähltem Mafs-
ftabe aufzutragen . Die 5 -Werthe find die Abfciffen , und die Spannungen 0 find die
Ordinaten ; die Vertheilung findet nach dem . durch Gleichung 102 beftimmten Ge-
fetze ftatt.

In diefer Gleichung find a und z die einzigen Veränderlichen ; beide kommen
nur in der erften Potenz vor ; alfo ift die Verbindungslinie der Endpunkte der
Ordinaten a eine Gerade, die Gerade obiger Gleichung. Diefe
Linie ift bekannt , wenn zwei Punkte derfelben bekannt find .

Fl£- I2 4-
Demnach kann man fie leicht auffinden , indem man z . B . für
die beiden Endvverthe z = - — und z — -1- — die Werthe

<Li Li
von o ausrechnet und aufträgt. Man erhält etwa die Dar-
ftellungen in Fig . 124. Die pofitiven Werthe von o find
nach oben , die negativen nach unten abgetragen ; die erfteren
bedeuten Druck , die letzteren Zug. Wenn alle Ordinaten

und z — -1- — die Werthe
Li a)

auf einer Seite der Abfciffe liegen , fo findet nur Druck ftatt i )
'0 P '

(Fig . 1240) ; fonft hat man im Querfchnitt theils Druck , theils
Zug (Fig . 124 ^) . Die Grenze , an welcher der Wechfel von Druck zum Zug ftatt-
findet , ift die Null -Linie (fiehe auch Art . 96 , S . 75 und Art . 102 , S . 80) . Die von der
Abfciffe und der Geraden der Gleichung 102 eingefchloffene (in Fig . 124 fchraffirte )
Fläche wird als Druckfigur bezeichnet.

Die Ermittelung der Null -Linie ift hier eine fehr einfache , a wird zu Null
Nuii -Linie. für alle diejenigen Punkte , für welche in Gleichung 102 der Klammerwerth gleich

Null wird . Nennt man den befonderen Werth von z , für den dies eintritt , z0 , fo
F i zwird o = 0 , wenn 1 -|- 0̂ - — 0 wird , d . h . für

103 .= " TT
Gleichung 103 ift alfo die Gleichung der Null -Linie unter der Vorausfetzung,

dafs die Kraftebene den Querfchnitt in einer Hauptaxe fchneidet.
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Aus der Gleichung 103 für die Null -Linie ergeben fich die Folgerungen :
a ) Da y und F ftets pofitive Gröfsen find, fo hat z 0 ftets anderes Vorzeichen als | . Die fämmt-

lichen Punkte , in denen die Spannung Null ftattfindet , liegen alfo an derjenigen Stelle der Axe YY } an
welcher der Schnittpunkt mit der Mittelkraft R nicht liegt .

ß) Für eine beftimmte Lage der Kraft R find alle Gröfsen auf der rechten Seite der Gleichung
conftant , ift alfo auch z0 conftant ; demnach liegen alle Punkte , in denen a gleich Null ift , in gleichem
Abftande von der K-Axe, d . h . alle diefe Punkte liegen in einer Geraden , die parallel ift zu derjenigen
Schwerpunktsaxe , welche zur Schnittlinie des Querfchnittes mit der Kraftebene fenkrecht ftelit .

y) Der Werth für z0 ift von der Kraftgröfse ganz unabhängig ; er ift nur von den Werthen y und F ,
alfo von der Querfchnittsform und -Gröfse , und von 4 > d . h . von der Lage des Schnittpunktes E abhängig .

0) z0 wird Null , d . h . die Null -Linie fällt mit der zur Kraftebene fenkrechten Schwerpunktsaxe
zufammen , wenn 4 ~ GO wird , d . h . wenn die Kraft R den Querfchnitt erft in unendlich weiter Ferne
fchneidet , wenn alfo R zum Querfchnitte parallel gerichtet ift , d. h . wenn keine Axialkraft vorhanden ift.

Die Gleichung 103 giebt ein bequemes Verfahren , die Lage der Null -Linie
graphifch zu ermitteln. Befonders einfach geftaltet fich die Aufgabe beim recht¬
eckigen Querfchnitt.

Hier ift nach ' Art . 51 ( S . 34)
bh %

J — - und F = bk .J 12
Aus Gleichung 103 folgt , wenn man zunächft nur die abfolute Gröfse von z0 beftimmt ,

bh 3 h 2 J . h 2 h h~ 12JXT ~
12 ?

Und Z° 1 “ 12
_

6
'

2
'

Daraus ergiebt fich die folgende Conftruction (Fig . 125 ) .
h

Man trägt von 0 ‘ aus 0 ‘ B ‘ — — nach einer Seite ab , fchlägt über B ‘ A' — — h als Durch -
6 o

meffer einen Halbkreis , welcher die in 0 ' zur ZZ - Axe gezogene Lothrechte in D fchneidet ; dann ift
_ ^
0 ' D 2 = — . — =

yy . Verbindet man nun D mit E ‘
Fig . 125 .

O E
und zieht durch D die Linie D K fenkrecht zu E ‘ D ,

—k _ :

Aufrifs .

— b ~ ~'Z Grundrifs .

fo ift 0 ‘ D 2 = E ' 0 ‘ . 0 ' K = . 5 . 0 ' K , d . h.

0 ‘ K 0 ‘ D 2 h 2

i2y ;
mithin

K ift alfo ein Punkt der Null -Linie , und die durch K
parallel zur K-Axe gelegte Linie NN ift die Null -Linie
felbft .

Eine etwas geänderte Conftruction ift
bei weniger einfachen Querfchnitten anwend¬
bar . Nach Art , 71 (S . 5 1) ift der Trägheits¬
radius

Druckfigur . R = und J = FR 2.

= — y

Demnach ift nach Gleichung 103
FR 2 R *

Fi F £

woraus fich die folgende Conftruction (Fig . 126) ergiebt.
In 0 ' errichte man zur ZZ - Axe die Lothrechte 0 ' S — R , verbinde 5 mit E ‘ und ziehe durch S

die Senkrechte TR zu E ‘ S ; dann ift ÖLS 2 = R 2 = EFO' . 0 ' IC = ? . 0 ' IC- mithin

_ F 2
0 ‘ K = —— (abfolute Gröfse ) = z0 .

Handbuch der Architektur . X. i , b . (3 . Aufl .) ^
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Der Punkt K in Fig . 125 u . 126 ift ein Punkt
der Geraden, welche die Veränderung von 0 darftellt;
wenn noch ein Punkt diefer Geraden bekannt ift , fo
kann fie gezeichnet werden. Für z — 0 ift nach

p
Gleichung 102 : aA = , d . h . in den Querfchmtts-

Aufrifs .

xpunkten , welche in der zur Kraftebene fenkrechten
Schwerpunktsaxe liegen , ift die Spannung genau fo
grofs , als wenn nur die Kraft P in der Axe wirkte .

p
Man kann — leicht ermitteln und nach beliebigemF
Mafsftabe im entfprechenden Punkte m (Fig . 126) Druckfigur.

Grundrifs .

Mafsftabe im entfprechenden Punkte m (Fig . 126) Druckfigur.
_ P

auftragen. Ift mn — — fo ergiebt die Verbindungr
von m mit k die Gerade für o .

Die Beanfpruchung der Querfchnittstheile ift an den beiden Seiten der Null-
Kempunkte . jj n jg verfchiedenartig, an der einen Seite Druck, an der anderen Zug. Es ift nun¬

mehr zu unterfuchen, wie die Kraft P liegen mufs , damit nur Druckfpannungen im
Querfchnitte auftreten 2 7) .

Offenbar find im ganzen Querfchnitte nur Druckfpannungen , wenn die den
äufserften Querfchnittspunkten c und d (Fig . 127 ) entfprechenden Spannungen
Druck bedeuten ; denn dann fällt die Null-Linie aufserhalb des Querfchnittes (fiehe

Fig . 124 a) . Nun ift die Spannung im Punkte d, weil für den -
felben z = a1 ift , nach Gleichung 102 F;g I2 y _

&max p
- ( 1 f

diejenige im Punkte c, weil für diefen = — a2 ift,diefen z =

*;mu

Wenn fowohl omax , wie omin Druck bedeuten, alfo pofitiv find , findet im ganzen
Querfchnitte nur Druck ftatt ; dies ift der Fall , wenn gleichzeitig erfüllt ift

und

d . h . wenn
und £ < 104 .

ift . Der Schnittpunkt E der Kraft P mit dem Querfchnitte mufs fich alfo zwifchen
J

zwei Punkten Kx und K% (Fig . 127 ) befinden , welche in den Abftänden - —- ,
im Querfchnitt

Wir bezeichnen abkürzungsweife

Trp = ^ ““d -Fa- = ‘- . IOS 'IOS .

Die Punkte Kx und find die Kernpunkte .

27) Bei obiger Unterfuchung hätten die Darlegungen in Art . 108 (S . 91) , betreffend den Kern , zu Grunde gelegt werden

können ; die obige Art der Ableitung ift gewählt , um die Entwickelung der Formeln 104 vom vorherigen Studium der

Art . 105 bis 114 (S . 86 bis 94) unabhängig zu erhalten .
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Da auf die fämmtlichen für ex und e2 mafsgebenden Gröfsen J , F , ax und a2
ausfchliefslich die Querfchnittsgeftaltung Einflufs hat , fo ift die Lage der Kern¬
punkte nur von der Form und Gröfse des Querfchnittes abhängig.

b h % h hFür das Rechteck ift J — - , F — bk und a \ — ac, — — : mithin e* — e<j = : — . Soll alfo12 1 2 2 1 1 6
nur Druck im Querfchnitt ftattfinden , fo darf die Kraft den Querfchnitt in keinem gröfseren Abftande von
der Axe fchneiden , als —r ; mit anderen Worten : fie mufs den Querfchnitt im inneren Drittel fchneiden6
(vergl . auch Art . 109 , S . 91 ) .

Für den Kreisquerfchnitt ift ^ = *2 = -tt > d . h * die Kraft darf das innere Viertel nicht ver -8
laffen , wenn nur Druck auftreten foll . (Vergl . Art . 110 , S . 92 .)

Für den Kreisringquerfchnitt bei geringer Ringftärke ift e± = ■—
in der inneren Hälfte verbleiben .

die Kraft mufs alfo

2 ) Druckvertheilung in Querfchnitten ,
welche nur Druck aufzunehmen vermögen , falls die Kraftebene

alle Querfchnitte in Hauptaxen fchneidet .
Die für die Druckvertheilung unter I entwickelten Gefetze gelten auch für

Conftructionen , welche nur Druck aufnehmen können , fo lange die Kraft eine der¬
artige Lage hat , dafs im ganzen Querfchnitt wirklich nur Druckfpannungen auf¬
treten , fo lange alfo die Kraft innerhalb der Kernpunkte liegt.

Wenn daher z . B . beim rechteckigen Querfchnitte die Kraft im inneren Drittel
liegt , fo kann die Lage der Null -Linie , fo wie die Druckvertheilung genau fo er¬
mittelt werden , wie in Fig . 125 gezeigt ift . Diefe Conftruction findet häufige An¬
wendung nicht nur bei Freiftützen mit rechteckigem Querfchnitt , fondern auch bei
Stützmauern , in Gewölben etc .

Als Mafs fenkrecht zur Bildfläche wählt man zweckmäfsig die Einheit (gewöhnlich l m) , fo dafs
die gedrückte Fläche — der Querfchnitt — ein Rechteck von der Breite (fenkrecht zur Bildfläche ) gleich

der Einheit ift . Die zweite Ab -

meffung des Rechteckes ift bei den
Gewölben (Fig . 128 ) die Gewölb -
ftärke d an der betreffenden Stelle ,
bei den Stützmauern die Mauer -
ftärke d (Fig . 129 ) .

In den beiden neben flehenden
Figuren fchneidet die Mittelkraft die
betreffende Fuge innerhalb der Kern¬
punkte , fo dafs alfo nur Druck im
Querfchnitt entlieht und der ganze
Querfchnitt wirkfam ift . Die ange¬
wandte Conftruction ift ohne weitere
Erläuterung verftändlich .

Es möge noch bemerkt werden , dafs diefelbe bei den Gewölben nur annäherungsweife richtig ift ,
weil die Vorausfetzung der geraden Axe nicht zutrifft . Der Fehler ift aber bei einigermafsen grofsem
Halbmeffer des Gewölbes unerheblich .

Wenn aber die Kraft den Querfchnitt aufserhalb der Kernpunkte fchneidet, fo
fällt die Null -Linie in den Querfchnitt , und an der einen Seite derfelben würden
Zugfpannungen entftehen , falls der Bauftoff diefelben aufnehmen könnte. Da dies
nach obiger Annahme hier nicht möglich ift , fo wird auf diefem ganzen Querfchnitts-
theile kein Uebertragen von Spannungen ftattfinden können ; die ganze Spannungs¬
übertragung findet auf der Druckfeite der Null -Linie ftatt . Man nennt diefen Theil

Fig . 129 .
Fig . 128 .

12g .
Druck -

vertheilung



116

des Querfchnittes den wirkfamen Querfchnitt . Gröfse und Form des wirk-
famen Querfchnittes und die gröfste in demfelben ftattfindende Spannung find zu
ermitteln.

Der für die Spannung o gefundene Ausdruck (Gleichung 102 ) ift hier nicht
ohne Weiteres anwendbar, weil bei Aufhellung deffelben Spannungsvertheilung über
die ganze Querfchnittsfläche angenommen war . Hier jedoch ift nur ein Theil des
Querfchnittes als vorhanden anzufehen , indem der andere Theil an der Kraftüber¬
tragung nach der Annahme nicht theilnimmt. Mit kleiner Aenderung kann aber die
Gleichung 102 auch hier der Berechnung zu Grunde gelegt werden : man mufs nur
unter F die Fläche des wirkfamen Querfchnittstheiles, unter M das Moment von P,
bezogen auf die im Schwerpunkt des wirkfamen Querfchnittstheiles fenkrecht zur
Kraftebene liegende Axe F F, und unter J das Trägheitsmoment des wirkfamen
Querfchnittes für diefe Axe verliehen. Dann ift , wenn zum Unterfchiede die Be¬
zeichnungen F '

, M\ J ‘ eingeführt werden ,
P , M‘ P

a — fr . I ° 6 .

Die Spannung a in den verfchiedenen Querfchnittspunkten ändert fich wiederum
nach dem Gefetze einer Geraden, weil die einzigen Veränderlichen der Gleichung 106 ,
a und Y, nur in der erften Potenz Vorkommen .
Diefe Gerade (Fig . 130) , deren Ordinaten in den
verfchiedenen Punkten die Druckgröfsen für die
Flächeneinheit angeben , fchneide die Abfciffenaxe
in K \ alsdann ift für irgend einen Punkt C im
fenkrecht gemeffenen Abftand 7] vom Nullpunkte K
die Spannung o — a 7] , worin a eine noch zu
beftimmende Conftante ift . Das Gleichgewicht
zwifchen der äufseren Kraft P und den inneren
Spannungen es verlangt , dafs die Summe der im
Querfchnitt wirkenden Druckfpannungen gleich der
Kraft P fei , fo wie dafs das ftatifche Moment
von P , bezogen auf eine beliebige Axe , gleich
der Summe der Momente der Spannungen 0 für
diefelbe Axe fei . Als Drehaxe werde die Null-
Linie KK gewählt ; alsdann ergeben fich die Bedingungsgleichungen (Füg . 130) :

P — S a df = X (a 7] d f )und
P r = S (0 7] df ) — E (a 7]

2 df ) .
Die Summirung ift über die ganze wirkfame Querfchnittsfläche auszudehnen . Bei
derfelben ift a conftant ; mithin erhält man

Fig . 130.

Aufrifs .

Druckfigur .

Grundrifs .

P = ah (tj df ) — a SK
und

P r = <2 S (tj 2 df ) — a J K . 107 .
SK und J K bedeuten das ftatifche und Trägheitsmoment des wirkfamen Querfchnitts¬
theiles, bezogen auf die Null -Linie KK . Dividirt man die zweite diefer Gleichungen
durch die erfte , fo ergiebt fich

108 .
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Der Abftand des Schnittpunktes E von der nächften Kante , d . h . von c, ift: bekannt ;
die ganze Breite ß des wirkfamen Querfchnittstheiles ift demnach

y k
ß = c + r = c -f ■SK IO9 .

Die Ermittelung von r nach Gleichung 108 auf dem Wege der Rechnung führt bei
einigermafsen unregelmäfsigen Querfchnittsformen zu fehl' umftändlichen Arbeiten ;
bei der am häufigften vorkommendenQuerfchnittsform , dem Rechtecke, ergiebt fich
aber r fehr einfach .

Die zunächft noch unbekannte Abmeffung des wirkfamen Rechteckes , welche
in die Kraftebene fällt , fei fj , d . h . es werde mit 1) bezeichnet, was oben ß genannt

war ; die Breite des Rechteckes fei b ; alsdann ift (fiehe
Art . 51 , S . 34)Fig. 131 .

K
und SK = b § ■ £) _ b fj

2

demnach
y k 2 b fy

3
3 b Y

Ferner ift § = fi = c Jr r =: c -!r

l) .

- und

3

f) = 3c .

f) ; mithin

110 .

Die Druckvertheilung findet alfo auf eine Fläche ftatt ,
welche dreimal fo breit ift , als der Abftand des Schnitt¬

punktes E von der nächften Kante.
Die Druckbeanfpruchung an irgend einer Querfchnittsftelle ift nun <3 — a r\,

in welchem Ausdrucke a aus der Bedingungsgleichung P = a SK zu ermitteln ift,
, , P

d . h . a S daher
'K

a — P 7j _ 2 P 7]
Sk b {) 2

amax findet in denjenigen Punkten ftatt , in denen -
q feinen gröfsten Werth

2 P
hat , d . h . es ift

2 P
b 5 3 bc in .

Wenn fich der Druck P gleichmäfsig über die ganze gedrückte Fläche F 1 =
bty = 3tc vertheilen würde , fo wäre die Druckfpannung für die Flächeneinheit gleichP 2 P—— der wirklich ftattfindende Maximaldruck ift gleich -—7— , d . h . doppelt foAbc Abc
grofs , als wenn P fich gleichmäfsig vertheilte. Die Druckfigur in diefem Falle wird
alfo erhalten , indem man zunächft c dreimal von der nächft liegenden Kante aus
abträgt , wodurch man den Nullpunkt K findet ; alsdann trägt man in diefer Kante

2 Pnach beliebigem Mafsftabe amax = — auf und verbindet den Endpunkt diefero 0 c
Ordinate mit dem Nullpunkt. Die lothrecht fchraffirte Fläche giebt die Druckfigur.

Soll die Druckvertheilung in unregelmäfsigen Ouerfchnitten ermittelt werden, J 3°-ö ö ö X. '
Druckvertheilungfo ift das rechnerifche Verfahren überaus umftändlich . Man kann daffelbe da - in unregei-

durch vermeiden , dafs man ein graphifches Verfahren anwendet. In dem durch Qu
“ räSL ,
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Fig . 132 dargeftellten Quer -
fchnitt fei KK die Null -Linie
und der Querfchnittstheil rechts
von diefer Linie der wirkfame
Querfchnitt (derfelbe ift an den
Rändern fchraffirt ) . Man zerlege
diefen Querfchnitt in eine An¬
zahl fchmaler Streifen , deren
Flächeninhalte f x , f 2 , f a . . .
feien , trage diefelben nach be¬
liebigem Flächenmafsftabe auf,
conftruire für den beliebig an¬
genommenen Polabftand H das
Seilpolygon / ,// . . . VI, VII . . .
XII und verlängere die erfte
Seite des Seilpolygons bis zum
Schnittpunkte L mit der Linie
KK \ alsdann ift (nach Art . 47 ,
S . 31 ) das ftatifche Moment der
wirkfamen Querfchnittsfläche ,
bezogen auf die Axe KK .,

SK = Hm .
Ferner ift , wenn der Inhalt der
Fläche / // . . . X L I mit <p
bezeichnet wird , das Trägheitsmoment der wirkfamen Querfchnittsfläche, bezogen
auf die Axe KK (nach Art . 60 , S . 39)

7K = 2H f ,
und da nach Gleichung 108 : r = — ift , fo wird r = - — : mithin

h>K m
m r

2 . II2 ‘

Die Null -Linie KK liegt alfo derart , dafs <p inhaltsgleich ift einem Dreieck , deffen
Höhe gleich r , deffen Grundlinie gleich dem Stücke m ift , welches auf der Null-
Linie zwifchen die verlängerte erfte Seilpolygonfeite und das Seilpolygon fällt . Ver¬
bindet man den Schnittpunkt E“ der Kraftrichtung P und der verlängerten erften
Seilpolygonfeite mit X , fo erhält man ein Dreieck X L E "

, deffen Flächeninhalt
"tft V

gleich —-— ift , welches alfo , wenn KK richtig angenommen ift , inhaltsgleich mit tp
Li

ift . Dies findet ftatt , wenn die in Fig . T32 lothrecht fchraffirten Flächen IIIIIIFE " I
und F VI VII VIIIIX G F gleichen Inhalt haben. Sind beide an Inhalt nicht gleich ,
fo ift die Linie E " G um E" zu drehen und damit auch K K nach rechts oder
links fo lange zu verfchieben, bis diefe Bedingung erfüllt ift ; die dann erhaltene
Null -Linie ift die richtige . Demnach ift ‘das Verfahren das folgende .

Man conftruire für den ganzen Querfchnitt das Seilpolygon III . . . XII , verlängere die erfte Seil¬
polygonfeite , ermittele deren Schnittpunkt JSH mit der Kraftlinie und fuche nun diejenige durch Mu

gehende Linie , welche die beiden lothrecht fchraffirten Flächen einander gleich macht ; der Punkt X , in
welchem diefe Linie das Seilpolygon fchneidet , beflimmt die Lage der Null -Linie KR .

Fig . 132 .

16--
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Es macht jetzt keine Schwierigkeit , die Druckvertheilung und den gröfsten
Druck zu ermitteln. Im Schwerpunkte der wirkfamen Querfchnittsfläche ift z' = 0 ,
alfo nach Gleichung 106

o
P
F '

F ' ift bekannt ; es kann unmittelbar aus Fig. 132 entnommen werden , alfo auch -py .

Die Lage des Schwerpunktes S folgt mit Leichtigkeit aus dem Seilpolygon. Trägt
man an der dem Schwerpunkte entfprechenden Stelle des Aufrifles der Fuge den

PWerth —pj - in beliebigem Mafsftabe als Ordinate auf (= S' 7V
) , verbindet T‘ mit K!,

fo giebt die Linie K! T' die Druckvertheilung an ; der gröfste Druck für die Flächen-
P

einheit ift V' U' in dem gleichen Mafsftabe , in dem -=7- aufgetragen war .
r

auf.

3 ) Druckvertheilung , falls die Kraftebene die Querfchnitte nicht in
Hauptaxen fchneidet .

a) Die Querfchnitte können Druck und Zug aufnehmen 28) . Die Wirkung 131 -
einer excentrifch auf den Querfchnitt (Fig . 133) im Punkte E angreifenden Kraft P
ift eine dreifache . Falls XX und YY die Hauptaxen des Querfchnittes find , fo Zug und Druck
wird zunächft nichts geändert , wenn man im Schwerpunkte zwei einander gleiche
Kräfte P anbringt, welche der gegebenen Kraft P parallel , alfo lothrecht gerichtet
find . Zwei diefer Kräfte P bilden in der durch 0 E gelegten lothrechten Ebene
ein Kräftepaar ; die dritte Kraft P greift im Punkte 0 an . Das Moment M des

Kräftepaares kann man durch zwei wagrechte
Kräfte R erfetzen, deren eine im Querfchnitt,
deren andere in folcher Höhe h über dem
Querfchnitt wirkt , dafs R h — M ift . Zerlegt
man die Kräfte R in zwei Seitenkräfte R cos a
und R sin a , welche in die lothrecht durch
XX , bezw . YY gelegten Ebenen fallen , fo
erhält man zwei Momente : in der lothrechten

Fig - 133 -

Grundrifs .

Aufrifs .

YY gelegten
durch X X gelegten Ebene M cos a
und in der lothrechten durch
Ebene M sin a. == Mx . Demnach ift die loth -
rechte Spannung, welche in einem Punkte C
des Querfchnittes mit den Coordinaten x und
V erzeugt wird ,

Mx y My x
113 -

./ .v Jy
.

In diefer Gleichung bedeutet F den Flächeninhalt des Querfchnittes ; J x und Jy find
die Trägheitsmomente der Querfchnittsfläche , bezogen auf die XX - und FFAxe .

Bei gegebenem Querfchnitt und gegebener Kraft enthält die Gleichung 113
nur drei Veränderliche : o , x und y ; alle drei kommen nur in der erften Potenz
vor . Ermittelt man demnach für alle Werthe von undj/ , d . h . für alle Quer -

fchnittspunkte, die zugehörigen Werthe von o und trägt diefelben als Ordinaten

28) Vergl . auch Art . 102 bis 104 (S . 80 bis 83) .
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Querfchnitt

nimmt
nur Druck

auf.

auf, fo liegen alle Endpunkte diefer Ordinaten auf einer Ebene , auf der Ebene der
Gleichung 113 . Man findet leicht die Null -Linie , indem man o = 0 fetzt und in
der erhaltenen Gleichung für zwei Werthe von x die zugehörigen Werthe von y
auffucht . (Vergl. auch Art . 105 , S . 86 .)

ß) Die Querfchnitte können nur Druck aufnehmen . Wenn die Quer -
fchnitte nur Druck übertragen können , wie dies beim Mauerwerk nahezu der Fall
ift, behält , fo lange die Null -Linie nicht den Querfchnitt fchneidet, die Gleichung 113
ihre Giltigkeit, weil alsdann nur Druckfpannungen ftattfinden. Sobald aber die Null-
Linie in den Querfchnitt fällt , wird die Aufgabe eine fehl" fchwierige . Denn es ift
nicht nur die Gröfse der gedrückten Fläche , fondern auch die Richtung der Null -
Linie unbekannt. Die Gleichung 113 bleibt auch für diefen Fall gütig, wenn unter F
die wirkfame Querfchnittsfläche , unter XX , bezw . Y Y die durch den Schwerpunkt
derfelben gelegten Hauptaxen diefes Theiles der Querfchnittsflächeverftanden werden
und die Coordinaten x und y , fo wie J x und J Y auf diefe Hauptaxen bezogen
werden .

Die Endpunkte der in den einzelnen Querfchnittspunkten aufgetragenen Werthe
für 0 liegen wiederum auf einer Ebene , der Spannungsebene , welche den Quer¬
fchnitt in der Null-Linie fchneidet . Alle lothrechten Ebenen , welche parallel zur

Fig- 134-

Null -Linie durch den wirkfamen Querfchnittstheil gelegt werden , fchneiden diefen
und die Spannungsebene in zwei parallelen Linien , deren Abftand die Spannung der
gefchnittenen Querfchnittspunkte angiebt . Daraus folgt , dafs in allen Punkten,
welche auf einer Parallelen zur Null -Linie KK liegen (Fig . 134) , die Spannungen
gleich grofs find . In einem Punkte C, deffen fenkrechter Abftand von KK gleich tj
ift , wird die Spannung a = a rj fein , in welcher Gleichung a eine noch unbekannte
Conftante ift . Die graphifche Darftellung der Spannung in den einzelnen Punkten
des Querfchnittes bietet die Linie U‘ K .
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Wird zunächft die Richtung der Null-Linie KK als bekannt und gegeben an¬
genommen , fo ift die ganze Ableitung in Art . 130 (S . 117 ) auch hier giltig . Auch
hier ift

P = Ja 7] df J a Y] df = a J -
q

2 d f — a Jjund
fonach

yK und SK bedeuten das Trägheits- und das ftatifche Moment der wirkfamen Quer-
fchnittsfläche , bezogen auf die Axe KK . Man zerlege die Querfchnittsfläche nun¬
mehr in Streifen , welche parallel zu K K find und ermittele die Lage von KK , wie
oben (in Art . 130, S . 117 ) gezeigt ift (Fig . 134 29) .

Es ift nun zu unterfuchen, ob die angenommene Richtung der Null -Linie
richtig ift . Die im Querfchnitt wirkenden Druckfpannungen müffen mit der Kraft P,
welche den Querfchnitt im Punkte E fchneidet , im Gleichgewicht fein ; demnach
mufs ihre Mittelkraft ebenfalls durch den Punkt E gehen , wenn die Richtung der
Null -Linie richtig gewählt ift . Alsdann ift auch die gefundene wirkfame Fläche (in
Fig . 134 fchraffirt ) richtig ; anderenfalls ift eine Verbefferung vorzunehmen . Alle
Punkte des Querfchnittes, welche auf Parallelen zur Null -Linie liegen , haben nach
Obigem gleiche Spannung ; man kann alfo die Querfchnittsfläche in (genügend fchmale)
der Null -Linie parallele Streifen zerlegen , in welchen je gleiche Spannung ftatt-
findet . Der gefammte Druck in einem Streifen von der Breite bn , der Länge hn
und der Spannung o„ für die Flächeneinheit ift offenbar

Sn — ^ n •

Man ermittele für alle Streifen die Wert’ne g , wobei die Werthe von an durch die
entfprechenden Ordinaten der Linie U' K ‘ dargeftellt find , und fuche die Entfernung
der Mittelkraft diefer Werthe g x , g 2 , g 3 . . . von zwei Axen , welche beliebig an¬
genommen werden können. Zweckmäfsig wird als eine Axe die Null -Linie , als die
andere Axe eine Längsfeite des Querfchnittes gewählt ; es können auch die Längs¬
und Querfeite genommen werden. Das Auffuchen der Mittelkraftslage erfolgt be¬

quem mit Hilfe zweier Seilpolygone (Fig . 134) . Der Abftand der Mittelkraft von
den beiden Axen ergiebt fich aus den Schnittpunkten p und z der äufserften Seil¬
polygonfeiten; der Schnittpunkt der Mittelkraft mit dem Querfchnitt liegt fowohl
auf der durch p gezogenen Linie rr , wie auf der durch z gezogenen Linie tt , ift
alfo der Punkt V. Linie rr ift parallel zur Kraftrichtung im erften , tt parallel zur
Kraftrichtung im zweiten Seilpolygon.

Wenn V mit E zufammenfällt , wie in Fig . 134 , fo ift die Null -Linie und die

ganze Conftruction richtig ; die wirklichen Druckfpannungen können dann , wie in
Art . 130 (S . 117) gezeigt, ermittelt werden, indem man im Schwerpunkte der wirk¬

famen Querfchnittsfläche —=— (= S' S"
) aufträgt und den Endpunkt S" mit K' ver-

11
bindet. K' U‘ W' ift die Druckfigur.

Fällt aber V mit E nicht zufammen , fo ift die Unterfuchung für eine andere
Lage der Null -Linie zu wiederholen . Man kann ohne Schwierigkeit fchätzen , nach
welcher Richtung KK gedreht werden mufs , und erreicht meift bereits bei der

29) In Fig . 134 find die Kräfte fuf 2>fz ■• • nicht ausgezeichnet , um die Abbildung nicht undeutlich zu machen.
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*33-
Voraus¬

fetzungen ,

*34-
Elaftifche

Linie .

erften Wiederholung der Conftruction ein genügend genaues Zufammenfallen der
Punkte E und V.

Vorftehende Unterfuchung ift für die Ermittelung der Standficherheit von Ge¬
wölbepfeilern , durchbrochenen Mauern , Schornfteinen etc . von grofser Wichtigkeit.

C

b) Gedrückte Stäbe unter Berückfichtigung der Zerknickungsgefahr .

i ) Theorie des Wide rft an des gegen Zerknicken .
Wenn auf einen Stab mit gerader Axe zwei Zugkräfte P wirken , deren Rich¬

tungslinien genau mit der Stabaxe zufammenfallen , fo findet in den einzelnen
Punkten des Stabes nur eine Zugbeanfpruchungftatt . Wirken auf einen eben folchen
Stab zwei Druckkräfte P ebenfalls genau in der Richtung der Axe und einander
entgegengefetzt, fo müfften nach Früherem an den einzelnen Stellen gleichfalls nur
Druckbeanfpruchungen ftattfinden, welche bei überall gleichem Stabquerfchnitt in
allen Punkten für die Flächeneinheit gleich wären . In Wirklichkeit kann man darauf
nicht immer rechnen. Wenn die Länge des Stabes im Vergleich zu feiner Quer-
fchnittsfläche grofs ift , fo wird unter dem Einfluffe der drückenden Kräfte
ein Ausbiegen ftattfinden , und auf jeden Querfchnitt C (Fig . 135 ) wirkt Fl§ - I3 5 -
alsdann aufser der Axialkraft P noch ein Moment Py . In diefem £
Falle findet Beanfpruchung des Stabes auf Zerknicken ftatt , und derfelbe
ift mit Rückficht auf diefe Beanfpruchungsweife zu berechnen.

Es kann auffallen , dafs hier fcheinbar ein Widerfpruch zwifchen der Theorie und

Praxis obwaltet ; in Wirklichkeit ift derfelbe aber nicht vorhanden . So lange die Druck¬
kräfte ganz genau in der Stabaxe und in deren Richtung wirken , findet ein Ausbiegen nicht

ftatt ; fobald aber in Folge von unvermeidlichen Fehlern die Kräfte aufserhalb der Axe

angreifen , bezw . von der Richtung der Axe abweichen , entlieht für jeden Querfchnitt des
Stabes ein Biegungsmoment , welches unter Urnfländen ein Ausbiegen zur Folge hat . Man
kann daher in diefem Falle von einem labilen Gleichgewichtszuftande fprechen .

Ein Ausbiegen der Stabaxe kann nicht nur in der in Fig . 135 üfll
gezeichneten Richtung ftattfinden , fondern ift nach allen möglichen
Richtungen denkbar ; es ift demnach zu unterfuchen, nach welcher Richtung ein
folches Ausbiegen am leichterten ftattfindet, und der Querfchnitt des Stabes danach
anzuordnen. Für die folgenden Unterfuchungen foll angenommen
werden , dafs 1 ) als äufsere Kräfte nur die Axialkräfte P wirken ,
2 ) die Axialkräfte in den Schwerpunkten der Endflächen angreifen
und 3 ) der Stab überall gleichen Querfchnitt habe.

Unter Einwirkung der Kraft P möge der Stab (Fig . 136 ) ,
deffen Axe urfprünglich mit A X zufammenfiel , in die Lage A B
gekommen fein ; die Bildebene XAY , in welcher AB liegt, fchneide
alle Querfchnitte in Hauptaxen ; der Axenpunkt B habe nach der
Formänderung die Ordinate y 0 . Für irgend einen Punkt C mit der
Abfciffe x fei die Ordinate y \ das Moment für diefen Punkt ift
M = P (y0

— y ) und die elaftifche Linie demnach aus der Glei¬
chung 100 zu ermitteln. Danach wird

d * y _ -P {y 0
— y)

OP

Fig . 136

114 .dx 2 EJ .

Hierin ift J das Trägheitsmoment des Querfchnittes bei C , bezogen auf die¬
jenige Schwerpunktsaxe deffelben , welche fenkrecht zur Kraftebene, alfo zur X Y-
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Ebene , fteht . Der Querfchnitt ift nach obiger Vorausfetzung conftant, alfo auch y
für die Integration conftant ; da P und E gleichfalls conftant find , fo hat bei der

Integration
P einen conftanten Werth. Abkürzungsweife werde

P~e ~
j — a i US .

gefetzt, fo dafs die Differentialgleichung der elaftifchen Linie lautet :
d 2 y
d x ‘l a 2 ( y0 - y ) . Il6 -

Die zweimalige Integration ergiebt als Gleichung der elaftifchen Linie :

y = y0
A sin a x -{- B cos a x . 117 .

Die beiden Conftanten A und B find für die verfchiedenen Arten der Stabunter-
ftützung verfchieden .

Bekanntlich ift

sin a = sin (2 1c -f- a) = sin (2 » rc + a) und cos a = cos (2 % -j- a) = cos (2 n ic -j- a),
worin n eine beliebige ganze Zahl oder Null bedeutet , alfo gleich 0 , 1 , 2 , 3 . . -
gefetzt werden kann . Es ift alfo auch

sin a x — sin (a x -1- 2 rc) = sin {x -)-
^

j j
und

cos a x = cos (a x 2 1r) = cos | a ^ x - |— •

Die Gleichung 117 kann daher auch gefchrieben werden :

y = y 0 + A sin ( x + ~ —
) \ + B cos [ a ( * + - ^ - ) ] • ■ 118 -

Man erhält fonach gleich grofse Werthe für y , wenn man x und wenn man

x _|_ einfetzt , d . h . die Ordinaten je zweier Punkte, deren Abfciffen um -
a a

von einander verfchieden find , haben gleiche Werthe . Die elaftifche Linie ift dem¬
nach eine Wellenlinie ; die Wellenlänge ift

2 TZ
X = - , . 119.a

j P
und , da nach Gleichung 115 : a = W ß j

'

j E 7
X = 2 TT \ / —pr - . I2° -

Aus diefer Gleichung kann man , falls E , J und P gegeben find , die Wellen¬
länge berechnen. Ift dagegen X gegeben, fo kann man aus Gleichung 120 diejenige
Kraft P berechnen, welche die Durchbiegungeny erzeugen kann . Die Gröfse von P

folgt aus Gleichung 120 zu :

r = — — . 1 :

Noch auf eine wichtige Eigenthümlichkeit der allgemeinen Gleichung 116 ift
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hinzuweifen . Diefelbe bleibt giltig, wenn man beiderfeits mit der beliebigen Zahl m
multiplicirt ; fie heifst alsdann :

d 2 y
d x 2 = m a 2 (y g

— y) — a 2 (m y0
— m y) .

Es fei m y 0 = -
q 0 und m y = -

q ; alsdann ift auch m -d
2 y

d x 2 _ d 2 7j
d x 2

d xTT = « 2 (*lo ~ ■>])

alfo

122 .

Die Gleichung ii 6 gilt daher für beliebig grofse Werthe von y . Sind alfo unter
der Einwirkung einer Kraft P die Durchbiegungen y möglich , fo find auch m-mal
fo grofse , d . h . beliebig grofse Durchbiegungen möglich , alfo auch fo grofse , dafs
der Stab zerknickt wird .

Der Werth von P in Gleichung 121 , welcher die Durchbiegungen y erzeugen
kann , kann alfo auch den Stab zerknicken .

Bei der vorftehenden Ableitung ift angenommen worden , dafs die Ausbiegung
in der X F-Ebene erfolge ; diefelbe kann aber auch in der fenkrecht zu edlerer
flehenden WZ -Ebene ftattfinden , welche die zweiten Hauptaxen der Querfchnitte
enthält . Die Entwickelung für diefen Fall bleibt genau diefelbe , wie die obige ,
und man erhält für P denfelben Ausdruck, wie dort ; nur ift alsdann unter J das
Trägheitsmoment des Querfchnittes, bezogen auf die zur WZ - Ebene fenkrechte
Schwerpunktsaxe, zu verliehen , welche Axe parallel zur F-Axe ift . Nennen wir
daffelbe die entfprechenden Werthe von P und X aber P 1 und Xj , fo ift

4z 2 EJ 1
V 123 .

*35«
Einfei tig

eingefpannter
Stab .

Ein Ausbiegen des Stabes kann nun fowohl in der X F-Ebene , wie in der
X Z-Ebene ftattfinden ; die wirkliche dem Stabe zuzumuthende Belaftung darf den
Grenzwerth nicht erreichen. Die Gleichungen 121 u . 123 geben zwei Grenzwerthe,
und naturgemäfs ift der kleinere von beiden als mafsgebend einzuführen . Nimmt
man in beiden Richtungen gleiche X an , fo unterfcheiden fich beide Grenzwerthe
nur durch die Werthe der Trägheitsmomente. In den Ausdruck für P ift demnach
von den beiden Hauptträgheitsmomenten das kleinere einzufetzen .

Wenn die Ausbiegung nach allen Richtungen möglich ift , fo nimmt man an ,
dafs diefelbe fenkrecht zu derjenigen Hauptaxe erfolgt, welcher das kleinere Haupt¬
trägheitsmoment entfpricht ; denn diefes ift nach Art . 62 (S . 41 ) das kleinfte der für
alle Schweraxen möglichen Trägheitsmomente.

Für die weiteren Betrachtungen find die verfchiedenen möglichen Fälle in das
Auge zu faffen.

a) Einfeitig eingefpannter , an einem Ende in der Richtung der
Axe belafteter Stab (Fig . 137 ) . Aus der allgemeinen Gleichung 117 für die
elaftifche Linie :

folgt
y = y0

-f- A sin a x -)- B cos a x

d y
d x — A a cos a x — B a sin a x 124.

Die Conftanten A und B werden aus den befonderen Bedingungen für diefen
Fall beftimmt.
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Fig - 137-

/ :
I X-

* !A‘ r

d vFür x = 0 ift — — 0 weil der Stab an diefer Stelle
a x

wegen der Einfpannung ftets die Richtung der X-Axe hat ; dem¬
nach ift in Gleichung 124

A a = 0 ,
oder , da a nicht gleich Null ift , A — 0 . Eben fo ift für x — 0
auch y = 0 , daher in Gleichung 117 : 0 z= y g B oder B = — y 0 .
Sonach lautet die Gleichung der elaftifchen Linie für diefen Fall :

y = y 0
— f 0 cos ° x = y0 (1 — cos a x) . . . 125 .

Für x — l wird y = y0 ; demnach y 0 = y0 ( 1 — cos a l) . Diefe
Gleichung kann nur beftehen, wenn

cos a l — 0 . 126.
ift . Soll alfo der Stab unter Einwirkung der Kraft P fich fo durchbiegen , wie
Fig . 137 zeigt , alfo im Punkte C die Ordinate y , im Endpunkte die Ordinate y0
haben können, fo mufs cos a l ~ 0 fein ; es mufs alfo

oder allgemein
a / = 90 °

, bezw . 270 °
, bezw . 450 ° u . f. w . ,

a l — — (2 n -f- 1) 127 .

fein , worin n die Werthe 0 , 1 , 2 , 3 . . . annehmen kann . Daraus folgt auch der
Werth von P , welcher den Stab in der angegebenen Weife biegen , alfo nach den

Erklärungen in Art . 134 (S . 122) auch zerknicken kann. Für diefen
Fig . 138. T7 „n - „t, „ — 71

( 2 « -{- l ) ,

n P ./st 2

Fall ift nach Gleichung 127 : a

da a

2 / und ,

/ P
V EJ ift ’ \j ~

EJ
=

YT
& n + ] ) ’ alfo

P -
4 / 2 (2 n + l ) 2 128 .

X‘4-1

Die zugehörige Wellenlänge X folgt aus Gleichung 119 . Es ift

2 7C lX
2 n 129 .

Die beiden Gleichungen geben Auffchlufs über die Gröfse der Grenz -
werthe P , welche bei den verfchiedenen Anordnungen des einge -
fpannten Stabes einzuführen find .

Bei dem in Fig . 137 u . 138 vorgeführten Falle ift die ganze
Wellenlänge X viermal fo grofs , als die freie Länge l , d . h . es ift
X = 4/ ; demnach folgt für diefen Fall aus der Gleichung 129 :

n = 0 , und damit aus Gleichung 128
EJ 7t 2Pz 4 P 130.

/
Wird ein Punkt E im Abftande vom Einfpannungspunkte feft gelegt , fo

o 3
mufs die Formänderung fo erfolgen , dafs / : X (Fig . 140) wird ; dafür folgt aus
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Gleichung 129 : X = — 3 X
, _ die Gröfse

2 n + 1
» = 1 , ferner aus Gleichung 128 als zer¬
knickende Kraft

Fig . 139-

P = 9EJ ^'
1 l - I 3 I -

Werden endlich zwei Punkte E und
F in den Abftänden und —- l vom5
Einfpannungspunkte feft gehalten (Fig . 139 ),

4
fo wird X = l und aus Gleichung 129 :

t)
n = 2 ; alsdann ift die zerknickende Kraft

/ > = -¥ - -

Fig . 140.

9EJF

EJ % 2

136.
Stab

mit freien
Enden .

Fig . 141 .

X

P

Fig . 142.

Man fieht , wie wefentlich der Grenzwerth durch angemeffene Conftruction
erhöht werden kann .

ß ) Stab mit beiderfeits frei drehbaren Enden (Fig . 141 ) . Die fym-
metrifche Belattung des Stabes wird zur Folge haben , dafs beide Stabhälften,
oberhalb und unterhalb der Stabmitte, fich genau gleich verhalten ; man kann dem¬
nach diefen Fall auf den vorhergehenden da¬
durch zurückführen , dafs man den Anfangs¬
punkt des Coordinatenfyftems in die Stab¬
mitte legt. Jede Hälfte verhält fich dann
genau eben fo , wie der Stab im vorigen
Artikel ; die zerknickende Kraft P , d . h .
der Grenzwerth von P , ift demnach aus der
Gleichung 128 zu entnehmen, jedoch mit der

Aenderung, dafs ftatt des dortigen l hier
Li

einzufetzen ift , weil die dort mit l bezeichnete

Länge hier nur -j— beträgt.
Li

Für den vorliegenden Fall ift alfo

EJ % * (2 n + l )
2

hP

P = EJn H

(t )
‘ (2 n + l ) 2

und

X =
2 n + :

2 1
2 » + 1 132 .

Bei dem in Fig . 142 dargeftellten Falle ift X = 2 / , d . h . n = 0 , mithin

EJi t 2
P : / 2

Wird ein Punkt E in der Mitte des Stabes feft gehalten, fo findet die Durch-
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Fig . 144 .

Fig . 143 .

I EL
l -

biegung nach Fig . 143 fo ftatt , dafs / = X,
alfo n — - !- wird ; alsdann hat P den Werth :

/f.- *- 1
. 9EJP P ■ ^ EJ 'iz 2

P

l -U

Sind endlich zwei Punkte E und F in den
von den Endpunkten feft ge-Abftänden

iF
halten , fo dafs die Formänderung nach

3
Fig . 144 eintreten mufs , fo wird l ~ X,
alfo ?z = 1 und

P = 9 E J % 2
P

Die Formänderung kann auch unter Beibehaltung der Punkte E , F und der
Endpunkte fo eintreten, dafs die Bogenlinien auf diejenige Seite der urfpriinglichen
Axe fallen , welche der gezeichneten entgegengefetzt ift .

7) Stab mit eingefpannten Enden (Fig . 145 ) . Beide Endpunkte des
Stabes verbleiben in Folge der Einfpannung in der Lothrechten der Axe XX ; die
Tangente an die Axe in diefen Punkten , d . h . die Axenrichtung , kann fich nicht
verändern. An jedem Einfpannungspunkte mufs demnach ein Kräftepaar wirken , deffen
Moment ftets genügend grofs ift , um den Stab in der urfprünglichen Richtung zu
erhalten ; diefes Moment möge Af0 genannt werden. Für einen beliebigen Punkt C
mit der Abfciffe .r ift das Biegungsmoment

M = M0 - Py = & - y) p
Fig . 145 .

V J

Demnach lautet die Differentialgleichung der elaftifchen Linie hier :

■P\

EJ d 2 y
d x 2

\C

oder

P
Abkürzungsweife werde wieder „E J

d 2 y P~dlp ~ ITT
= a 2 gefetzt ; alsdann ift

tfM -

d 2 y ■
tfM -d x 2 ~ \ P

Als Gleichung der elaftifchen Linie ergiebt fich
M

y = —p - -f - A sin a x -f- B cos a x ;
ferner

d y
d x = A a cos a x — B a sin a x

Die Conftanten A und B ergeben fich in folgender Weife .

• • • 133 .

■ • • 134 -

Für # = 0 ift
Für x = 0 wirdy = 0 , demnach in Gleichung 133 : 0 = + B und B — — —E

dy
^ F

J — 0 , folglich in Gleichung 134 : 0 = Aa und , da a nicht gleich Null ift,d x
A = 0 . Die Gleichung der elaftifchen Linie lautet fonach im vorliegenden Falle :

y P
M0- - cos a x — —p - ( 1 — cos a x) . 135 -

I 37*
Stab mit

eingefpannten
Enden .
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i 38.
Stab mit einem ,

eingefpannten
und einem

geführten Ende .

Für x = l ift y — 0 , demnach

0 = ( 1 — cos a l ) oder

cos a l = 1 .
Damit diefe Gleichung erfüllt werde , mufs

a l — 2 n z
fein , worin n die Werthe 0 , 1 , 2 , 3 . . .
haben kann .

Aus Gleichung ng folgt für die Wel¬
lenlänge

X = , 1oder —r— = —
/ n

2 tu 7 /

2 n z n
Ferner wird nach Gleichung 119

P 4 ff

Fig . 146

p _

Fig . 147 -

mm
p \

>E i

£

i6EJx z
P

EJ X 2 und P : 4 EJz 2
X 2

Diefe beiden Gleichungen geben über die Gröfse von P Auffchlufs . Es ift

l

für n = 1 :

= 1 oder X = / ;

P = 4 EJ <

für n — 2 :

0d6r X :
/

ir

l 2 l 2
Der erftere Fall ift durch Fig . 146 , der zweite durch Fig . 147 dargeftellt ;

letzterer tritt ein , wenn der Punkt E in der Stabmitte feft gehalten wird .
S) Stab mit einem eingefpannten und einem in der Lothrechten ge¬

führten Ende (Fig. 148 ) . Wenn der Punkt B nicht in der lothrechten Linie ge¬
führt wäre , würde er etwa die punktirte Lage eingenommen haben ;
die Führung mufs alfo durch eine wagrechte Kraft H verurfacht
werden , welche ftets genügend grofs ift , um ein Ausweichen von B
zu verhüten. Diefe Kraft H ift ihrer Gröfse nach nicht bekannt.

Das Biegungsmoment für irgend einen Punkt C des Stabes mit
der Abfciffe # ift nun .

M = ff (l — x) - Py = P (/ - x) - 9/] ,

und die Differentialgleichung der elaftifchen Linie (fiehe Gleichung 100)

EJ

oder

d 2 y
d x 2

<7 2 y

P H~P ~

P

(/ - 4.' ) - y

Fig . 148

ff '

d x 2 EJ l P

Man fetzt , um diefe Gleichung aufzulöfen ,

(/ — x) - y

d 2 y

weife P d x 2

. 136.

z : wieder fei abkürzungs-

EJ

• z -

« 2
; alsdann ift

H
[ 77

- V — x ) - ft ]

d Z
d x (-

H
P

d y
d x

und



ferner

129

d 2 z
d x %

Die Auflöfung diefer Differentialgleichung ergiebt wiederum genau , wie in
Art . 134 (S . 123)

z = A sin a x B cos a x , .
und wenn für z der Werth eingeführt wird ,

<z 2 (l — x) — = A sin a x -f- B cos a x

Die Differentiation nach x ergiebt

137 -

138 .

A a cos a x B a sin a= A a cos a x — B a sin a x . . . . 139 .

Aus den beiden Gleichungen 138 u . 139 ergeben fich die Werthe der Con-
ftanten A und B , wie folgt .

« 2 H
138 : -=— l — B \ für x = 0 iftFür x = 0 ift y = 0 , alfo nach Gleichung 138 :

ci 2 H
— 0 , alfo nach Gleichung 139 : - = — = A

lieh ift für x = l auch y = 0 , weil der Endpunkt des Stabes in der Lothrechten
geführt wird , alfo nach Gleichung 138

0 — A sin (a l ) -f- B cos [a l ) , woraus tg a l — - j

folgt , und wenn für B und A die foeben gefundenen Werthe eingefetzt werden ,
tg a l = a l 140 .

Diefe Beziehung findet ftatt für a l — 0 , aufserdem aber auch für den Winkel
für diefen Winkel ift tg a l = a l — 4,4934 , alfo a257 ° 27 ' 12 '

Pda a 2 = - ift , fo wird
EJ

E J (4,4934)
141 .

Dies ift der Werth von P , für welchen Gleichung 140 erfüllt ift und einen
Sinn hat ; der Werth al — 0 ift nicht zu verwerthen. Diefes P vermag fonach die
in Fig . 148 gezeichnete Formänderung hervorzurufen , alfo nach Früherem auch den
Stab zu zerknicken .

In Art . 135 bis 138 find diejenigen Werthe der zerknickenden Kraft entwickelt
worden , welche für die Praxis hauptfächlich von Bedeutung find . Nachftehend find Zufammen

ftellung .
diefelben in Fig . 149 bis 152 überfichtlich zufammengeftellt , wobei überall der Stab
auf feine ganze Länge frei angenommen ift ; der Werth von P im vierten Falle ift

E J tP
des bequemen Vergleiches wegen ebenfalls als Product mit dem Factor - —-
dargeftellt.

Die Tragfähigkeit der Stäbe verhält fich demnach
in den Fällen 4 3

wie —
4
1

1 : 2,048 : 4.

Handbuch der Architektur . I . 1, b . (3. Aufl .) 9
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Fig . 149.
Fall 1.

Fig . 150.
Fall 2.

Fig . I5I .
Fall 3.

Fig . 152.
Fall 4 .

n 4-EJx *
r Ts

l 2

P

Durch entfprechende Endanordnung würde man alfo die Tragfähigkeit des
Stabes verfechzehnfachen können. Die angegebenen Kräfte find thatfächlich im
Stande , den Stab zu zerknicken, und defshalb find Sicherheits-Coefficienten ein-
zufiihren .

2 ) Querfchnittsermittelung bei centrifcher Druckbelaftung .
I4° - Die unter 1 entwickelten Formeln geben die Gröfse derjenigen Kraft P an ,

Beanspruchung , welche im Stande ift , den Stab oder die Stütze zu zerknicken . Die dem Stabe

wirklich zuzumuthende Laft darf naturgemäfs diefen Werth niemals erreichen ; fie
darf nur einen Bruchtheil des ermittelten Knickwerthes betragen . Verlfeht man
unter j den fog . Sicherheits- Coefficienten , unter C einen von der Endbefeftigung
des Stabes abhängigen Coefficienten , fo ift die Kraft, welche mit Riickficht auf die
Zerknickungsgefahr auf den Stab wirken darf,

Diefer Werth ift aber nicht ohne Weiteres für alle Fälle anwendbar. Wenn
die Stablänge /, alfo auch die im Nenner vorkommende Gröfse P , fehr klein ift , fo
ergeben fich für P fehr gröfse Werthe , gröfsere Werthe , als die einfache Druck-

beanfpruchung des Stabes geftattet . Wird die zuläffige Druckbeanfpruchung für die
Flächeneinheit des Querfchnittes mit K ., die Querfchnittsfläche mit F bezeichnet, fo
darf höchftens fein

P = FK . 143 -

Gröfser , als der Werth in Gleichung 143 ift, darf P mit Riickficht auf die zu¬
läffige Druckbeanfpruchung nicht werden ; gröfser, als der Werth in Gleichung 142
ift , darf P der Zerknickungsgefahrhalber nicht werden ; defshalb ift ftets der kleinere
diefer beiden Werthe für diejenige Belaftungsgröfse mafsgebend, welche dem Stabe
zugemuthet werden darf. Bei grofser Stablänge / ergiebt die Gleichung 142 , bei
geringer Stablänge l die Gleichung 143 kleinere Werthe für P . Der Grenzwerth
von l , etwa llt wird derjenige fein , Tür welchen aus beiden Gleichungen derfelbe
Werth von P folgt . Diefer Grenzwerth ergiebt fich durch Gleichfetzung der beiden
Werthe von P in den Ausdrücken 142 u . 143 zu

Ks V F 144-
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Zerknickungsgefahr tritt erft auf, wenn l /, ift ; demnach ift , falls die Stab¬
länge kleiner als lx ift , die Gleichung 143 , falls fie gröfser als /, ift , die Gleichung 142
anzuwenden .

Klaren Einblick in die hier mafsgebenden Verhältniffe verfchafft die graphifche Darftellung der
Veränderlichkeit von P in Fig . 153 . Ermittelt man diejenigen Werthe von / *

, welche ein Stab bei ver -
fchiedenen Längen mit Rücklicht auf die Zerknickungsgefahr ertragen kann , falls Material ,
Querfchnittsform und Querfchnittsgröfse , fo wie Befeftigungsweife der Enden ftets diefelben
find , und trägt diefe Werthe von P als Ordinaten auf , während die zugehörigen Längen als
AbfcilTen gewählt werden , fo erhält man eine Curve , offenbar die Curve der Gleichung 142 .
Für / = 0 wird P = oo ; für l = GO wird P — 0 ; die Y- und X -Axe find alfo Afymptoten
an die Curve . Dagegen ift der Werth für P aus Gleichung 143 unabhängig von der Stab¬

länge ; werden demnach für alle möglichen Längen diefe Werthe ermittelt und als Ordinaten
in gleichem Mafsftabe aufgetragen , wie die Werthe aus Gleichung 142 , fo ergiebt fich eine

zur X -Axe parallele Linie D D . Im Punkte E fchneiden fich beide Linien ; die zugehörige
Abfciffe ift offenbar die Länge , für welche beide Gleichungen denfelben Werth von P

ergeben . Links von £ ift die Linie D E t rechts von E die Curve £ F mafsgebend . Die
fchraffirte Fläche deutet dies an .

. pV-- Wenn , wie gewöhnlich , die Laft P und
llllrfTHTTmTTTTTTTTm-n-. . . F

„ „x die Länge l gegeben find , fo handelt es fich
i um die Ermittelung von Form und Gröfse

des Stabquerfchnittes. Für diefe Beftimmung
ftehen die beiden Gleichungen 142 u . 143 zur Verfügung . F und y miiffen wenig -
ftens die aus diefen Gleichungen fich ergebenden Werthe haben , fo dafs fich die
Bedingungen für die Querfchnittsbildung ergeben zu

Psl *

* >g - 153 -

PF V und y min — CE HS -

Dabei ift zu bemerken , dafs , wenn Ausbiegen nach allen Richtungen möglich ift,
das kleinfte für eine Schwerpunktsaxe des Querfchnittes fich ergebende Trägheits¬
moment zum minderten die verlangte Gröfse haben mufs ; defshalb wurde in
Gleichung 145 : y „l{n gefetzt. Ift Ausbiegen nur nach beftimmten Richtungen mög¬
lich , fo mufs das kleinfte in Betracht kommende Schweraxen-Trägheitsmoment die
berechnete Gröfse haben.

Die in obigem Ausdruck vorkommenden Conftanten C, E , K und j bedeuten
beftimmte Zahlenwerthe; für die in Fig . 149 bis 152 dargeftellten vier Fälle ift C

Fall 1 : Fall 2 : Fall 3 : Fall 4 :

%II = 7C2 = 4 7t 2 = 2 Ti 2 (genügend genau )

1/ C = 1,57 = 3,14 = 6,2 8 II
Die Coefficienten E , K und ^ haben für alle Stäbe aus demfelben Material

gleiche Werthe ; wird als Flächeneinheit das Quadrat- Centimeter, als Krafteinheit
das Kilogramm angenommen, fo kann man für K , E und s nachftehende Werthe
fetzen :

für Schweifseifen und Flufseifen : für Gufseifen : für Holz :

E = 2 000000
K = 700

j = 5

1000000 120 000kg für 1 qcm
500 65 » »

8 10

141.
Querfchnitts *
ermittelung .
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Alsdann wird auch P in Kilogr. eingeführt werden müffen ; F wird in Quadr.-
Centim . und J in cm 4 erhalten. Die Formel ergiebt für Fall 2 und Schweifseifen

^ _ P kg . 5 /cm 2
Jmin — jt 2 . 2000000 '

Wefentlich bequemer werden die Ausdrücke für wenn man P und E in
Tonnen, l in Met . einführt und Jt 2 = 10 fetzt ; letzteres ift nicht ganz genau , aber
der Fehler kommt gar nicht in Betracht , da man je nach dem Bauftoff mit einem
Sicherbeitscoefficienten 5 , 8 , bezvv . 10 arbeitet. Man erhält dann für Fall 2 und
Schweifseifen , da P liS = 1000 P l , / cm = 100 / m und / cm2 = 10000 / m2 ift ,

7 • >J mm
1000 P t . 5 . 10000 . 1 »I 2

10 . 2 000 000
d . h . J m 2,5 PU * ™ .

Eben fo ergeben fich für Holz und Gufseifen fehr einfache Ausdrücke ; für die
Hauptftoffe find diefe Ausdrücke für Fall 2 nachftehend zufammengeftellt:

für Schweifs - und Flufseifen J mi„ 2,5 Pt / m2 )
für Gufseifen J miH SA / 1“ 2 . . . 146.
für Holz J m !n ^ 83 Pt / m * j

Die Zufammenftellung für alle vier Fälle ergiebt die nachftehende Tabelle . J ,n in mufs fein J> :

Conftructionsmaterial
Fall I

( Fig . 149)
Fall 2

(Fig . 150)
Fall 3

(Fig . 151 )
Fall 4

( Fig - 152 )
5 5

Schweifseifen und Flufseifen . 10 2,5 ~
8 T

Gufseifen . 32 8 2 4

Holz . 332 83 20 41

P Tonnen X l ( Meter) 2

Je mehr fich der Flächeninhalt des Querfchnittes , welcher dem nothwendigen
P

Trägheitsmomente entfpricht, dem zuläffigen Kleinftwerth nähert , defto zweck -

mäfsiger ift die Conftruction . Man nimmt gewöhnlich zunächft einen Querfchnitt
P

an , für welchen F = — ftattfindet und ermittelt das Trägheitsmoment deffelben .

Genügt letzteres nicht, fo ift die Querfchnittsfläche entfprechend zu vergröfsern, bis
das verlangte J vorhanden ift . Diefes Verfahren foll an einigen Beifpielen gezeigt
werden .

Beifpiele . a ) In einer gufseifernen Stütze fei der gröfste Druck P — 50000 = 50 Tonnen ;
die Länge der Stütze fei / — 4,5 m ; die Enden follen als bewegliche vorausgefetzt werden ; die Quer-
fchnittsform fei die neben flehende ( Eig . 154) ; die Querfchnittsmafse find zu ermitteln .

Für einfachen Druck mufs F — — 100 und nach Gleichung 146500
mufs Jmin = 8 • 50 ■4,5 2 = 8100 fein.

Die Höhe des Querfchnittes fei durch bauliche Rückfichten zu 53 )6 cm vor-

gefchrieben , die Stärke des Steges und der Gurte fei l,s cm ; alsdann findet, wenigllens
bei nicht aufsergewöhnlich grofser Breite der Gurtungen , das Minimal-Trägheits -
moment für die Axe ZZ flatt , und es ift

7z = 2 . 1 ,8 . Ä:
12

50 • 1,8 8
12

= 0,3 i 3 + 24,3 .

Hiermit ift das erforderliche Trägheitsmoment als Function von b dargeftellt ,
und da nach Obigem auch

Fig . 154 .

S ° . -M .53,6
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Jmin — 8100
fein mufs , fo lautet die Bedingungsgleichung für b :

0,3 b * + • 24,3 = 8100 ,
woraus fich für b — co 80 cm ergiebt .

Die Querfchnittsfläche wird F — 2 . l,s . 30 50 • 1 ,s = 198 qcm ? während nur 100 Q0111 Quer¬
fchnittsfläche nothig find . Daraus folgt , dafs unbedenklich ein Theil des Steges auf einzelne Theile der
Höhe fortfallen kann ; alsdann bleibt als Querfchnittsfläche der fchraffirte Theil übrig , und zwar in diefem
Falle ^ = 2 . 30 • 1,8 4 - 2 . 5 . 1,8 = 126 Qcm , und diefe Querfchnittsgröfse genügt . Auch das Trägheits¬
moment wird durch Fortfall des Steges nur unwefentlich beeinflufft .

ß) In einem fchmiedeeifernen Stabe herrfcht ein Druck P — 130000kg — 130 Tonnen ; die Stab¬
länge betrage 6,o m , der Stab fei beiderfeits eingefpannt .

Nach obiger Tabelle mufs

Fig- ISS-
Z

Z

[2 . 1,3 . 36 3 +

7 = • 130 • 6 2 = 2925 cm 4,

, 130000
terner r — . . — ■—■— 196 Qcm fern .

Der Querfchnitt in Fig . 155 wurde vorläufig , wie folgt , zufammengefetzt :
4 Winkeleifen zu 13 X 13 X 1,2 cm = 29,sq cm . . . 119,2 qcm
1 obere Deckplatte 36 X 1,3 em . = 46,8 »
1 untere Deckplatte 84,s X 1,3 cm . = 45,2 »

Summe des Brutto -Querfcbnittes 211,2 qcm
ab für 4 Nietlöcher 4 X 2,5 X 2,3 cra . - . . — 23,0 »

bleibt Netto -Querfchnitt 188,2 qcm ,
der allerdings etwas kleiner als F ift , aber genügen dürfte .

Für diefen Querfchnitt findet J m in für die ZZ -Axe flatt , und es ift

2 . 1,2 • 27 .,2
3 + 2 . 11,8 • 3,6 3 — ( 2 . 13 + 1,3) 1,2 3] — 4 . 2,5 ■ 2,3 . 7 2 = 13094 .

Das Trägheitsmoment ift alfo bei ausreichender Querfchnittsfläche wefentlich gröfser , als es zu fein
braucht , der Querfchnitt fonach genügend .

Sehr einfach geftaltet fich die Rechnung , wenn man den Querfchnitt aus den
» Deutfchen Normal -Profilen für Walzeifen « bildet , für welche die Minimal-Trägheits¬
momente im vorhergehenden Halbband diefes » Handbuches « (Abth . I : Die Technik
der wichtigeren Bauftoffe) angegeben find . Man berechnet das nothwendige Träg¬
heitsmoment und die nöthige Querfchnittsfläche aus den Ausdrücken 145 und fucht
aus den Tabellen ein Profileifen , bezw . einen aus Profileifen zufammengefetzten Quer¬
fchnitt , deffen Minimal-Trägheitsmoment und Querfchnittsfläche den verlangten zum
mindeften gleich find.

Beifpiel . In einem fchmiedeeifernen Stabe herrfche ein Druck P = 18000kg = 18 Tonnen ; die

Stablänge fei l — 5,o m ; die Stabenden feien drehbar ; mithin ift Fall 2 zu Grunde zu legen .

Nach Gleichung 146 mufs J = 2,5 . 18 . 5 2 = 1125 cm4 und nach Gleichung 143 : F —
= 26 <lcm fein .

Soll der Stab aus einem I -förmigen Walzbalken gebildet werden , fo ift das Profil Nr . 38 ( fiehe
die angezogenen Tabellen ) zu wählen ; bei demfelben ift — 1138 , F ( nach Abzug für Niete )
= 107,5 — 4 . 2 . 2,05 = 91,1 qcm und das Gewicht für 1 m 83,9 k g.

Wollte man ftatt deffen einen aus 4 kreuzförmig geftellten Winkeleifen gebildeten Querfchnitt ver¬
wenden , fo könnte man 4 Winkeleifen Nr . 9 (fiehe die angezogenen Tabellen )
zu 9 X 9 X 1,8 cm verwenden , deren J = 1284 ift , alfo genügt ; dabei ift der
Netto -Querfchnitt F — 4 . 21,7 — 2 • 2 . 2 . l,s (für Niete ) = 76,4 V 1“ und das
Gewicht 4 . 16,9 kg — 67,6 kg . Zweckmäfsiger ift die Verwendung von 4 Winkel¬
eifen Nr . 10 zu 10 X 10 X 1 cm mit 7 = 1346 , F = 4 . 19 — 4 . 2 . 1 = 68qcm
und einem Gewicht für 1 m von 4 • 14,s kg = 59,2 kg .

Würde endlich der Querfchnitt aus 4 Quadranteifen (nach Fig . 156 ) con -

ftruirt , fo wird bei neben flehendem Querfchnitt ( fiehe die angezogenen Tabellen )
y = 2046 , F — 54,9 — 4 . 2 . 0,s (für Niete ) = 48,59 <icm und das Gewicht für

das laufende M - ter 42,9 kg .

Fig . 156 .
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Am ungünftigften ift demnach im vorliegenden Falle das I - Profil mit 83,9 Gewicht ; günftiger

ift das kreuzförmige Profil mit 59,2 kg , und am giinftigften ift das aus Quadranteifen zufammengefetzte ,

röhrenförmige Profil mit 42,9 kg Gewicht .

3 ) Querfchnittsermittelung bei excentrifcher Druckbelaftung .

142- Man ift neuerdings vielfach beftrebt gewefen , Gröfse und Form des Quer-

Beanfpmchung-, fchnittes auf Knicken axial beanfpruchter Stäbe aus der Bedingung zu beftimmen ,
dafs die gröfste , wirklich auftretende Beanfpruchung a an keiner Stelle die für das
Material als zuläffig erachtete Beanfpruchung überfchreite. Die Spannung a ift , fo-
bald die Kraft für den Querfchnitt ein Moment hat , in hohem Mafse von der Gröfse
der Ausbiegung y abhängig ; da aber diejenige axial wirkende Kraft, welche über¬

haupt eine Ausbiegung y hervorrufen kann , nach Obigem auch ein beliebig
grofses y und damit auch ein beliebig grofses a erzeugen kann , fo ift cs , eben fo
wie y , bei der oben betrachteten Aufgabe eine unbeftimmte Gröfse , eignet fich dem¬
nach nicht als Grundlage für die Querfchnittsbeftimmung.

Man darf weiter nicht erwarten, dafs die Verfuchsergebniffe mit den theoretifch
entwickelten Werthen der zerknickenden Kraft genau übereinftimmen; auch eine
kleinere Kraft kann bereits Zerknicken herbeiführen, wenn etwa die Kräfte etwas
excentrifch wirken oder nicht genau in die Richtung der Stabaxe fallen oder der
Bauftoff des Stabes nicht ganz gleichmäfsig ift . Allen diefen Möglichkeiten , welche
theoretifch nicht gut verfolgt werden können , wird am beften dadurch Rechnung
getragen , dafs man einen Sicherheits-Coefficienten n einführt , alfo nur den »-ten
Theil derjenigen Kraft auf den Stab wirken läfft , welche denfelben nach der Formel
zerknicken könnte. Es ift gut , dafs man die Stelle ganz genau kennt , an welcher
alle Unficherheiten zufammentreffen und diefe ganz klar bezeichnet.

r 43 . Wenn das Mafs der Excentricität der wirkenden Kräfte bekannt wäre , fo

ermittdung. würde auch eine genaue Berechnung möglich fein ; denn dann hätte der Pfeil einen

ganz beftimmten Werth , und damit würden fich auch für a gewiffe , von der Gröfse
der Kraft P abhängige Werthe ergeben . Da unter Umftänden die Gröfse der Ex¬
centricität bekannt ift , bezw . angenommen werden kann , fo foll die Berechnung hier

vorgeführt werden .
Für irgend einen Punkt C des Stabes AB (Fig . 157 ) , welcher urfprünglich

mit der Axe A X zufammenfiel , ift

M = P {P + y^ y) = EJ ^ oder ^ (P( .P + 7 o ~ J>') .

und wenn wieder , wie oben , abkürzungsweife = a 2 gefetzt wird , F'g - * 57 -

(P + 7 »
~ 7)

Die zweimalige Integration diefer Gleichung ergiebt

y = (p j /0 ) + A sin a x + B cos a x . . . 147 .
Daraus folgt

,
— A a cos a x — B a sin a x . . . . 148d. x

Die Conftanten A und B ergeben fich folgendermafsen .
Für x = 0 ift y — 0 , alfo 0 = p -|- y 0 -f- B und B = — {p - | -y0 ) \ wm
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d v •
für x = 0 ift , - = 0 , alfo 0 = A a und A = 0 ; demnach heifst die Gleichungd x
der elaftifchen Linie :

y — {p + /o ) ( 1 - cos a x) 149 .

Für x = l ift y = y0 , d . h . y0 = (/ -j- y0 ) ( 1 ~~ cos a l ) °der
1 — cos a l

y0 = p 150 .cos a l
y0 ift alfo eine ganz beftimmte Gröfse . Das gröfste Moment findet am Ein

fpannungspunkte A ftatt , wo es den Werth
1 — cos a l \ PpP {P + A>) = p P ( 1 + cos a L ■) = cos a L

hat . In diefem Querfchnitte wird der gröfste Druck den Werth haben
P

! Pp r r. I 5 I -

In diefer Gleichung ift r der Abftand des meift gefpannten Querfchnittspunktes
von der Axe , J das in Betracht kommende Trägheitsmoment. Stellt man die Be¬
dingung, dafs amax höchftens gleich K fein folle , fo ergiebt fich

P
F ( '

F p r \
J cos a l / ’ 152 .

und die zuläffige Belaftung der Stütze vom Querfchnitt F und dem Trägheits¬
momente J

P = F K
F p r

J cos a i
153 -

I JD
Da a = ■

j , y eine Gröfse ift , welche fowohl vom Drucke P , wie von der
■Querfchnittsgeftaltung, alfo von Werthen abhängt , welche meiftens von vornherein
nicht gleichzeitig gegeben find , fo kann der Ausdruck für P aus Gleichung 153
nicht in gefchloffener Form entwickelt werden ; denn a kommt auch auf der rechten
Seite vor . Man wird defshalb zunächft eine angenäherte Rechnung vornehmen, auf
welche die genauere zu folgen hat . Aehnlich ift es , wenn P und das Mafs der
Excentricität gegeben find und der Querfchnittgefucht wird . Dann ift aus Gleichung 153 ,
wenn mit R der Trägheitsradius bezeichnet wird , alfo J = F f? 2 gefetzt wird ,

P r \
f? 2 cos a L ) 154 .

Die Anwendung diefes Ausdruckes foll an einem einfachen Beifpiele gezeigt
werden.

Die Stütze fei eine Holzftütze von der Länge l — 5 m = 500 cm ; der Querfchnitt fei quadratifch
und habe die Seitenlange d ; die Excentricität foll fo weit gehen können , dafs die Kraft P ungünftigften -
falls in der Kante des Quadrates angreift . Dann ift

p = -
d
- , r = — , 7 = FH 2 = - - = d 2 Jt 2 ,1 2 2 J 12

R 2 = Pj , E = 120000 kg , K — 65 ks: , pr = ~ .

144 -
Beifpiel.
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T45-
Allgemeine

Formel

Ferner folle eine Kraft P — 16000 kg ertragen werden. Es ift alfo

VHV
F -

P
EJ
16000

16000 . 12
120000 cH

d 2 . 12

1,265 ferner a l = 632,5
rf2- ; fonach

65 ( i + „
' 12

. ) = 246 / 1 +\ 4 d ‘ cos al / j 632,5
rf2

Zunächft werde </ = 25 cm angenommen; dann wird F — 246 ( t -f- 5,66) = 1638 <lcm ; demnach
mtiffte d — ca . 40 cm fein. Wählt man d — 35 cm , fo wird

W = 246 ( 1 + 3,45) = 1095 qc” •
Diefer Werth würde einer Seitenlange a' =2 33 cm entfprechen; 35 cm ift alfo ein angemeffener Werth.

4 ) Empirifche Formeln .
Der Umftand , dafs man je nach der gröfseren oder geringeren Länge des

Stabes mit verfchiedenen Formeln rechnen mufs , ift eine Unbequemlichkeit, der
man durch Einführung empirifcher Formeln abzuhelfen geftrebt hat . Eine folche
Formel mufs für P bei kleinen Werthen von l nahezu oder genau die für einfachen
Druck entwickelte Gleichung 143 , dagegen bei grofsen Werthen von l die mit Rück¬
ficht auf Zerknicken gefundene Gleichung 142 ergeben. Diefen Anforderungen ent-
fpricht folgende Formel 30

) :

P : KFJ
Ks FF

CE
155 -

in welcher alle Buchftaben die früheren Bedeutungen haben.
Für 1 = 0 wird entfprechend der für kurze Stäbe aufgeftellten Gleichung 143

auch hier P = KF \ für den Werth l — 00 mag obiger Formel die Geftalt

P = KF

1 +
K s F F
CJE

156 .

gegeben werden . Ift / fehr grofs , bezw . = 00 , fo ift das erfte Glied im Nenner
verfchwindend klein gegen das zweite ; die Formel lautet alsdann :

n KF CEJ
Ks FF ~~ sF ’

CEJ
demnach übereinftimmend mit der Formel 142 für lange Stäbe. Die Gleichung 155
kann alfo als empirifche Formel angewendet werden und giebt auch ziemlich gut
mit den Verfuchen übereinftimmende Werthe . Aus derfelben folgt

P
II

FJ
Ks
He FF

und wenn der nur vom Material des Stabes und der Endbefeftigung abhängige
Ks r . ,kactor ■ ■ ■= a gefetzt wird ,

P FJ
K — J -\- a. F F

30) Siehe : Schaffer . Beftimmungen der zuläffigen Spannung und der Querfchnitte für Eifenconftructionen . Deutfche :
Bauz . 1877 , S . 498 .
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ift diejenige Querfchnittsfläche , welche der Stab haben müffte , wenn er
einfachen Druck zu erleiden hätte . Wir bezeichnen diefelbe mit f \ alsdann ift

/ F 7
7 + afl » 158 .

Die Gleichung 158 kann benutzt werden , um die wirklich nöthige Ouerfchnitts -
fläche zu berechnen. Denn nach derfelben ift

F = fJ
7 - OLfl » 159 -

Das zur Ermittelung der nothwendigen Querfchnittsform und - Gröfse einzu-
fchlagende Verfahren ift nun folgendes . Der gröfste Druck P , welcher auf den
Stab wirken kann , ift bekannt, durch Rechnung oder Zeichnung gefunden ; alsdann

P
ift: f — -gr - ebenfalls leicht zu ermitteln. Man conftruire nun einen diefer Quer¬
fchnittsfläche entfprechenden Querfchnitt und ermittele das kleinfte Trägheitsmoment
deffelben für eine Schweraxe, aifo J . Bekannt find jetzt die Gröfsen f , 7 , a und /,
und die Gleichung 159 ergiebt nun die dem Querfchnitt wirklich zu gebende Flächen-
gröfse F . Fällt diefelbe gröfser aus , als die angenommene Querfchnittsfläche , fo
ift letztere entfprechend zu vergröfsern , das neue Trägheitsmoment einzufetzen ,
F aus Gleichung 159 aufs Neue zu berechnen und diefes Verfahren fo lange zu
wiederholen , bis eine genügende Uebereinftimmung der wirklichen Querfchnitts¬
fläche mit der nöthigen ftattfindet. Dabei hat man fleh jedoch vor dem Fehler
zu hüten , bei den fpäteren Berechnungen den neuen Werth der Querfchnittsfläche
für / einzuführen , da ja f nicht die wirkliche Querfchnittsfläche , fondern den für

P
einen beftimmten Stab unveränderlichen Werth - =7- angiebt. Bei einiger UebungK.
ift es leicht , bereits bei der zweiten Rechnung eine entfprechende Querfchnittsfläche
zu finden .

Tabelle für die Werthe von a =

Fall 1 : Fall 2 : Fall 3 : Fall 4 :

Conftructions -

material

Allgemeine

Formel

Ein Ende ein -
gefpannt , das

andere frei
drehbar

Beide Enden
frei

drehbar

Beide Enden

eingefpannt

Ein Ende ein¬
gefpannt , das

andere lothrecht
geführt

Schweifseifen "
f

Flufseifen ^
0,00175

c 0,00072 O,000 l 8 0,000045 0,00009

Gufseifen .
0,004

c 0,0016 0,0004 0 ,oooi Oj0002

Holz .
0,0054

c 0,0022 0,00054 0,00013 0,00026

Die Anwendung obiger Formel foll an einigen Beifpielen gezeigt werden .
a ) Für einen gufseifernen Stab mit drehbaren Enden und kreuzförmigem Querfchnitt (Fig . 158)

fei P = 4800 kg und / = 200 cm . Alsdann ift f = •— — ■= 9,e q cm und bei vorläufig , wie in Fig . 158
angenommenem Querfchnitt :

7 = ~ ( 1,5 • 12 3 + 10,5 . 1,5 3) = evo 219 “ >4.

146
Beispiele
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Fig . 158.Ferner ift a = 0,ooo4 (vergl . die umftehende Tabelle ) ; mithin muffte

„ 219 . 9,6F — - — 32 qcm
219 — 0,0004 . 9,6 . 200 2

fein . Der gewählte Querfchnitt hat

1,5 . 2 - 12 — 1,5 . 1,5 = 83,75 qcm ,

ift alfo etwas gröfser , als er zu fein braucht ; er empfiehlt fich für die

Ausführung .
Die genauere Berechnung nach Formel 145 u . 146 ergiebt auf wenig -

ftens eben fo einfachem Wege : es mufs F )> 9,69 cm , J 8 . 4,8 . 2 Z, d . h .

153,6 cm4 fein . Der gewählte Querfchnitt ift alfo fehr reichlich .

S) Es fei jP = 3300 ks , / = 100 cm ; der Stab werde durch ein einfaches gleichfchenkeliges Winkel -
3300

eifen gebildet ; der Fall 4 kann angenommen werden . Zunächft ift f — — 0,0 4,7 qcm - Gewählt

werde ein W'inkeleifen von 5,5 X 5,5 X 0,8 cm ; das y mm diefes Winkeleifens ift nach dem Normal -Profil¬

buch 9,38 cm4, ferner a = 0 ,00009 . Demnach mufs

4,7 • 9,38F =z - • = 8,55 qcm
9,38 — 0 ,00009 • 4,7 . 100 2

fein . Das gewählte Winkeleifen hat eine Querfchnittsfläche von 8,16 qcm -
Die genauere Berechnung nach Formel 145 u . 146 erweist , dafs

— ■ 3,3 • I 2 , alfo Jmin
'
SL 4,125 cm4 und F 4,7 Qcm

fein mufs. Das Winkeleifen mit F = 8,16 <lcm und Jmin — 9,38 cm 4 würde demnach reichlich genügen .
~ ) In einem Holzftabe mit quadratifchem Querfchnitt und nicht beweglichen Enden , bei welchem

Fall 4 vorausgefetzt werden kann , herrfcht ein Druck P — 9500 kg ; ferner fei / = 300 cm .

Tr = = 1461 ™ . Wird vorläufig die Querfchnittsfeite mit 18 cm gewählt , fo ift
65

Es ift

7 =
184
12

: 8748 c™4 , « = 0,00026 und F = 146 . 8748
8748 — 0,ooo26 . 146 . 300

Der angenommene Querfchnitt hat 18 X 18 = 324ü cm , ift alfo zu grofs .
Wird h = 17 cm gewählt , fo wird

146 . 6960

■= c-o 240 9C“ •

174

12
6960 cm4 und F —

6960 — 0,ooo26 . 146 . 300 2 286 <icm ;

der gewählte Querfchnitt hat 17 X 17 = 289ü cm , ift alfo fehr paffend.
Die genauere Berechnung ergiebt , dafs

Jmin A 41 • 9,5 . 3 2
, d . h . J m ;n A 3505 cm *

fein mufs ; demnach würde fchon ein quadratifcher Querfchnitt genügen , deffen Seitenlange d aus der

Bedingung folgt :
,/ 4

—— = 3505 oder d = 14,32 cm .
1 Ci

Da diefer Querfchnitt aufserdem eine Fläche d2 =z 204,5 qcm 2 aufweist , während f nur gleich
146 qcm zu fein braucht , fo ift er ausreichend .

Aus vorftehenden Beifpielen erhellt zur Genüge , dafs das Bedürfnifs für em-

pirifche Formeln nicht grofs ift ; die Berechnung nach den genauen Ausdrücken 145
u . 146 ift durchaus nicht fchwierig .

Die üblen Erfahrungen , welche man neuerdings bei verfchiedenen grofsen
Tragfähigkeit Bränden mit eifernen Stützen gemacht hat , führten zur Unterfuchung der Frage,
bei erhöhter in welcher Weife die Tragfähigkeit folcher Stützen bei erhöhter Temperatur ver-
Temperatur. ändert werde, und zur Aufftellung von Formeln für diefe Tragfähigkeit. Die nach-

ftehend aufgeführten Formeln find von Möller * 1
) auf Grund von Verfuchen unter

31) Siehe : Möller , M . u . R . Lühmann . Ueber die Widerftandsfähigkeit auf Druck beanfpruchter eiferner Bau -

konftruktionstheile bei erhöhter Temperatur . Berlin 3888 .
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folgenden Annahmen aufgedellt. Die dem Feuer zugewendete Seite der Stütze
zeigt fchwache Rothgluth ; die andere Seite hat eine bis zu 600 Grad C . geringere
Temperatur , welche durch Anfpritzen der Säule mit kaltem Waffer herbeigeführt
ift ; die Beanfpruchung der Stützen erfolgt um 1cm excentrifch, zwifchen Gelenken
(Fall 2 ) . Die Stütze foll die Laft P noch mit einiger Sicherheit tragen . Die all¬
gemeine Formel , in welcher alle Buchftaben die frühere Bedeutung haben , lautet
(vergl . Art . 145 , S . 136)

P = KF 1

1 + a FF
J

Die Zahlenwerthe K und a ergeben fich aus nachflehenden Formeln :

für Schmiedeeifen : P — 1000 F 1

1 -f- 0 ,o004
FF~
T

~
160.

für Gufseifen : P = 1200 F 1

1 -)- 0 ,o0 04 FF~
T

161 .

In diefen Ausdrücken ift l die freie Länge zwifchen den Gelenken ; wenn die
Stützung als zwifchen parallelen Enden erfolgend angenommen werden kann , fo ift

ftatt / nur 2
3 der wirklich vorhandenen freien Länge einzuführen .

2 . Kapitel .

Träger.
Wie bereits im Eingänge zum vorliegenden Abfchnitte gefagt wurde , verfteht

man unter Trägern folche Bau -Conftructionen , bei denen die Beladungen ausfchliefs -
lich oder vorwiegend fenkrecht zur Richtung der Längsaxe wirken . Die Längsaxe
kann fowohl eine gerade , wie eine gebrochene , bezw . krumme Linie fein . Dem¬
nach rechnen wir zu den Trägern im weiteren Sinne auch die Dachftühle , die
Sprengwerke u . A . , bei denen die Längsaxe nicht fo deutlich vor die Augen
tritt , wie bei den gewöhnlichen Balken ; ferner auch die Gewölbe , bei denen die
Längsaxe eine krumme Linie ift.

Um die obige Erklärung der Träger auch für diefe Conftructionen unbedingt
richtig zu ftellen , könnte man in die Erklärung ftatt der Längsaxe die Verbindungs¬
linie der Auflagerpunkte einführen und demnach die Träger folgendermafsen er¬
klären : Träger find Bau- Conftructionen , bei denen die Beladungen ausfchliefslich
oder vorwiegend fenkrecht zur Verbindungslinie der Auflager , d . h . der Stütz¬
punkte der Conftruction , wirken . Im vorliegenden Kapitel follen nur die Träger im

engeren Sinne , welche man gewöhnlich als Balken bezeichnet , behandelt werden ,
während die Dachftühle und die Gewölbe in den beiden nächften Abfchnitten be-

fprochen werden. Von den Sprengwerken wird bei den Dachftühlen eine befondere
Form vorgeführt werden .

Die auf die Bau-Conftructionen wirkenden äufseren Kräfte find nach Art . 2 (S . 6) :
1 ) die Beladungen , d . h . die Eigengewichte und die Nutzladen , und 2 ) die Auf -

148 .
Allgemeines .

149 .
Aeufsere
Kräfte .
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