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a) Axiale Biegungsfpannungen,
wenn die Kraftebene die Balkenquerfchnitte in Hauptaxen fchneidet.

Unter der Einwirkung des Biegungsmomentes entliehen in den einzelnen Quer -

fchnitten des Balkens an den verfchiedenen Stellen Spannungen ; diefelben dürfen

die zuläffigen Grenzen nicht überfchreiten .
Für die Ermittelung der Beziehungen zwifchen den äufseren Kräften und den

durch fie hervorgerufenen Spannungen werde der Unterfuchung Fig . 92 zu Grunde
gelegt. Der links vom Querfchnitt II gelegene
Theil des Balkens kann als dem Balken in
Fig. 88 angehörig betrachtet werden ; derfelbe
mufs unter der Einwirkung der auf ihn wir¬
kenden äufseren Kräfte , deren Mittelkraft R
fei , und der auf ihn im Querfchnitt II von
dem rechts liegenden (nicht gezeichneten)
Balkentheil übertragenen Kräfte , eben der
Spannungen, im Gleichgewicht fein.

Man macht die Annahme , dafs die fenkrecht zum Querfchnitte wirkenden

Seitenkräfte der Spannungen , die fog . axialen Biegungsfpannungen , von der erften

Potenz der Coordinaten der Querfchnittspunkte abhängen. Für irgend einen Quer -

fchnittspunkt mit den Coordinaten y und z fetzt man demnach
0 = a + ßy + T z -

Als Anfangspunkt der rechtwinkeligen Coordinatenaxen Y und Z ift der

Schwerpunkt N des Querfchnittes gewählt ; die Kraftebene fchneidet den Querfchnitt
in der Linie ZZ , welche nach der Annahme eine Hauptaxe ift ; alsdann ift die

Abfciffenaxe YY die andere Hauptaxe . Der Ausdruck für <3 enthält drei Unbe¬

kannte , nämlich die Conftanten a , ß , 7 . Für die Beftimmung derfelben flehen drei

Gleichungen zu Gebote. Da das Bruchftiick des Balkens links vom Querfchnitt / /

im Gleichgewicht fein foll , fo miiffen fich die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen
auf daffelbe anwenden laffen . Von den fechs verfügbaren Gleichgewichtsbedingungen
werden hier die drei Gleichungen aufgeftellt , welche befagen , dafs die algebraifche
Summe der in die Axenrichtung des Balkens fallenden Kräfte gleich Null fei , ferner

dafs die algebraifche Summe der ftatifchen Momente aller Kräfte für die Axe YY

gleich Null fei , endlich dafs die algebraifche Summe der ftatifchen Momente aller

Kräfte für die Axe ZZ gleich Null fei . Die drei Gleichungen lauten :

I) 0 = P — Ja df

II) 0 — M — J
'
cs zdf \

III) 0 = faydf

Erläuternd wird zu den vorftehenden Gleichungen bemerkt : In einem unend¬

lich kleinen Flächentheil df wirkt die axiale Spannung o df \ die gelammten axialen

Spannungen im Querfchnitt geben die Summe J
'
adf Die Integration erftreckt

fich über den ganzen Querfchnitt. In Gleichung I ift P als nach rechts und Jadf
als nach links wirkend eingeführt.

In Gleichung II bedeutet M das refultirende Moment aller links vom Quer¬

fchnitt II gelegenen äufseren Kräfte für die Axe YY, welche fich in Fig . 92 (links)

Fig . 92.

V Kalif .

95-
Axiale

Biegungs-
fpannung .
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als Punkt S darftellt ; jede Spannung o df hat für diefe Axe das Moment a . z df \die Summe aller diefer Einzelmomente ift, abgefehen vom Vorzeichen , J
'
zzdf Auch

hier , wie bei Gleichung I und III , ift über die ganze Querfchnittsfläche zu integriren.In Gleichung III haben die äufseren Kräfte für die Axe .TiT das Moment Null ,weil ihre Mittelkraft jedenfalls die Axe ZZ fchneidet; jede Spannung a . df hat das
Einzelmoment o . ydf

Setzt man in obige drei Gleichungen den oben für o angegebenen Werth ein
und beachtet , dafs bei den Integrationen die Werthe a , ß , 7 unverändert bleiben,fo erhält man aus Gleichung I

a J 'df+ ß ydf -f 7p -

fydf ift das flatifche Moment der Querfchnittsfläche für die Axe ZZ \ da
diefe eine Schvverpunktsaxe ift , fo ift das ftatifche Moment der Querfchnittsfläche
für diefe Axe nach Art . 33 (S . 26) gleich Null . J

'
zdf ift das ftatifche Moment

der Querfchnittsfläche für die Axe YY und , da diefe Axe ebenfalls eine Schwer -
punktsaxe ift, gleichfalls Null . Demnach ift

r +h r + « \
jj ’ df — 0 und i zdf = 0 ,J - h J- a2

ferner , wenn F den Inhalt der ganzen Querfchnittsfläche bedeutet,
F = Jdf \ mithin P = a. F ,

und
P

a — p ’

Gleichung II lautet mit dem Werthe für o :
/ ’+ «1 /'+ « ! /' + «]

M = a I z df -j- ß \ yzdf + 7 l s 2 d/ .

Nun ift Jzdf — 0.

Jyzdf ift das Centrifugalmornent für die beiden Axen YY und ZZ \ da
diefe nach der Annahme Hauptaxen find, fo folgt

r + “i
I y z df= 0.

/ z 2 df ift nach Früherem das Trägheitsmoment des Querfchnittes für die

Axe YY, d . h . es ift
~\~al
z 2 df = J Y -

— (Z2
die Gleichung II heifst demnach :

alfo 7 = M
~
7 f '
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Gleichung III lautet mit dem Werthe für cs :

/ ’ +h r+h
ydf -f ß lyzdf -

- h J - h J - a

/ •-Mi /•+ «] /*+h
ydf = § und lyzdf =: 0 ift (fiehe oben ) , fo bleibt 0 = ß t y 2 df'
fworaus folgt , da I y 2 df nicht gleich Null ift,

- h
ß = 0 .

Demnach find die Werthe für die drei Conftanten :
P r , r , M

a = — , ß = 0 und y = ,
■frF ’

und es ift fchliefslich
P M

Q - J Y
Z ' 54-

Wenn , wie meiftens , die Axialkraft P gleich Null ift , fo ergiebt fich für die
axiale Biegungsfpannung der Ausdruck

Mz
. 55 -Zr ’

und wenn man vereinfachend f ftatt J Y fetzt ,
Mz

a = f 56-

Gleichung 55 , bezw . 56 giebt die axialen Biegungsfpannungen für einen Balken
mit gerader Axe an , auf welchen die äufseren Kräfte nur fenkrecht zur Axe wirken
und bei dem die Kraftebene alle Querfchnitte in Hauptaxen fchneidet . Diefe
Gleichung foll zunächft befprochen werden .

1 ) Die Axialkraft hat die Gröfse Null .

Gleichung 56 enthält aufser der Ordinate z eines Querfchnittspunktes auf der
rechten Seite nur die Gröfsen M und J . Bei einer beftimmten , gegebenen Belattung
haben für alle Punkte deffelben Querfchnittes , alfo für alle möglichen Werthe von z ,
fowohl M (das Biegungsmoment oder das Moment der an der einen Seite des Quer¬
fchnittes wirkenden äufseren Kräfte , bezogen auf die wagrechte Schweraxe deffelben
als Drehaxe) , wie auch das Trägheitsmoment f , welches nur von der Form und
Gröfse der Querfchnittsfläche abhängt, denfelben Werth . Demnach ift nach Gleichung 56
die axiale Spannung a an den verfchiedenen Stellen eines Querfchnittes nur mit
dem Abftande z derfelben von der wagrechten Schwerpunktsaxe veränderlich. Alle
Punkte eines Querfchnittes, welche in gleicher Höhe z über der wagrechten Schwer¬
punktsaxe liegen , werden alfo gleich ftark beanfprucht. Trägt man die in den ver¬
fchiedenen Höhen z für die Flächeneinheit wirkenden Axialfpannungen derart
graphifch auf , dafs man die z als Abfciffen , die zugehörigen a als Ordinaten
zeichnet, und verbindet man die Endpunkte der Ordinaten, fo erhält man die Linie

96 .
Balken ,

bei denen die
Axialkraft

die Gröfse Nult
hat .



76

der Gleichung o = M
~
Y

Diefe Linie wird eine Gerade., weil die Veränderlichen o
und z nur in der erften Potenz Vorkommen .

Für z — 0 wird a = 0 , d . h . in allen in der wagrechten Schwerpunktsaxeliegenden Punkten ift die Axialfpannung gleich Null .
An diefen Stellen ift alfo auch die Verlängerung oder Verkürzung' gleich Null ;

denn diefelbe ift A dx = dx , alfo für a = 0 ebenfalls gleich Null .
Man nennt die Linie , welche alle Querfchnittspunkte enthält , in denen die

Axialfpannung Null ift , die Null - Linie oder neutrale Linie . Diefe Linie fälltnach Vorftehendem hier mit der wagrechten Schwerpunktsaxe YY zufammen ; defs-halb findet ftatt : Bei einem geraden wagrechten Balken , deffen Querfchnitte durchdie Kraftebene in Hauptaxen gefchnitten werden und auf den nur lothrechte Kräftewirken , fällt in jedem Querfchnitt die Null -Linie mit der wagrechten Schwerpunkts¬axe zufammen .
97 . Aus Gleichung 56 folgt ferner , dafs a defto gröfser ift , je gröfser z ift , d . h.

BeanfPmchung .ie weiter der betreffende Punkt von der wagrechten Schwerpunktsaxe entfernt ift.Die gröfsten Werthe von a finden alfo in den am weiteften entfernten Punktenftatt .
' Es feien die Abftände der am weiteften nach oben und unten von derNull -Linie entfernten Punkte (Fig . 92) bezw . -j- a1 und — «2 ; alsdann ift

M
— H— a i und M

57 -
Die Gleichungen 57 werden benutzt , um die Gröfse und Form des Quer-fchnittes an den verfchiedenen Stellen des Balkens zu beftimmen . Bedeutet M das

gröfste für einen Querfchnitt mögliche Moment , fo ift die gröfste in diefem Quer¬fchnitt vorhandene Zug- , bezw . Druckfpannung aus den Gleichungen 57 zu er¬mitteln. Ift für den betreffenden Stoff und den vorliegenden Fall die zuläffige Be-
anfpruchung für die Flächeneinheit des Querfchnittes K'

, bezw . — K" (für Zug ,bezw . Druck) , fo darf höchftens ftattfinden:
= K' und omin = — K",

d . h . die Bedingungsgleichungen für den Querfchnitt werden :
M

a9 oder K = —^J -
J

K. - y; K" = M

Die beiden Gleichungen für K' und K“ können auch gefchrieben werden :
J M , Mund 58 .a1 K' a2 K‘

Die rechten Seiten der Gleichungen 58 find bekannt ; es wird weiterhin ge¬zeigt werden , wie man für die verfchiedenen Fälle die Werthe von M ermittelt ;diejenigen der zuläffigen Beanfpruchungen, d . h . die Werthe für K' und K" findebenfalls (aus den Tabellen auf S . 64) bekannt . Sollen alfo an den meift be-
anfpruchten Stellen der Querfchnitte die zuläffigen Beanfpruchungen K‘ und K“

J , 7nicht überfchritten werden , fo find und fo zu beftimmen , dafs diea 1 . « aGleichungen 58 erfüllt find . 7 , a- x und «2 hängen aber nur von der Form undGröfse der Querfchnittsfläche ab ; man kann daher durch paffende Anordnung des
Querfchnittes diefe Bedingung erfüllen . Wenn beide Gleichungen 58 erfüllt find,fo treten gleichzeitig in den am meiften gezogenen und gedrückten Punkten des
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Querfchnittes die zuläffigen gröfsten Beanfpruchungen auf Zug und Druck ein ; diefe
Anordnung ift für die Materialausnutzung die günftigfle .

Für Bauftoffe , bei denen die zuläffigen Zug- , bezw . Druckbeanfpruchungen
(abfolut genommen ) nahezu gleich grofs find , ift in den Gleichungen 58 die Gröfse
K ‘ = K“ — K zu fetzen . Für diefe Stoffe (Schweifseifen , Flufseifen , Stahl , Holz)
ergiebt fich

M M-
y

- a x = —
y

- oder ax — a%,

d . h . die Querfchnittsform für derartige auf Biegung beanfpruchte Balken ift fo zu
wählen , dafs die am meiften gezogenen , bezw . gedrückten Punkte gleich weit vom
Schwerpunkte des Querfchnittes entfernt find , dafs alfo der Schwerpunkt der Quer -
fchnittsfläche in halber Flöhe liegt .

Bezeichnet man die halbe Höhe des Querfchnittes alsdann mit a , fo ift die
nunmehr geltende Gleichung :

59 -KaFig - 93 -
Beifpiel . Das Maximalmoment in einem fchweifseifernen Walzbalken mit

I -förmigem Querfchnitt betrage M — 280 000 kgcm.
Nach der Tabelle auf S . 64 ift für Schweifseifen K * — K “ — K — 700 für

lqcm , alfo

a x ß K 7 00
4UU *

Das neben flehende Profil Nr . 26 der » Deutfchen Normal Profile für I -Eifen «
26

(Fig * 93 ) hat ein Trägheitsmoment ^ = 5798 ; ferner ift a = — - = 18 cm , dein -

ynach — = 446 , fo dafs diefer Querfchnitt im vorliegenden Falle genügt .
a

Den Quotienten — nennt man wohl auch das Widerftandsmoment und
bezeichnet ihn mit W.

Man kann die Querfchnitte der Balken mit genau beftimmbarer Elafticitäts- 98 .
grenze auf ganz ähnliche Weife ermitteln , wie dies in Art . 84 u . 85 (S . 60 u . 62)=> o - t j \ / OuerfchmtQuerfchnitts -

beftimmungfür Stäbe gezeigt ift , die in ihrer Axenrichtung beanfprucht werden .
Derjenige Querfchnittspunkt möge der Unterfuchung zu Grunde gelegt werden , ^

welcher die gröfste Zugbeanfpruchung erleidet ; was von diefern Punkte gilt , hat baiken .
auch für denjenigen Punkt Giltigkeit , welcher den gröfsten Druck erleidet. Ent-
fprechencl den Bezeichnungen in Art . 84 (S . 60) bezeichne nunmehr amax die in dem
betrachteten Punkte höchftens auftretende Zugfpannung; diefelbe ift

max
'max

desgleichen bezeichne amia die in demfelben Punkte mögliche kleinfte Zugfpannung,
d . h . es ift

Mmm d

Wie dort, ergiebt fich wieder

für Schweifseifen : a,'max
1050

min



; 8

für Flufseifen : a„
1350

1,5 — 0,5
M ■xrj. jnm~mJ-' -t «i'/7T.

wobei zu beachten ift , dafs M ■
~W ~ Iir ‘
■*’-*«7/73"

Bedeutet das Moment , welches im Querfchnitt durch Eigengewicht allein
und Mx das gröfste Moment , welches im Querfchnitt durch zufällige oder Verkehrs-
laft allein hervorgerufen wird , fo ift

M0
-f- Mx und M ■ — Mxruinin — ■Lr-t o >

und man erhält für Schweifseifen :
y _
a

M M
1050max

J 1,5 Mn + 1,5 M,
a _ 1050

( -t f\ -M -min \n )5 _ 0,5 — \
\ max J

1,5 M m 0,5

0,5 M 0

1050
1,5 Mx

1050
y_ _
a
7_ _
a

Für Flufseifen ergiebt fich :
7_ _
a
J_ _
a

1,5 M x
1050 )

Mx
1050 1 700 '

•̂ 0 ^ >5 Mx
1850 y

M,
1350 1 900 -

6o .

6i .

Beifpiel : Die Gröfstmomente in einem Balken , der als flufseiferner Walzbalken angeordnet
werden ioll , betragen — 180000 kgcm und Mx = 230000 kgcm , Alsdann mufs

7 180000
+ „ 230001) = 183 + 255 : BB8 cm3

99 -
Stäbe
aus

Gufseifen .

a 1850 1 900
y yfein . Das deutfche Normal -Profil Nr . 24 hat — = 357 cm 3 und das Profil Nr . 26 — rr446cm3 }- letzteres

ift zu wählen . a

Für Gufseifen ift die zuläffige Beanfpruchung auf Druck doppelt fo grofs , als
diejenige auf Zug (vergl . die Tabelle auf S . 64) , alfo K" = 2 K\ und demnach

7
n Maa = 2 ~

y
- ax und a2 = 2 av Fig . 94.

Nun ift die ganze Höhe des Querfchnittes

h = ax
-)- a2 = 3 a x , woraus ax =

O
Daraus folgt die Regel : Die Querfchnitte der gufseifernen
Balken (Fig . 94) find fo anzuordnen , dafs den Schwerpunkt „ _ 1_
um — der Gefammthöhe des Querfchnittes von der amO
meiften gezogenen Fafer entfernt liegt Befinden fich alfo
die gezogenen Fafern , wie meiftens , unten , die gedrückten

hFafern oben , fo foll der Schwerpunkt im Abftande — über der Grundlinie des
Querfchnittes liegen .

- B -
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Für Gufseifen hat nach neueren Verfuchen das Proportionalitätsgefetz keine
Giltigkeit ; die vorftehenden Entwickelungen find demnach auch nicht als unbedingt
richtig anzufehen . Für Balken verwendet man zweckmäfsig kein Gufseifen .

Die auf Biegung beanfpruchten Stäbe aus Holz werden , der Natur des Materials
entfprechend, mit rechteckigem Querfchnitt hergeftellt ; der Schwerpunkt des Quer -

hfchnittes liegt alfo in halber Höhe h , und es ift ax = a2 = Demnach wird
K ‘ — K“

, und aus der Tabelle auf S . 64 ift der kleinere der beiden Werthe,
welche als zuläffige Zug - , bezw . Druckbeanfpruchung angegeben find , einzuführen .
Wenn diefer Werth K genannt wird , fo ift

J _ M
a ~~ K ‘

Beifpiel . Es fei etwa M — 180000kgcm ; alsdann mufs für kieferne Balken ftattfinden :

J 180000

Nach Gleichung 19 ift

7 = bh3
~l2 ~ und

60

7

: 3000 .

bh3

Hr

bh2

Im vorliegenden Falle mufs alfo fein

bh2~
6

~= 3000 oder bh 2 - 18000 -

Ift b : 4 - h , fo wird 4 = 18000 und h = \V 24000 :
4 4

oa 29 cm, fonach b — 22 cm .

Bei den fchweifs- und flufseifernen Walzbalken I - und C -förmigen Querfchnittes ,
welche im Handel in ganz beftimmten Kalibern erhältlich find , kann man das für
jeden Fall nothwendige Kaliber mittels einer einfachen Figur fehr leicht ermitteln.
Die Bedingung für die Querfchnittsbildung ift

7M — K — .

Je nachdem man bei einem Balken mit gegebenem Querfchnitt, alfo bekanntem
JWiderftandsmoment — , eine gröfsere oder

/ T geringere Beanfpruchung K als zuläffig ein-
Fig - 95 -

MonunUn -Mafsstab.
Vih .' J. 1 I fc- tausend führt , kann man ihn für ein gröfseres oder

geringeres Moment M verwenden . Trägt man
nun die Werthe von K als Abfciffen , die zu -

K 7'R gehörigen Werthe - — = M als Ordinaten
auf , fo ergiebt fich für jedes Kaliber eine
Gerade , etwa OR (Fig. 95 ) , die durch den
Coordinatenanfang 0 geht und die Gröfse der
Momente angiebt , welche diefes Kaliber bei

300 600 7°° sco 9co loooKg. cjen vej-fchiedenen Beanfpruchungen Wertragen
kann . In Fig . 95 find drei folche Linien OR , OS , Ol angegeben. Bei einer als zu¬
läffig erachteten BeanfpruchungK= 700würde der zu OR gehörige Balken genügen ,
fo lange das gröfste Moment nicht gröfser als ab — Ob‘ ift ; der zu 0 S gehörige
Balken genügt hierbei noch für ein Moment a c = O c' . Wird eine gröfsere Bean-

lOO ZOO500

IOO.
Stäbe

aus Holz .

101 .
Querfchnitts -
beftimmung

mittels
graphifcher

Tafel .



fpruchung K , etwa K = 1000 k£ , zugeiaffen , fo genügt der Balken OS bis zu einer
Momentengröfse Of . Auf der neben fliehenden Tafel find für die » Deutfchen
Normal -Profile « mit I - und C -Form die Linien gezogen ; auf der Abfciffenaxe find
die Spannungen K , auf der Ordinatenaxe die Momente abgetragen .

Wenn z . B . ein Moment von 125000 kScnl aufzunehmen ift , fo würde das I -Eifen Nr . 20 diefes mit
einer gröfsten Beanfpruchung ertragen können , Nr . 18 mit einer Beanfpruchung von 765kg ,
Nr . 16 mit einer Spannung von 1060 k s . Wäre vorgefchrieben , dafs K nicht grofser fein folle , als 700 kS ,
fo würde das Kaliber zu wählen fein , welches zunächft über dem Punkte P liegt , in welchem die zu
K — 700 k£ gehörige Ordinate den Werth M — 125000 k£cm hat . Die Verwendung diefer graphifchen
Tafel ift fonach fehr bequem .

2 ) Die Axialkraft ift nicht gleich Null .
Diefer Fall wird aus Zweckmäfsigkeitsriickfichten im folgenden Abfchnitt , und

zwar im Kapitel über » Stützen « behandelt , da er für diefe befondere Wichtig¬
keit hat .

b) Axiale Biegungsfpannungen ,
wenn die Kraftebene die Balkenquerfchnitte nicht in Hauptaxen fchneidet .

Axiale Auf den Quer fch n itt II in Fig - 96a wirke das Biegungsmoment M — Ql \
Biegungs- Fig . 96b giebt die Vorderanficht des Ouerfchnittes ; die Kraftebene fällt mit der

fpannungen . Bildebene der Fig . 96 a zufammen , g
Bezeichnen U U und V V die

nach bekannten Gefetzen der Statik
zwei Seitenmomente zerlegt werden ,
welche in der X U- und X F-Ebene
wirken ; das erftere ift alsdann Mu =
M sin a , das letztere M v = M cos a .
Diefe Zerlegung , fo wie die Dreh¬
richtung der Seitenmomente wird
durch die ifometrifche Anficht in
Fig . 96 c verdeutlicht , bei welcher ,
der einfacheren Zeichnung halber ,
ein Rechteckquerfchnitt angenom¬
men ift . Q zerlegt fleh im Punkte
A in Q cos a und Q sin a , welche
Kräfte bezw . in den Ebenen X V
und X U wirken . Die erftere Kraft
hat in Bezug auf die durch 0 , den
Schwerpunkt des betrachteten Quer -
fchnittes , gelegte Flauptaxe U U
das Moment :

Q cos a . £ =

;eht durch die Balkenaxe und ift die X if -Ebene .
beiden Hauptaxen des Querfchnittes , fo kann
das in der Â if -Ebene wirkende Moment M in

Fig . 96 .

Q C cos a = M cos a ;
die letztere hat in Bezug auf die gleichfalls durch 0 gelegte Axe V V das Moment

Q sin a. . C — Q C sin a = M sin a .
Jedes diefer beiden Theilmomente wirkt nun aber in einer Ebene , welche die fämmt -
lichen Querfchnitte in Hauptaxen fchneidet ; die Ebene des erfteren fchneidet die
Querfchnitte in V V, die des letzteren in den Axen UU \ jedes diefer Momente
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