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1 . Kapitel .

Allgemeines .
Für die Löfung der beiden in Art . i bezeichneten Aufgaben ift die Kenntnifs

derjenigen Kräfte nöthig , welche bei den verfchiedenartigen möglichen Belaftungs -
zuftänden im Inneren der Conftructionen entftehen, d . h . der fog . inneren Kräfte
oder Spannungen , welche auch wohl widerftehende Kräfte genannt werden .
Die inneren Kräfte ftehen aber wiederum in einem ganz beftimmten Verhältnifs zu

Aeufsere
und innere

Kräfte .
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den von aufsen auf die Conftructionen wirkenden Kräften , zu den fog . äufseren
Kräften , welche auch als die angreifenden Kräfte bezeichnet werden .

Eine jede ftatifche Unterfuchung zerfällt defshalb zunächft in zwei Theile :
in die Ermittelung der äufseren Kräfte , bezw . der für den zu unterfuchenden
Conftructionstheil ungünftigften äufseren Kräfte , und in die Ermittelung der
inneren Kräfte oder Spannungen , welche durch die äufseren Kräfte hervor¬
gerufen werden .

Die äufseren Kräfte laffen fich in zwei Hauptgruppen theilen :
1 ) Die Belaftungen . Diefelben find beim Beginne der Unterfuchung nur

zum Theile bekannt ; die Eigengewichte z . B . find zunächft noch unbekannt, da
erft die vorzunehmende Berechnung die genauen Abmeffungen und damit die Ge¬
wichte feftftellen foll . Meiftens kann das Eigengewicht nach ausgeführten ähnlichen
Conftructionen genügend genau angenommen werden .

2 ) Die Auflager - oder Stützen drücke derjenigen fetten Punkte , welche
die zu betrachtenden Conftructionen ftützen . Diefelben find meiftens von vornherein
nicht gegeben ; fie find nach den Gefetzen der Statik , bezw . der Elafticitätslehre
zu ermitteln.

3. Da die Statik der Bau - Conftructionen fich nur mit folchen Körpern befchäftigt ,

deTäufeen welche unter der Einwirkung der äufseren Kräfte im Gleichgewichte find , fo
Kräfte . kann man für die fämmtlichen äufseren Kräfte, welche auf eine Conftruction wirken ,

die Gleichgewichtsbedingungen aufftellen und mittels der fo gefundenen Gleichungen
die unbekannten äufseren Kräfte , die Stützendrücke, ermitteln. Man führt die
letzteren defshalb als vorläufig unbekannte Kräfte ein und ftellt die Gleichgewichts¬
bedingungen auf. Wenn alle Kräfte in einer Ebene wirken , wie es in den hier zu
betrachtenden Fällen meiftens angenommen werden kann , giebt es drei Gleich¬
gewichtsbedingungen, alfo auch drei Gleichungen für die Ermittelung der Unbe¬
kannten. Aus drei Gleichungen kann man aber nur drei Unbekannte finden ; find
alfo mehr als drei Unbekannte vorhanden , fo genügt die angegebene Methode
nicht mehr. Die Gleichungen für die Stützendrücke dürfen in diefem Falle nicht
mehr als drei Unbekannte enthalten , wenn die Aufgabe auf dem angegebenen
Wege lösbar fein foll ; anderenfalls ift zur Ermittelung derfelben die Elafticitäts¬
lehre zu Hilfe zu nehmen.

Wirken die Kräfte in verfchiedenen Ebenen , wie bei den Thürmen , Kuppeln
u . f. w . , fo flehen fechs Gleichgewichtsbedingungen, alfo fechs Gleichungen zur
Verfügung; die Gleichungen für die zu ermittelnden Stützendrücke dürfen alsdann
fechs Unbekannte enthalten.

4- Nachdem die fämmtlichen äufseren Kräfte gefunden find , müffen die inneren
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innlren Kräfte oder Spannungen aufgefucht werden . Das hierbei einzufchlagende Verfahren
Kräfte . ist folgendes .

Man denkt fich durch den Körper an derjenigen Stelle , an welcher man die
inneren Kräfte kennen lernen will , eine Ebene II ( Fig. 1 ) hindurchgelegt und unter-
fucht den an der einen Seite diefer Ebene liegenden Theil ; hier möge der Theil
links von II betrachtet werden . Auf diefen Theil werden von dem an der anderen
Seite der Ebene II liegenden Körpertheile gewiffe innere Kräfte übertragen , welche
denfelben im Vereine mit den auf ihn wirkenden äufseren Kräften im Gleichgewichte
halten ; denn nicht nur der ganze Körper , fondern auch jeder Theil deffelben mufs
unter der Einwirkung aller auf ihn wirkenden Kräfte, der äufseren u n d der inneren ,
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Fig . i . im Gleichgewichte fein . Bringt man demnach die
inneren Kräfte am linken Körpertheile an , fo kann
man auf die fämmtlichen jetzt auf diefen Theil
wirkenden Kräfte die allgemeinen Gleichgewichts¬
bedingungen anwenden und aus diefen die nach
Gröfse und Richtung unbekannten inneren Kräfte er¬
mitteln . Wie oben , flehen auch hier , falls alle Kräfte
in einer Ebene liegen , drei Bedingungsgleichungen,
falls die Kräfte in verfchiedenen Ebenen liegen , fechs
Bedingungsgleichungen zu Gebote ; defshalb ift auch
hier die Ermittelung der unbekannten inneren Kräfte
auf diefem Wege nur möglich , wenn diefelben nicht
mehr als drei , bezw . fechs Unbekannte enthalten.
Selbftverftändlich ift das Ergebnifs das gleiche , ob
man den Körpertheil an der einen oder anderen Seite
der Ebene II unterfucht.

- Die aus Vorflehendem fich ergebende Regel
wird folgendermafsen ausgedrückt : Man lege durch
den Körper einen Schnitt , denke den Theil an
der einen Seite des Schnittes fortgenommen und

bringe an dem übrig bleibenden Bruchftück alle Kräfte an , welche vor dem Durch-
fchneiden auf daffelbe wirkten , d . h . die äufseren Kräfte und die an der Schnittftelle
Seitens des anderen Bruchftückes übertragenen inneren Kräfte. Alsdann befindet fich
daffelbe in demfelben Zuflande wie vor dem Durchfchneiden, d . h . im Gleichgewichte ;
man Helle nun für diefe Kräfte die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen auf.

a) Grundgefetze der Statik fefter Körper .

Obgleich die Statik feiler Körper im Allgemeinen hier als bekannt voraus¬
gefetzt werden kann , follen im Folgenden doch einige der wichtigften anzuwenden¬

den Sätze kurz angeführt werden , damit über die gemachten
Annahmen keine Unklarheit herrfche.

i ) Satz des ftatifchen Momentes . Es fei eine
Kraft R und eine Axe 0 0 gegeben (Fig . 2 ) ; man denke eine
fenkrecht zur Axe flehende Ebene hindurchgelegt, welche die
Kraftrichtung im Punkte A fchneidet ; in diefem Punkte zer¬
lege man die Kraft R in drei fenkrecht zu einander flehende
Seitenkräfte Rx , Ry , Rz . Die eine Seitenkraft (Rz) fei parallel
zur Axe 0 0 \ die zweite (Ry) falle in die Verbindungslinie
des Punktes A mit dem Punkte B'

, in welchem die Axe 0 0
von der obigen Ebene gefchnitten wird ; die dritte Seiten¬
kraft (Rx) fleht fenkrecht zur zweiten und liegt , wie diefe,
in der fenkrecht zur Axe 0 0 hindurchgelegten Ebene . Als¬
dann nennt man das Product Rx . AB ' das ftatifche Moment

der Kraft R für die Axe 0 0 .
Wenn alle Kräfte in derfelben Ebene wirken und die Axe 0 0 fenkrecht zu

diefer Kraftebene fteht , fo find für jede Kraft nur zwei Seitenkräfte (Rx und Ry)
in Betracht zu ziehen ; Rz ift dann gleich Null . Der Schnittpunkt der Axe mit der

Fig . 2 .

Z

s -
Statifche
Momente
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Kraftebene fei 0 (Fig. 3 ) ; alsdann zerlege man R in einem beliebigen auf der
Richtungslinie der Kraft gelegenen Punkte A in zwei Seitenkräfte : die eine falle in
die Richtung der Verbindungslinie des Angriffspunktes A der
Kraft mit dem Axenpunkt 0 ; die andere ftehe fenkrecht zur
erfteren. Die beiden Seitenkräfte haben die Gröfse R sin a und
R cos a . Das ftatifche Moment von R für die Axe 0 0 ift als¬
dann : M = Rcosa . AO . Fällt man von 0 die Senkrechte

Fig - 3 -

R . sina R

R. costz
A O cos a

r wird der Flebelsarm der Kraft R für die Axe 0 0 ge - A'
nannt. Bei Kräften in einer Ebene fpricht man gewöhnlich kurz
vom ftatifchen Moment für den Punkt 0 \ darunter ift das ftatifche Moment für
die im Punkte 0 fenkrecht zur Ebene errichtete Axe verftanden . Der Hebelsarm
ift die vom Punkte 0 auf die Richtung der Kraft R gefällte Senkrechte.

Die ftatifchen Momente find Producte von Kräften und Längen . Die Mafseinheiten , in denen fie
ausgedrückt werden , find demnach gleichfalls Producte aus Längen - und Krafteinheiten . Ift die Kraft in
Kilogrammen und die Länge in Centimetern angegeben , fo ergiebt fich das ftatifche Moment in Kilogramm -
Centimetern ; ift die Kraft in Tonnen und die Länge in Metern angegeben , fo ergiebt fich das ftatifche
Moment in Tonnen -Metern *) etc.

Die Kraft R hat das Beftreben, die Ebene um den als feft gedachten Punkt 0 ,
bezw . um eine im Punkte 0 fenkrecht zur Kraftebene errichtete Axe zu drehen,
hier alfo nach rechts. Wenn die ftatifchen Momente mehrerer in derfelben Ebene
liegender Kräfte aufzuftellen find , fo ift zu beachten , dafs die verfchiedenen Kräfte
allgemein verfchiedene Drehrichtungen haben . Welche von diefen als pofitiv ein¬
geführt wird , ift gleichgiltig; ift aber die eine Drehrichtung als pofitiv angenommen,
fo ift die entgegengefetzte als negativ einzuführen .

Der in Folgendem häufig anzuwendende Satz des ftatifchen Momentes lautet :
Das ftatifche Moment der Mittelkraft in Bezug auf einen beliebigen Punkt der
Ebene , in welcher die Kräfte liegen , ift gleich der algebraifchen Summe der ftati¬
fchen Momente der Einzelkräfte in Bezug auf denfelben Punkt,

Diefer Satz giebt oft ein bequemes Mittel zur Ermittelung der Unbekannten.
Wählt man den Punkt , in Bezug auf welchen man das ftatifche Moment aufftellt ,
auf der Richtungslinie der Mittelkraft, fo hat die letztere in Bezug auf diefen Punkt
den Hebelsarm Null , alfo auch das ftatifche Moment Null . Für diefen befonderen
Fall heifst der obige Satz : Die algebraifche Summe der ftatifchen Momente einer
Reihe von Kräften in Bezug auf einen auf der Richtungslinie der Mittelkraft liegen¬
den Punkt ift gleich Null .

2) Satz vom Gleichgewicht der Kräfte . Derfelbe lautet : Die an einem
Körper angreifenden , in einer Ebene liegenden Kräfte find im Gleichgewicht , wenn
die algebraifche Summe der in zwei fenkrecht zu einander flehende, fonft beliebige
Richtungen fallenden Seitenkräfte je gleich Null ift und aufserdem die algebraifche
Summe der ftatifchen Momente fämmtlicher Kräfte in Bezug auf einen beliebigen
Punkt der Ebene gleich Null ift .

!) Ein Tonnen -Meter ift gleich 100 Tonnen -Centimetern und gleich 100000 Kilogramm -Centimetern . Danach kann ein
Moment , welches in der einen Einheit , etwa in Tonnen -Metern , berechnet ift , leicht in eine andere Einheit , etwa Kilogramm -
Centimeter , umgerechnet werden .
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rechten Richtungen
willkürlich angenommen werden kann .

Fig . 4- Man zerlege demnach fämmtliche Kräfte (K v
Kg, Kz . . . in Fig . 4) nach zwei zu einander fenk-

von denen die eine ganz
Alsdann

erhält man als Gleichgewichtsbedingungen für die
fämmtlichen Kräfte die Gleichungen:
2 (K cos a) = 0 , 2 {K sin a) = 0 und 2 ( K r) = 0 .

Hier ift A als Momentenpunkt angenommen;
indefs hätte auch jeder beliebige andere Punkt der
Kraftebene gewählt werden können.

X In fehr vielen Fällen ift die Mehrzahl aller
äufseren Kräfte lothrecht gerichtet ; alsdann em¬
pfiehlt es fich, die Kräfte K1 , Kg , Ks . . . nach der
wagrechten und lothrechten Richtung zu zerlegen.
In diefem Falle heifsen die Bedingungsgleichungen,

wenn wiederum alle Kräfte in einer Ebene liegen : Die an einem Körper angreifen¬
den Kräfte find im Gleichgewicht , wenn

a ) die algebraifche Summe der wagrechten Seitenkräfte gleich Null ift,
ß) die algebraifche Summe der lothrechten Seitenkräfte gleich Null ift,
7) die algebraifche Summe der ftatifchen Momente , bezogen auf einen be¬

liebigen Punkt der Ebene , gleich Null ift.
Für Kräfte , welche nicht in derfelben Ebene wirken , lautet der Satz vom

Gleichgewicht der Kräfte : Die an einem,Körper angreifenden Kräfte find im Gleich¬
gewichte, wenn für drei rechtwinkelig zu einander flehende Axen die algebraifchen
Summen der in die Axenrichtungen fallenden Seitenkräfte je gleich Null find und
aufserdem die algebraifchen Summen der ftatifchen Momente aller Kräfte , bezogen
auf diefe Axen , je gleich Null find.

3 ) Zwei auf einen Körper wirkende Kräfte halten denfelben nur dann im
Gleichgewicht , wenn beide der Gröfse nach genau

Fig - 5 . gleich , dem Sinne nach genau einander entgegen¬
gefetzt find und mit ihren Richtungslinien zufam-
menfallen (Fig . 5 ) ; denn nur dann find alle drei
Gleichgewichtsbedingungenerfüllt .

Haben zwei Kräfte P (Fig. 6) parallele Rich¬
tung , gleiche Gröfse und entgegengefetzten Sinn ,
fallen fie aber mit ihren Richtungsliniennicht zufam-
men , fo ift allerdings jede der beiden erften Gleich¬
gewichtsbedingungen a und ß erfüllt , nicht aber die
dritte . Man nennt zwei folche Kräfte ein Kräfte¬
paar und verfteht unter dem Momente des Kräfte¬
paares das Product aus der Gröfse der Kraft P in
den fenkrechten Abftand der beiden Richtungslinien
der Kräfte ; d . h . es ift das Moment M = Pp .

Die Summe der ftatifchen Momente beider zu dem Kräftepaar vereinten Kräfte hat für jeden
beliebigen Punkt der Ebene die gleiche Gröfse M == Pp . In den Berechnungen kommt vielfach das
(unter Umftänden vorläufig noch unbekannte ) Moment M eines Kräftepaares vor ; wird alsdann für einen
beliebigen Punkt der Ebene die algebraifche Summe der ftatifchen Momente aufgeftellt , fo ift , wo auch
der Punkt liege , der Beitrag des Kräftepaares mit dem Werthe M einzuführen .

- R

7-
Zwei Kräfte

auf
einen Körper

wirkfam ;
Kräftepaar .
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s - 4) Drei auf einen Körper wirkende Kräfte find nur dann im Gleichgewicht ,
auf einen Körper wenn fich ihre Richtungslinien in einem Punkte fchneiden , jede der drei Kräfte

wirkfam . abfolut genommen genau eben fo grofs ift , wie die Mittelkraft der beiden anderen

Kräfte , und mit der betreffenden Mittelkraft einen Winkel
von 180 Grad einfchliefst . Fig . 7 .

KDiefe Bedingungen find . nur erfüllbar , wenn die drei
Kräfte in derfelben Ebene liegen ; drei nicht in derfelben
Ebene liegende Kräfte können daher mit einander nicht im
Gleichgewicht fein.

5 ) Wenn drei in derfelben Ebene liegende Kräfte, welche
fich in einem Punkte fchneiden , im Gleichgewichte find , fo
verhalten fich die Kräfte zu einander, wie die Sinus der ihnen K ‘

gegenüber liegenden Winkel .
Die drei Kräfte Kx , K2 , /C (Fig . 7 ) befinden fich fonach im Gleichgewicht ,

wenn
Kx : Ä'

2 : Ks = sin a : sin ß : sin y .
6) Eine in irgend einem Punkte A (Fig . 8) angreifende Kraft P kann ftets

erfetzt werden durch eine nach einem beliebigen anderen Punkte B parallel ver-
fchobene Kraft P von gleicher Gröfse , gleicher Richtung und gleichem Sinne mit
der gegebenen, und ein Kräftepaar, deffen Moment dem Momente
der gegebenen Kraft in Bezug auf den Punkt B nach Gröfse und Flg' 8 '
Drehrichtung gleich ift.

Denn es wird nichts geändert, wenn im Punkte B zwei Kräfte,_ A ,P 1 und P 2 , angebracht werden , welche der gegebenen Kraft in f F*
Gröfse und Richtung gleich , dem Sinne nach einander entgegen
gefetzt find . Zwei diefer drei Kräfte, P und Pv ergeben ein Kräfte- f ^
paar , welches für jeden Punkt der Ebene , alfo auch für B , das ^ 2
Moment M — Pp und gleiche Drehrichtung hat , wie die urfprünglich gegebene
Kraft ; die dritte Kraft P2 ift eben die parallel verfchobene Kraft P . Jede Kraft P
wirkt alfo auf einen nicht auf ihrer Richtung liegenden Punkt , deffen fenkrechter
Abftand von der Kraft gleich p ift , mit einem Drehmoment Pp und aufserdem fo,
als ob fie in ihm felbft angriffe .

9 - 7 ) Gefetz der Wechfelwirkung . Daffelbe lautet : Wenn ein Körper auf
Gcfctz

derWeckfei- einen anderen eine Kraft ausübt , fo erleidet er durch diefen Körper eine Kraft,
Wirkung, welche der von ihm ausgeübten der Gröfse nach

genau gleich , der Richtung nach genau entgegen¬
gefetzt ift.

Fig . 9 .

K
Diefes Gefetz wird in der Folge fehr häufig angewendet

werden . Es kommt unter Anderem bei den Auflagern der -
Träger in Betracht . Ein Träger AB (Fig . 9) übt durch fein ^ ^

Eigengewicht und die wirkenden Beladungen auf die Auflager¬
punkte A und B die Drücke K und aus ; diefelben find ^ ^
nach unten gerichtet . Genau eben fo grofs find die Gegendrücke ,

7
welche die Auflager auf die Träger ausiiben . Diefe find nach
oben gerichtet , da fie den erlteren Drücken K und genau entgegengefetzt gerichtet fein müffen.

Betrachtet man nur den Träger , fo hat man die nach oben wirkenden Kräfte K und — als
Stützendrücke — einzuführen ; betrachtet man die Auflager , fo find die nach unten gerichteten Drücke IC
und Ki der Unterfuchung zu Grunde zu legen .
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b) Grundlagen für die graphifche Behandlung bauftatifcher Aufgaben .
Die Aufgaben der Statik der Bau- Conftructionen können fowohl ' durch Rech¬

nung (auf analytifchem Wege) , als auch durch Zeichnung (auf graphifchem Wege)
gelöst werden . Die graphifche Behandlung hat manche Vortheile. Diefelbe führt
in vielen Fällen rafcher und leichter zum Ziele und gewährt faft immer eine klarere
Ueberficht über die Wirkung der Kräfte, als die Rechnung.

In den folgenden Unterfuchungen werden beide Wege eingefchlagen werden.
Um Wiederholungen zu vermeiden , follen die Grundlagen für die graphifche Be¬
handlung hier kurz vorgeführt werden . Da bei den meiften Aufgaben die Kräfte
als in einer Ebene wirkend angenommen werden können, werden wir uns auf diefen
Fall befchränken.

i ) Kräfte an einem Angriffspunkte . Die an einem Punkte angreifenden
Kräfte können durch ihre Mittelkraft erfetzt werden . Um diefe Mittelkraft nach
Gröfse und Richtung zu erhalten, zeichnet man das fog . Kraftpolygon ..

Das Kraftpolygon für eine Anzahl von Kräften ift derjenige Linienzug, welchen
man erhält , wenn man fämmtliche Kräfte nach irgend einem Mafsftabe fo an ein¬
ander reiht, dafs die Gröfse , die Richtung und der Sinn einer jeden Kraft in diefem

Linienzuge mit der Gröfse , der Richtung und dem Sinne
der gegebenen Kraft übereinftimmt und dafs der An¬
fangspunkt jeder Kraft mit dem Endpunkte der vorher¬
gehenden Kraft zufammenfällt .

Der Mafsftab für das Aufträgen der Kräfte kann
beliebig angenommen werden ; doch find fämmtliche
Kräfte nach demfelben Mafsftabe aufzutragen.

Um das Kraftpolygoa für die Kräfte Ag , zu erhalten ,
welche im Punkte A ( Fig . io ) angreifen , trage man zimächfl von einem
beliebig anzunehmenden Punkte a aus nach irgend einem Mafsftabe fo
viele Krafteinheiten ab , wie Ky enthält , und zwar nach einer Richtung
aß , welche mit derjenigen von Ky übereinftimmt . Ift etwa Ky = 20 1
und der Mafsftab fo gewählt , dafs lcm — 20 1 bedeutet , fo würde man
von a aus 1 cm abzutragen haben . Man ziehe alfo durch a eine Linie
parallel zur Richtung von Ky und trage auf diefer Linie aß — Ky ab.
Daran trage man K ^ ab ; zu diefem Zwecke ziehe man durch ß eine Linie
parallel zur Richtung von K^ und trage auf diefer Linie ß y = K % ab.
In derfelben Weife verfahre man weiter und erhält fo y o = K%, o e = K^
Alsdann ift aßy ^ s das Kraftpolygon für die Kräfte Ky y K^ K§,

Es ift oben angegeben , dafs der Sinn der Kraft im Kraftpolygon mit dem der gegebenen Kraft
übereinftimmen mufs. In der gegebenen Kraft ift der Sinn durch einen Pfeil ausgedrückt , fo dafs Un¬
klarheit über denfelben nicht beftehen kann ; im Kraftpolygon ergiebt fich der Sinn ebenfalls unzweideutig ,
wenn man die Kräfte ftets fo aufträgt , dafs die Richtung vom früheren Buchftaben des Alphabetes bis
zum höheren Buchftaben deffelben mit der Pfeilrichtung der gegebenen Kraft übereinftimmt . Die Kraft

aß wirkt alfo im Sinne von a nach ß , nicht im Sinne von ß nach a .
Gröfse , Richtung und Sinn der Mittelkraft aller an einem Punkte A (Fig . io)

angreifenden Kräfte werden erhalten , indem man den Anfangspunkt des für diefe
Kräfte conftruirten Kraftpolygons mit feinem Endpunkte verbindet.

In Fig . io giebt alfo as die Gröfse , die Richtung und den Sinn der Mittelkraft der vier Kräfte
.Af^, -A^ , -Ag , K^ an .

Die Mittelkraft der beiden Kräfte Ky und wird nach dem bekannten Satz vom Parallelo¬

gramm der Kräfte durch die Diagonale des aus diefen beiden Kräften conftruirten Parallelogramms dar-

geftellt , d . h . in Fig . II ftellt ac die Mittelkraft von Ky und nach Gröfse und Richtung dar , wenn

Fier . io .

IO.
Graphifche
Methode .

ii .
Kraft¬

polygon .

12 .
Satz L
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Satz II .

14.
Satz III .

*5 '
Satz IV .

Fig . 11 .

ab — ad = AT> ift . Die Diagonale ac theilt das Parallelogramm ab cd in zwei congruente Dreiecke ;es wird alfo genügen , das Dreieck abc zu conftruiren , in welchem ab = AJ und bc = A^ ift . Alsdannift die dritte Seite ac des Dreieckes gleich der Mittelkraft A>i_ 2 von Ky und Der Linienzug abc iftaber nach der oben gegebenen Erklärung das Kraftpolygon für die beiden
Kräfte K \ und Â , und a c verbindet den Anfangspunkt a deffelben mit
dem Endpunkte c. Für zwei Kräfte ift damit obiger Satz bewiefen .

Kommt eine dritte Kraft hinzu , fo ift die Mittelkraft R\- <l von AJund K<i mit A^ zu vereinen , um die Refultirende von AJ , K2 un d A3zu erhalten . Ift A3 — ae , fo conftruire man das Parallelogramm acfe , und
ziehe die Diagonale af deffelben ; die letztere ift die gefuchte Mittelkraft .Auch hier genügt es , um af zu erhalten , nur das Dreieck a cf zu zeichnen .
Man erhält alfo die Mittelkraft R1 —3 , indem man an den Endpunkt von
A*i_2 = ac die Kraft K g nach Gröfse und Richtung gleich cf anträgt und
a mit f verbindet . Der Linienzug ab cf ift aber nach obiger Erklärungdas Kraftpolygon für die drei Kräfte AJ , und K3 und af die Verbindungslinie des Anfangspunktes des
Kraftpolygons mit deffen Endpunkte . Damit ift der Beweis unferes Satzes auch für drei Kräfte geliefert .In derfelben Weife kann er ohne Schwierigkeit für eine beliebige Anzahl von Kräften geführt werden .Das Kraftpolygon ift nur eine Hilfsfigur , welche wohl Gröfse , Richtung und Sinn der Mittel¬kraft , nicht aber ihre Lage in der Ebene angiebt . Die Lage derfelben ift aber nicht zweifelhaft , fobaldman aufser der Richtung der Kraft einen Punkt kennt , durch welchen die Kraft hindurchgeht . DieRichtung wird hier durch das Kraftpolygon gegeben . Der Durchgangspunkt für die Kraft ift eben¬falls bekannt ; denn die Mittelkraft aller Kräfte mufs durch den gemeinfchaftlichen Angriffspunkt der¬felben , d . h . durch A (Fig . 10) , gehen . Zieht man alfo durch A eine Linie parallel zu as , fo ergiebtdiefe die Mittelkraft nach Lage und Richtung ; die Gröfse derfelben ift as .Zu jedem Kraftpolygon gehört als nothwendige Ergänzung ein Kräftemafsftab .Wenn die an einem Punkte angreifenden Kräfte im Gleichgewichte find, fo iftdas Kraftpolygon eine gefchloffene Figur.

Sind die auf einen Punkt wirkenden Kräfte im Gleichgewichte , fo ift ihre Mittelkraft gleich Null ;diefelbe wird aber nach Satz I durch die Verbindungslinie des Anfangspunktes des Kraftpolygons mit feinemEndpunkte dargeftellt . Diefe Verbindungslinie mufs alfo für den Fall des Gleichgewichtes gleich Nullfein ; demnach mufs der Anfangspunkt des Kraftpolygons mit feinem Endpunkte zufammenfallen , d . h . dasKraftpolygon mufs eine gefchloffene Figur fein .
Der Sinn der Mittelkraft ift vom Anfangspunkte des aus den Seitenkräftenconftruirten Kraftpolygons nach dem Endpunkte deffelben gerichtet ; der Umfahrungs-finn des ganzen Polygons mit Einfchlufs

der Mittelkraft erleidet alfo am Endpunkte
der Einzelkräfte eine Unterbrechung.

Um diefen Satz zu beweifen , genügt es , die
Mittelkraft zweier Kräfte aufzufuchen . Ift in Eig . 12
aß = AJ und ßy = Ar», fo haben beide den durch
die Pfeile angedeuteten Umfahrungsfinn , welcher , wenn
noch eine beliebige Anzahl von Kräften hinzukommt ,immer derfelbe bleibt , d . h . er ift ftets vom Anfangs¬
punkte des Kraftpolygons nach dem Endpunkte des-
felben gerichtet . Der Sinn der Refultirenden
— ay ift aber , wie fich aus der Parallelogramm -Conftruction in Fig . 12 ergiebt , von a nach y ge¬richtet ; er ift alfo dem Umfahrungsfinne der Einzelkräfte direct entgegengefetzt . Damit ift der Satz fürzwei Kräfte bewiefen . Jede dritte Kraft A3 läfft fich aber mit Ax _2 in derfelben Weife , wie bei AJ und A^gezeigt ift , zufammenfetzen ; es handelt fich dabei auch ftets nur um zwei Kräfte , und defshalb gilt dasGefagte auch für R \—% und Ag , d. h . für AJ , A^ , A^ . Die Mittelkraft der durch das Kraftpolygon aßyosdargeftellten Kräfte (Fig . 10) ift cts , der Sinn ift von a nach s gerichtet ; der Umfahrungsfinn erleidetfonach bei s eine Unterbrechung .

Fig . 12 .

Sind die an einem Punkte angreifenden Kräfte im Gleichgewichte, fo ift fürdas ganze Kraftpolygon der Umfahrungsfinn derfelbe.
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Denn alsdann ift die Mittelkraft gleich Null , und diefe ift nach Satz III die einzige Kraft , welche
einen anderen Umfahrungsfmn hat , als die übrigen Kräfte . Diefe einzige Kraft fällt hier fort ; mithin
haben in diefem Falle alle Kräfte denfelben Umfahrungsfmn .

2 ) Kräfte an verfchiedenen Angriffspunkten . Wenn die auf einen l6 -
J ■r r ' n_ Kräfte an ver -

Korper wirkenden Kräfte an verfchiedenen Punkten deffelben angreifen , fo 11t zu - fchiedenen An-
nächfl die Ermittelung der Gröfse und Richtung der Mittel - griffspunkten .

Fig . 13 . kraft genau , wie unter 1 angegeben , vorzunehmen .

K , . . Denn man kann ( Fig . 13) zunächft die beiden Kräfte und
auf ihren Richtungslinien beliebig verfchieben , alfo auch bis zu dem Schnitt¬
punkte C derfelben . Für die beiden im Punkte C angreifenden Kräfte
liegt nun die Aufgabe genau fo , wie oben entwickelt ift . Ift — a ß
und IC) = ßy , fo .ift ay die Mittelkraft R\ - 2 von und K^ .

Diefe Mittelkraft R \ - <i greift in 0 , dem Schnittpunkte der beiden
Kräfte und an und hat die durch ay beftimmte Richtung , d. h.
fie ift parallel zu ay . Um jetzt die Mittelkraft von R1 - 2 und / f3 , d . h .
diejenige von RJC % zu finden, verfährt man genau fo , wie bei der
Zufammenfetzung von und K^. Man verfchiebt R \ - % und A3 bis zum
Schnittpunkte E ihrer Richtungslinien ; in diefem mufs die gefuchte Mittel -

^ kraft Ak _ 3 angreifen . Die Zufammenfetzung von R \ - i ( = ay im Kraft¬
polygon ) und A'

3 ( == y S im Kraftpolygon ) kann nun wiederum genau in
der oben gezeigten Weife erfolgen , indem man y § = IĈ an y anträgt und
a0 zieht , ao giebt die Gröfse und Richtung der Mittelkraft R\ s von
Ä'

j , Aq , IC$ an ; diefelbe geht durch den Punkt E . In der gleichen Weife
kann man auch bei mehreren Kräften weiter verfahren .

Wenn Gröfse und Richtung der Mittelkraft gefunden
find , ift auch die Lage derfelben bekannt, fobald ein Punkt
bekannt ift , durch welchen fie gehen mufs ; denn durch
diefen Punkt läfft fich nur eine Parallele zu der im Kraft¬
polygon gefundenen Richtung der Mittelkraft legen. Ein

folcher Punkt ift in Fig . 13 bei Rx_ % der Punkt C, bei der Punkt E etc .
Bei einer gröfseren Anzahl von Kräften würde die gezeigte Ermittelung der

Lage der Mittelkraft fehr umftändlich fein ; defshalb hat man zur Erleichterung eine
Hilfsconftruction eingeführt, das fog . Seilpolygon . Daffelbe
ergiebt fich durch die folgende Betrachtung.Fig . 14 .

R K

iß

Ol

ß L

17-
Seil¬

polygon .

Wie man die Gröfse und Richtung der Mittelkraft zweier Kräfte IĈ
und R '

2 in der dritten Seite ay (Fig . 14 ) des für die beiden Kräfte conftruirten
Kraftpolygons aßy , hier der Schlufsfeite des Kraftdreieckes , findet , fo kann
man auch irgend eine gegebene Kraft R als Mittelkraft zweier Kräfte IC\
und Ä2 auffaffen. Diefe beiden Kräfte mtiffen nur zwei Bedingungen genügen ,
und zwar :

a ) Das aus ihnen conftruirte Kraftpolygon mufs als dritte Seite die
gegebene Kraft nach Gröfse und Richtung enthalten , und

ß) die beiden Kräfte müffen fich auf einem Punkte der gegebenen
Kraftrichtung fchneiden .

Man kann alfo R als Mittelkraft der beiden Kräfte IĈ und IC% auffaffen,
die im Kraftpolygon durch bezw . aß und ßy dargeftellt find und deren Rich¬
tungslinien fich auf dem Punkte A der Kraftrichtung R fchneiden . In gleicher
Weife kann R auch als Mittelkraft der beiden Kräfte und angefehen
werden , denen das Kraftdreieck aOy entfpricht , die alfo im Kraftpolygon
durch bezw . a 0 und Oy dargeftellt werden und deren Richtungslinien fich .

im Punkte B der gegebenen Kraftrichtung fchneiden . Man kann demnach die gegebene Kraft R fowohl
durch die Kräfte Ä\ und wie durch R § und R\ erfetzen . Daraus folgt , dafs man für die Zerlegung

1
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einer gegebenen Kraft den Punkt O ganz beliebig , den Punkt B auf der Richtungslinie der gegebenenKraft beliebig wählen kann .
Ift eine gröfsere Anzahl von Kräften Aj , A^ , K3, K\ . . . . gegeben (Fig . 15) , fo kann man zu-

nächft in der angegebenen Weife zerlegen . ATj werde im Kraftpolygon durch a ß dargeflellt und
möge in « 0 — 5j und Oß = S>j, zerlegt werden . Nach Früherem ift , da K \ den Sinn von a nach ßhat , 5j von a nach O , So von 0 nach ß gerichtet . Als Schnittpunkt diefer beiden Seitenkräfte von K
kann der Punkt 1 auf der Richtungslinie von A^ beliebig angenommen werden . Ferner kann K r>, welches
im Kraftpolygon durch ßy dargeflellt wird , ebenfalls in zwei Seitenkräfte zerlegt werden , welche mit ßyzufammen ein Dreieck bilden müffen. Die Spitze des Dreieckes kann wiederum beliebig gewählt werden ;man kann alfo den Punkt 0 als diefe Spitze annehmen . Sodann erhält man als die beiden Seitenkräfte
von ( = ßy ) die Kraftlinien ß 0 und Oy . Die erde diefer Seitenkräfte ift nach GrÖfse und Richtungder zweiten Seitenkraft von K\ genau gleich , da diefe 0 ß war . 52 — ß 0 hat den Sinn von ß nach
0 , 53 = Oy den Sinn von O nach y . Wählt

fR r,

Satz V .

man jetzt als Zerlegungspunkt der Kraft den Fig . 15 .
Punkt / / , in welchem die Richtungslinie der
Kraft IC<i von der zweiten Seitenkraft 52 der
Kraft l £\ gefchnitten wird , fo greifen in diefem
Punkte die beiden Kräfte und 5g an . In der
Richtungslinie I II wirken alfo die beiden Kräfte
52 , deren eine in I , deren andere in II angreift .
Beide find , wie eben entwickelt ift , der GrÖfse
nach einander gleich ; fie haben diefelbe Richtung ,
aber entgegengefetzten Sinn , heben fich alfo gegen -
feitig auf . Die beiden gegebenen Kräfte und
A^ find alfo durch vier neue Kräfte erfetzt , näm¬
lich durch 5j , 52, 52 , 53 ; zwei von diefen Kräften
heben einander auf , nämlich die beiden S<i \ es
bleiben alfo zwei Kräfte 5j und 53 , welche die
gegebenen Kräfte A^ und vollftändig erfetzen .
Die Mittelkraft von K j und A^ ift demnach der¬
jenigen von 5j und 53 gleich in der GrÖfse , in
der Richtung , im Sinn und in der Lage . Die
Mittelkraft von 5| und 53 geht aber durch den
Schnittpunkt a der Richtungslinien derfelben ; durch
diefen Punkt a mufs alfo auch die Mittelkraft von
I<\ und gehen.

Verfährt man nun mit der dritten Kraft A3
eben fo , wie mit A^ , d . h . zerlegt man A"

3 in zwei
Seitenkräfte fo , dafs der Punkt 0 als Spitze des
Kraftdreieckes für die Zerlegung von K 5 = y 0
gewählt wird , fo werden die beiden Seitenkräfte
53 = y 0 und 5^ = 0 S fein . Die erfte diefer
beiden Seitenkräfte ift wiederum gleich der zweiten Seitenkraft von A^ , hat aber entgegengefetzten Sinn .Wählt man ferner als Zerlegungspunkt von den Punkt III , in welchem die Richtungslinie von A^durch die Richtungslinie der Seitenkraft 5 3 der Kraft gefchnitten wird , fo wirken in der Linie IIIIIzwei Kräfte 53 , welche einander wiederum aufheben . Die Kräfte Aj , A^ find jetzt durch fechsKräfte erfetzt , nämlich durch 5y , 52 > 52 , 5 3, 53, 5^, von denen üch die vier mittleren , die beiden 52 unddie beiden 53, gegenfeitig aufheben , fo dafs nur 5j und 5^ übrig bleiben . Die Mittelkraft von 5j und 5^ift alfo auch diejenige von Kj , und Daraus folgt , dafs die Mittelkraft von Afp A^ und durchden Schnittpunkt der Kraftrichtungen 5^ und 5^ , alfo durch den Punkt h geht .

Verfährt man fo weiter , fo erhält man einen Linienzug 0 IIIIII IV . . . , welchen man das Seil¬
polygon nennt . Aus der vorftehenden Erklärung der Entftehung ergiebt fich folgender Satz :Die Mittelkraft einer Anzahl auf einander folgender Kräfte geht durch den
Schnittpunkt der Richtung derjenigen Seilpolygonfeite, welche der erften dieferKräfte vorhergeht , mit der Richtung derjenigen Seilpolygonfeite, welche auf dieletzte diefer Kräfte folgt.



Denn die in den mittleren Seilpolygonfeiten wirkenden Kräfte heben fich fammtlich gegenfeitig auf ,

und es bleiben nur die in den äufseren Seilpolygonfeiten wirkenden Kräfte übrig , deren Mittelkraft mit

derjenigen der gegebenen Kräfte in jeder Beziehung übereinftimmt 2) ,

Den Punkt 0 (Fig. 15 ) nennt man den Pol des Seilpolygons.
Durch das Kraft- und Seilpolygon ift die Mittelkraft ganz beliebig in einer

Ebene wirkender Kräfte beftimmt. Die Gröfse , die Richtung und den Sinn der-
felben giebt das Kraftpolygon , die Lage in der Ebene giebt das Seilpolygon an ,
da daffelbe einen Punkt der Richtungslinie der Mittelkraft ergiebt. Zieht man durch
diefen die Parallele zu der mit Hilfe des Kraftpolygons gefundenen Richtung der
Mittelkraft, fo erhält man die wirkliche Lage derfelben , über welche ein Zweifel
nicht mehr herrfchen kann , da durch einen Punkt nur eine Parallele zu einer ge¬
gebenen Richtung möglich ift.

Aus dem Vorftehenden folgt , dafs Kraft - und Seilpolygon nicht nur die Mittelkraft der fämintlichen

wirkenden Kräfte , fondern auch diejenige einer beliebigen Gruppe diefer Kräfte ergeben . So ift die Mittel¬

kraft von K x und A9 (Fig . 15 ) nach Gröfse und Richtung gleich ay und geht durch a . Zieht man alfo

durch a eine Linie parallel zu c/. y , fo erhält man diefe Mittelkraft _ 2- So ift ferner die Mittelkraft

von Aj , Aq und A3 nach Gröfse und Richtung gleich ao und geht durch b \ eine durch b parallel zu

gezogene Linie ergiebt R \ ~ 3. Die Mittelkraft von ATj , Ar>, A3 und A4 ift nach Gröfse und Richtung

gleich as und geht durch e etc .

Wenn die an verfchiedenen Punkten eines Körpers angreifenden Kräfte im *9-

Gleichgewicht find , fo ift fowohl das Kraftpolygon , wie auch das Seilpolygon eine
gefchloffene Figur.

Dafs das Kraftpolygon in dem angegebenen Falle eine gefchloffene Figur fein mufs , geht aus dem

Früheren hervor ; denn es ift nachgewiefen , dafs das Kraftpolygon für an verfchiedenen Punkten angreifende
Kräfte genau eben fo conftruirt wird und genau diefelbe Bedeutung hat , wie für an einem Punkte an¬

greifende Kräfte . Nach Satz II mufs alfo das Kraftpolygon eine

gefchloffene Figur fein , auch wenn die im Gleichgewicht befind¬

lichen Kräfte an verfchiedenen Punkten angreifen .
Dafs fich auch das Seilpolygon fchliefsen mufs , ergiebt fich

folgendermafsen .
Conftruirt man das Seilpolygon für eine beliebige Anzahl

von Kräften , fo heben fich , wie oben auseinandergefetzt , die fämmt -

liehen in den mittleren Seilpolygonfeiten wirkenden Kräfte auf , und

es bleiben als einzig wirkende Kräfte diejenigen übrig , welche in

den beiden äufserften Seilpolygonfeiten wirken , d . h . diejenige ,
welche der erften Kraft vorangeht , und diejenige , welche auf
die letzte Kraft K n folgt , alfo und ( Fig . 16) . Diefe bei¬
den Kräfte erfetzen alle gegebenen Kräfte A^ , A^ , Ä3 . . . ICn .

Die letzteren find nach der Vorausfetzung im Gleichgewicht ; folglich müffen auch S | und im

Gleichgewicht fein . Gleichgewicht zwifchen zwei Kräften ift aber nur möglich , wenn ihre Richtungslinien
in diefelbe Gerade fallen . Sonach mufs diejenige Seilpolygonfeite , welche der erften Kraft A^ vorhergeht ,
mit derjenigen Seilpolygonfeite , welche auf die letzte Kraft K n folgt , zufammenfallen , d . h . das Seilpolygon
mufs eine gefchloffene Figur fein .

Die fchliefsende Seilpolygonfeite nennt man die Schlufslinie des Seil¬
polygons .

In der Statik der Bau-Conftructionen kommt fehr häufig der Fall vor , dafs alle
wirkfamen Kräfte parallel find . In diefem Falle wird das Kraftpolygon eine Gerade .
Sind diefe Kräfte im Gleichgewicht , fo fchliefst fich nach Satz VI das Kraft¬
polygon ; fomit fallen alsdann Anfangs- und Endpunkt des Kraftpolygons auch hier
zufammen .

Fig . 16 .

2) Kehrt man die Richtungen der in einem Eckpunkte des Seilpolygons wirkenden zwei Seitenkräfte S um , fo halten
fich diefelben offenbar mit der auf den Eckpunkt wirkenden Kraft K im Gleichgewicht . In jedem Eckpunkte eines Seilpolygons
befindet fich der nach die äufsere Kraft K mit den im entgegengefetzten Sinne genommenen Spannungen S im Gleichgewicht .



Fig . 17 .
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20 .
Satz VII.

Für neben flehenden Balken AB (Fig . 17 ) fei im Kraft -
polygon Pj = aß , P 2 = ß ^ , ig = 0 ; das Kraftpolygon mufs
fich fchliefsen , wenn die aufserdem noch wirkenden Kräfte D j
und Dq , die Stützendrücke , an 0 angetragen werden , d . h . es
muffen Bq und Dj , welche , eben fo wie Pp P2, Dg , lothrecht
find , mit 8a zufammenfallen , und der Endpunkt von Bq mufs
auf a fallen . Unbekannt ift zunächft noch der Punkt £ im
Kraftpolygon , welcher die Grenze zwifchen B j und Bq bildet .
Da aber Gleichgewicht flattfindet , fo mufs fich auch das Seil¬
polygon fchliefsen , welches für einen beliebigen Pol und die
fünf Kräfte Pp P2, Dg, Pp Bq conflruirt wird . Es fei der Pol Ö,
das Seilpolygon IIIIII und a der Schnittpunkt der erften Seil¬
polygonfeite mit der Richtungslinie von Dq, b der Schnittpunkt
der letzten Seilpolygonfeite mit der Richtungslinie von B ^ ;
alsdann müffen nach dem Satze VI die vor Dq liegende und die
auf D ^ folgende Seilpolygonfeite , d . h . 5q und zufammen¬
fallen ; es mufs alfo ab die fchliefsende Seilpolygonfeite , d . h . die Schlufslinie des Seilpolygons fein.

Nach der Erklärung des Seilpolygons in Art . 17 (S . 13) ftellen die von den Ecken des Kraft¬
polygons nach dem Pol O laufenden Strahlen die in den Seilpolygonfeiten auftretenden Kräfte oder , wie
man fagt , die Spannungen im Seilpolygon vor , natürlich in demfelben Mafsftabe, in welchem die Kräfte P
aufgetragen find. Im Punkte a des Seilpolygons halten fich nun folgende Kräfte das Gleichgewicht : der
Stützendruck Dq , die Spannung in der Seilpolygonfeite al und diejenige in der Schlufslinie ab (beide
in dem gleichen Sinne , wie in Fufsnote 2 [ S . 15 ] genommen ) . Von diefen drei Kräften find die Rich¬
tungen bekannt , von einer — der Seilpolygonfpannung in al — auch die Gröfse ; diefelbe ift gleich aO .
Man kann alfo für diefe drei Kräfte das Kraftpolygon , hier das Kraftdreieck , conftruiren , indem man
durch den einen Endpunkt der bekannten Kraft a O , durch a , die Parallele zur Richtung von Dq , durch
den anderen Endpunkt , durch O , die Parallele zur Schlufslinie ab zieht . Dann ift OEa das gefuchteKraftdreieck , Ea = Bq und OE gleich der Seilfpannung in der Schlufslinie . Gewöhnlich benutzt man
zu diefer Conftruction unmittelbar das Kraftpolygon a ß y 8 . Selbftverftändlich ift dann auch fofort
8 E — D ^, da Dq -f- Dj — -f - P% - |- Dg ift.

Hieraus ergiebt fich die Regel : Die Stützendrücke bei einem Träger auf zwei
Stützen mit nur lothrechten Kräften werden erhalten, , indem man für einen be¬
liebigen Pol 0 das Seilpolygon conflruirt , die Schlufslinie und parallel zu diefer
eine Linie durch den Pol zieht ; letztere theilt die Kraftlinie in zwei Theile, welche
nach Gröfse und Richtung die Stützendrücke darftellen.

Conflruirt man für eine Anzahl von Kräften aus zwei verfchiedenen Polen die
entfprechenden Seilpolygone, fo liegen die fämmtlichen Schnittpunkte der gleich¬vielten Seilpolygonfeiten auf einer geraden Linie , welche zu der Verbindungsliniebeider Pole parallel ift .

Das aus einem beliebigen Pole 0 (Fig . 18) conftruirte Seilpolygon lei o I II III y , das aus einemanderen Pole 0 ’ conftruirte fei oy Ily Illy yj . Alsdann fchneiden lieft die beiden erften Seiten o / und
G ly in a , die beiden zweiten Seiten III und ly Ily in b , die dritten Seiten IIIII und Ily Uly in c etc .Die fämmtlichen Punkte rz, b, c, / . . . liegen auf einer geraden Linie , welche zu der Verbindungslinie derPole , d . h . zu O 0 ’ parallel ift .

Nach der Erklärung des Seilpolygons ift IIy = a ß im erften Seilpolygon in zwei Seitenkräfte S,und S2 zerlegt , deren Gröfse und Richtung fich im Kraftpolygon zu bezw . aO und Oß ergiebt ; diefelbeKraft ift im zweiten Seilpolygon in zwei Seitenkräfte Sy’ und S2 zerlegt , deren Gröfse und Richtungbezw . a 0 ’ und (J ß ift . Denkt man nun den Sinn der beiden Seitenkräfte .S
’
|
’ und .Sy umgekehrt , fofind diefe beiden Kräfte die Seitenkräfte einer Kraft Ky , welche mit der gegebenen Kraft Ky nach Gröfseund Richtung genau übereinftimmt , deren Sinn aber demjenigen der gegebenen gerade entgegengefetzt ift.Diefe neue Kraft Ky mufs fich alfo mit der gegebenen Kraft Ky im Gleichgewicht halten ; folglich miiffenauch die vier Seitenkräfte diefer beiden Kräfte Ky im Gleichgewicht fein . Verbindet man und Sy zueiner , S2 und S2 zur anderen Mittelkraft , fo gebt die erftere durch den Schnittpunkt a diefer beidenKräfte , die zweite durch den Schnittpunkt b der beiden Kräfte F2 und S2 . Beide Mittelkräfte haltern
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