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Einige Hülfsmittel der Elementar - Mathematik. 1B1

Ist 1 ) der Querschnitt eines Körpers , so gelten die Formeln 2)
bis 6) in Bezug auf die Ebene , von der aus die y gerechnet werden.

Um die obigen Betrachtungen für die Y-Achse zu wiederholen, mufs
man y durch x ausdrücken , was auf Irrationalitäten und auf gebrochene
Exponenten führt . _ Daher mufs für solche das Nötigste gesagt werden . -

C . Die Parabeln gebrochener und negativer Ordnung und die
Schichtenformel für gebrochene und negative Exponenten.

179) Oben war gezeigt worden , dafs die Parabel p Ux Ordnung
x — yv, wenn p ganz ist , von dem Rechteck mit den Seiten h und
b = hp den (jp - |- l )ten Teil abschneidet , so dafs die Fläche gleich
— r— ist . Die Fläche von h bis h9 würde sein
p + l 1 1

p = J_ 1_
h1 P + l

Es fragt sich, was davon richtig bleibt , wenn p auch gebrochene und
negative Werte annimmt .

Die Betrachtung soll auf den ersten Quadranten eingeschränkt
werden , da sich die übrigen ebenso behandeln lassen und gerade in
der U- Aehse die kritische Stelle liegt , die Zweifel bringen könnte .

Es handle sich also um die Kurve x = ya
, wo a lediglich der Be¬

dingung gehorchen soll, reell zu sein. Im Methodischen Lehrbuche , Band 3,
Kg . 138 Kg . 139 .

Algebr . Analysis Y, ist dieser Fall behandelt worden ; hier soll die Be¬
handlung auf andere Weise geschehen . Zunächst ist zu bemerken, dafs
bei positivem a die Kurve von 0 aus aufsteigt , und zwar bis zu unend¬
licher Höhe , dafs sie dagegen bei negativem a aus unendlicher Höhe
bis zu Null herabsinkt . Welcher Fall vorliegt , ist vorläufig gleichgültig .

Es kommt darauf an , an Stelle von x — ya eine Reihe zu er¬
halten , die nach ganzen positiven Potenzen fortschreitet . Zu

0 *
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diesem Zwecke hat man nur nötig , das Koordinatensystem zu ver¬
schieben, z . B . den Nullpunkt in senkrechter Richtung von 0 nach A
zu verlegen , wobei z . B . OA = 1 sein soll. In diesem Sonderfalle
wird die neue Ordinate g — y — 1, (also y = g - (- 1 ), während x un¬
verändert bleibt . Nach dem binomischen Satze für gebrochene und
negative Exponenten , dessen Beweis man im dritten Bande des Meth.
Lehrbuchs findet , ist dann die neue Kurvengleichung

( i + ey 1 + T * + U (a — 2) «3 I
2 - 3 * \ >1 - 2 - 3

eine Reihe , die Geltung hat für 1 — < £ < - f— 1 , so dafs man sich
zunächst innerhalb dieses Konvergenzbereiches zu halten hat .

Nach der Schichtenformel ist dann

1 - 2 - 3

Um rechts wieder eine binomische Reihe zu erhalten , multipliziere
man beiderseits mit (« - )- 1 ) und addiere beiderseits 1 . Dies giebt

i + (« + +
0 X

(“ + 1) (a -)- 1 ) “ — 1) 3

= ( 1 + gl ) a + 1 ,
so dafs sich ergiebt

p (i + -h )
a +1 1

a -f- 1 a - f- 1 ’0

folglich, wenn man zum alten Koordinatensystem zurückkehrt ,

a - )- 1 a - f- 1

Bildet man dieselbe Formel für F , so findet man durch beiderseitige1
Subtraktion , wobei der Zusatz — sich weghebt ,

so dafs die ursprüngliche , für positive , ganze Exponenten geltende
Formel für den Konvergenzbereich als bestehen bleibend nachgewiesen
ist . Nur der Fall a = — 1 ist auszuschlielsen, weil er auf den un¬
bestimmten Wert y führt . Dieser Fall ist mit Hülfe des natürlichen
Logarithmus zu erledigen . (Method. Lehrbuch Band 3, Algebr . Ana¬
lysis II .)
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180) Der Konvergenzbereich kann aber durch beliebige Verschie¬

bung des Koordinatensystems beliebig geändert werden
Verschiebung um die Strecke 2 würde z . B . die Kurvengleichung

geben :
* = r = (2 + e)° = 2“ (l -f f -)

“
,

oder

— [1 + ■- (i) + ^ © '+ -̂ -7- O ’ + ■ ■ ■] >
die für ~ absolut < 1 oder g absolut < 2 konvergiert . Die Schichten¬

formel giebt jetzt

f = 2 Li + i v * ä) + w a / - mm— i ; + • ' 'J ■
Rechts und links multipliziere man mit (« -f - 1) und aufserdem auf
der rechten Seite oben und unten mit 2 . Man erhält

(« + 1 ) f - ä* + ■FD I + ^ (I)
' + (! )

’
+ • ■■]

_ 2. + - [(i + j)
- + 1

so dafs

1

•»“ + 1

o “ +
und daher auch

£)CC—(~ 1 \ CK—j- l —i -i

bn [(i + i ) - !] - - 2" + ‘i

2/a
ist . Daraus folgt ebenso, wie oben , mit Hülfe von F und beider¬

seitiger Subtraktion

1 ) F = a -f- 1

Die Formel 1 ) gilt also auch für den neuen Konvergenzbereich . Man
kann auf diese Weise ihre Gültigkeit für die ganze positive
reelle Achse nachweisen , vorausgesetzt , dafs a verschieden
von — 1 ist .

181 ) Kritisch sind nur die Stellen 0 und oo . Darüber ist Folgendes
zu sagen.

Ist a > — 1 , so ist für
diesem Falle wird

= 0 der Werth von ya
x

+ 1

CC—j— 1
0 . In

F -
o

i£ + 1
a -f- 1

yg + 1
a -f- 1
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Folglich :
Für cc > — 1 schneiden die Kurven den (a -f- l ) ten Teil des

Rechtecks ab , möge nun cc positiv (Fig . 140 ) oder negativ (Fig . 141 )
sein. So ist z . B . für a = - \ } also für die Kurve x — y

~ ¥ ,

y
F =
o

~ V + 1

■+ l

i
y T = % y

was das Doppelte des Rechtecks bedeutet . Das Diagramm reicht
dabei nach rechts bis x = oo und hat trotzdem endlichen Inhalt .

Fig , 140 . Fig . 141 .

Ist dagegen a < — 1 , so ist für y2 = oo
negativ ist , und die Formel geht über in

a ~\ - 1 0 ; weil cc -f- 1

Fig . 142 . F =
Vx

y? + 1
tt -f 1 k 4 i

- y ? + 1

CC- f - 1 ;

was positiv ist , weil der Nenner
negativ ist . In diesem Falle ist also
der nach oben bis ins Unendliche fort¬
zusetzende schraffierte Flächenteil
gleich dem (cc l )ten Teil des Recht¬
ecks , während der darunterliegende
unendlich grofs werden würde . Also
auch hier behält der Ausdruck :
„ ( cc -f - l )ter Teil des Rechtecks “
einen bestimmten Sinn . Die
Formel 1 ) aber bleibt für alle posi¬tiven yt und y2 richtig , nur ist der Werth Null jetzt auszuschliefsen, denn

das nach rechts gehende Diagramm ist jetzt von unendlich grofsem Inhalte .
182 ) Der Fall a = — 1 erledigt sich nach dem Meth. Lehrbuche

Band 3 , Algebr . Analysis II dadurch , dafs für die Kurve x = i
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y

0

wird .
Damit ist die Angelegenheit für technische Zwecke überhaupt

geklärt und ein weiterer Bereich für wichtige Anwendungen er¬
schlossen.

183) Konstruktion der Parabeln höherer Ordnung .
Die Curven x = ya für beliebiges reelles a einschliefslich des

Falles a = — 1 haben eine einfache Kon¬
struktionsmethode , die sich aus Folgendem 3?lg' 148 '

ergiebt :
Ist x2 mittlere Proportionale zu xt

” ’ u

und x3 , also

so folgt aus der Kurvengleichung , dai's

folglich auch
2/i : 24 — 24 '• 24 0

ist . Also : Ist die mittlere Abscisse
mittlere Proportionale zwischen den
aufsenliegenden Abscissen , so ist auch die mittlere Ordinate
mittlere Proportionale zwischen den aufsenliegenden Ordi
naten .

Sind also von einer Parabel x = ya zwei Punkte A und B be¬
kannt , so kann man durch Einträgen mittlerer Proportionalen einen
dritten Punkt G konstruieren , sodann zwischen A und C, C und B
ebenfalls neue Punkte einschalten u . s . w.

Auch nach aufsen läfst sich die Curve fortsetzen . Da es sich
dann um ein Fortschreiten nach geometrischer Weise handelt ,
so ergiebt sich folgender Konstruktionsmechanismus .

Sind in Fig . 144 A und B gegeben, so ziehe man beliebig OK
und bilde durch Projektion AA 1 A2 und BB XB%. Zieht man A^ B^
sodann parallel dazu B 2 C1 , darauf im Zickzack C1 C2 , C2 B 1 || A2BU
DXD3 , B ^ E -t || A2 B± u . s . w . , so erhält man die in geometrischer
Weise aufeinander folgenden Abscissen . Ebenso verfahre man in

Bezug auf die beliebige Gerade OL mit A SIj ?Is , B S8j 33ä und
21^ ! u . s . w. , was die Ordinaten ^ u . s . w. giebt . Dadurch
werden Punkte C, D , E . . . der Kurve bestimmt , die auch rückwärts
fortgesetzt werden kann .
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3?ig . 144 .

184) So ist man im Stande, jede Parabel höherer Ordnung leicht
zu konstruieren , z . B . auch die gleichseitige Hyperbel (Diagrammcurve
für das Mariottesche Gesetz ) und die adiabatischen Diagramm -
curven

— 1,41 i — 1,125 — -®y = x und y = x ’ = x s
für atmosphärische Luft und gesättigte Wasserdämpfe .

Die Diagrammflächen für die letztem ergeben sich nach Obigem als
- 1,41 + 1 - 1,41 + 1

F -
*i

bezw.

- _ x
~ ° ’41 x ~ 0>41 — t — ° >41

I

■141 + X

*r ^+ 1 - ar ^+1
lAj.y tA/i

— 0,41 0,41

8 ( t i )

sodafs sich die Diagramme für die Expansionsarbeit und Kom -
pressionsarbeit leicht berechnen lassen . (Yergl . Meth. Lehrbuch ,Teil 3 , Algebr . Anal . Y, d.)

185 ) Dasselbe gilt von der Newtonschen Gravitationskurve
P_V =py

( Anziehung umgekehrt proportional dem Quadrate
Fläche

1 . 1
2H—1 -

Vx V*
— 2 + 1

der Entfernung ), deren

_ _ +~
Vi 2/a
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die Hebungsarbeit giebt , die z . B . erforderlich ist , einen Körper , der an
der Erdoberfläche das Gewicht p hat , zu beliebiger Höhe zu heben.
Die Diagrammfläche ist identisch mit
der Potentialdifferenz . Auch hierbei I'lg- 145'
vergl . das Methodische Lehrbuch 3, Algebr .
Anal . V, c . Für die Elektrizitätslehre , wo
es sich auch um Abstofsung handeln kann,
ist dies von fundamentaler Wichtigkeit .
Ygl . Eig . 145.

186 ) Parabolische Berechnungen .
Es handelt sich hier um Parabeln

höherer Ordnung . Willkürlich wird die
gewöhnliche Parabel 2ter Ordnung als Bei¬
spiel herausgegriffen . Die Berechnung
der übrigen geschieht ebenso. Zum
Schlufs soll eine Tabelle über die ver¬
schiedenen Ordnungen aufgestellt werden.

In das Koordinatenrechteck AB CD
(Fig . 146 ) sei die Parabel

ft2r1 ) X =

einbeschrieben , die Ä zum Scheitel, AB
zur Achse hat . Ihre Fläche ist

1% 146.

ch
y

o\ 771
c As

2)

Das statische Moment des Streifens 1 ) in

Bezug auf die X -Achse ist xy = ^ t/3
, das

Moment der Gesamtfläche also :
a '! 7i/ _ 4L .6 ) m x —

Äa 4
—

4

Demnach liegt der Schwerpunkt der Fläche
ACD in der Höhe

ch *

_ Mx __ _y* F ch
3

4) ■h.

Das Trägheitsmoment des Querschnittes 1 ) in Bezug auf die X -Achse

ist xy ^ — j -̂ y1
, das der Gesamtfläche also :

T7 = — —X T. 9. tt
c TP

5
CÄS

,
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Für die wagerechte Schwerpunktsachse dagegen ' wird es
ch s 2 ttt , 3 / 1 i \ ch3

6) T = 80
Der Trägheitsradius in Bezug auf AB ist

7) ^ = |/ - = i / ^ = -
|/p == Ä ]/ | = Ä yöÄ- Vw -

] /

Ich 3
DT
chs
DT

Der Schwingungspunkt der Fläche A CI ) in Bezug auf AJB liegt in
der Höhe

ch3

8) Ix ‘ Tx_M„
5 47

cF ==

Auf die Folgerungen für die Pendel - und Stofstheorie sei nur hin¬
gewiesen.

Das Centrifugalmoment des Streifens 1 ) in Bezug auf die
Koordinatenachsen ergiebt sich nach Nr . 165 als

/y>2 -f p 2 />2

Demnach ist für die Gesamtfläche ACD in Bezug auf jene Achse
-tut c 2 h ß
M = ■

2 h * 6 12

Der Schwerpunkt des mit Hülfe von AB abgeschrägten Körpers , dessen
Schrägebene zunächst die Neigung 45° habe, dessen Inhalt sich dann aus
Mx ergiebt , hat daher seine Projektion an der Stelle

10)
M ,xy ltC ,

4 * ih .

Bis hierher würde die Lehre von den ganzen Exponenten ausgereicht
haben . Jetzt aber soll die Achse AB zu Grunde gelegt werden,wobei gebrochene Exponenten auftreten . Zunächst ergiebt sich der
Querschnitt

h —
11 ) 2» = HB — HF = 7» — ~ ,

c
'
a
“

so dafs die Fläche wiederum wird

hc
T ~ h

l
cA

CA + 1

- + i
— 1ic — 4 hc ■ ch

T '
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Das statische Moment des Streifens 11 ) in Bezug auf AD ist

hx ■ 1
« 2

x = hx —
3

x - ■

Daraus folgt für die Fläche das Moment
_5

A c 2
12 )

ric * . fi c * 7 o/i 2 \
M » = -

%
- TT = hc '

(t -
t )

C 2 2

Daraus ergieht sich als Schwerpunktskoordinate
Ac2

Ae2
TK

13 )
M« 10

ch
1T

3
iö C -

Das Trägheitsmoment des Streifens in Bezug auf AD ist

hx % h
■x “ \ x hot? A

■x ‘
1 ~

I
~

-1
\ C 2 / c 2

Für die Fläche folgt als Trägheitsmoment für AD
7

A e 2
14 )

Ac3 A C 2 7 q / I 2 \
1 - = ]lc ('s ~ t ) 21

c 2 2
Für die senkrechte Schwerpunktsachse wird das Trägheitsmoment

io ) Ts = w - ys
F = - - WoY = hc3

(- _ - ) = -

Das polare Trägheitsmoment wird demnach

Ac3
■

2100

16) T, jF£f
| rpf _ cA 3

|
37 Ac cA

80 1 2100 16800
ch

[210 D + 296 c2J

= 8idot 105Ä2 + 148 c2] ‘

Der polare Trägheitsradius wird

11 ) Qp- V-p
F

[105 V + 148 c2]
■ ch~s

Der Trägheitsradius in Bezug auf AD wird
/ Ac3

= l / ;105 A2 + 148 c2

2800

18 )

Der mittels AD abgeschrägte Körper hat die Schwerpunktsprojektion
an der Stelle
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T„
li es
"
21

"
Z1 1019 ) x* ~jjf 2l C > lJs

"
To

"
10

Audi der Schwingungspunkt der Fläche in Bezug auf AD liegt in der
Entfernung Ä (,3

7 __ Ty _
~
21

~
_ io~

Af„
~~

ftc 2 ~~
21 C '

10

Die übrigen physikalischen Deutungen sind den früheren Bemerkungen
entsprechend .

Durch Drehung um AI ) entsteht ein parabolischer Körper , dessen
Querschnittsformel ist
20) qv = x%%
dessen Inhalt also wird
J. . . J C2» Jl 3 c *n

~
h) = -jr y = -

5
~ ’

was den fünften Teil des zugehörigen Cylinders bedeutet .
Das statische Moment des Schnittes 20) in Bezug auf die Grund¬

fläche ist
c äir

7i2e 2
Af 19 Fl_ yy _ __ y 7,Af Ae2 6

h‘ ifn ,

Ä ‘ ^

c 2jc7 »2

ij ■ y — % ny ■
das Moment des Körpers wird also

22 ) * - = £ £ = 6
Der Schwerpunkt des Körpers liegt also in der Höhe

c 2jr/i 2
71/T

231 A,
6 _ 5 t— T fl ‘

Das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf die Grundfläche ist aus
9 9 D VI/ 4. 9 D VI/ ß* ^ = = tt y6

zu berechnen als
24) rp _ C27E V

lu == I r T

h 4

c 9nh3

Das Trägheitsmoment jeder Schicht in Bezug auf Achse AD ist
x 4n i c 4n o
Ar

= =
. iiF

'y ’

das des ganzen Körpers also
i c 4 ah 9 c *7th25) T =
2 7>8 9 18
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In Bezug auf jeden Hauptsclmitt durch T ist es halb so grofs , also

26) 2 7
r = c47ch

86 7

in, Bezug auf die Gerade AB also

r = Tt + Tu = ^ + — = gf (7 c2 + 36 V)

Auf sonstige physikalische Dinge sei nur hingedeutet . Ebenso leicht
ist der durch Drehung um AB entstehende Körper zu behandeln .

187 ) Macht man entsprechende Betrachtungen für die aufeinander

folgenden Parabeln höherer Ordnung , so , ergiebt sich die nach¬
stehende Tabelle . Betrachtet man die nach rechts aufeinander folgenden
Ausdrücke , so zeigt sich , dafs die entsprechenden Zahlen nach ein¬
fachen arithmetischen Reihen aufeinander folgen. Man kann also
nicht nur für die ganzen Exponenten alles ohne weiteres hinschreiben ,
sondern auch für die zwischenliegenden gebrochenen Exponenten leichte

Interpolationen machen . Damit ist die Theorie für die einfachen
Parabeln höherer Ordnung erledigt .

188) Tabelle über Parabeln höherer Ordnung .
Fig . 147 .

3 ter Ord¬
nung

2ter Ord¬
nung

Iter Ord¬
nung

0ter Ord¬
nung

Parabel

a ) Parabolische Flächen .

Querschnitt in
a ,

h C% o

Höhe y
X h ^ ’ v y , h? y 7

l . Fläche von y Ji, ah bh eh äh

= 0 bis y = h 0 T 7 2 7 Y 7 4 7

2 . statisches Mo¬
a7is bh 2 ch 2 AV

ment in Bezug M x =
auf Grundlinie

~
2 7 Ai ’ T " 7 AB 7

3 . Trägheitsmo¬ all 3 bh s cfc3 dh 3
ment für Grund- Tx =
linie

A
~ 7 AT DT 7 IT 7
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4. senkrechte Quer¬
linie im Abstan¬
de x

5 . statisches Mo¬
ment in Bezug
auf Begrenzung
links

6 . Trägheitsmoment
für diese Linie

7 . Centrifugalmo-
ment in Bezug
auf die beiden
Grenzlinien

8 . Schwerpunkts¬
höhe

9 . Schwerpunktsab¬
stand horizontal

10 . Höhe des Träg¬
heitsmittelpunk¬
tes in Bezug auf
Grundlinie

11 . Horizontalab¬
stand des Träg -
heitsmittelpunk -
tes in Bezug auf
linke Grenzlinie

12 . Sehwingungs-
punkt bei Dreh¬
ung um Grundlinie

13 . Schwingungs -
punkt hei Dreh¬
ung um Grenz¬
linie links

14. Quotient aus Cen-
trifugalmoment
für beide Achsen
und statischem
Moment Mx

15 . Quotient aus Cen-
trifugalmoment ex — = *

7t ,und Mv »

h ±
b ' x 7 h — , h - \ x 9

9c c s

hb s hc 2 hä 3
TA 7 TÖ

" 7 14 7

hb s hc s hd s
TA 7 TT 7 30 7 .

cV d 2A 9
8

~ 7 TA 7 Th
“ 7

Vh
8 7
4 7G V * ,

3— c,10 1 7

Hl , Hl ,

Hl ,

1 * ,

rA
10
21 C 1

14 7
so a i

öT
5 7

12 ™7

ih ,

Parabel 0tel Ordnung l ter Ordnung 2ter Ordnung 3ter Ordnung

g[x = h ,

jvf _±y±y ~~ 2

M,

T _ ha3
y ?

a 2 h 2
xy ~

Qu

2 7

7 _ 2
ly - ^ Q/f

_ ^ xy 2
e,J ~

mT ~i a ’
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189 ) Alles andere läfst sich aus diesen Tabellen leicht ableiten,insbesondere auch die Momente für die Restflächen, deren Drehungs¬
körper sich ebenso leicht behandeln lassen . Übungsbeispiele mathe¬
matischer und mechanischer Art , z . B . über abgeschrägte Körper , die
über diesen Flächen stehen und ihre Schwerpunkte , über Centrifugal -
kräfte der massenbelegten Flächen , über seitlichen Wasserdruck
gegen solche Flächen , über die Dynamik der genannten Drehungs¬
körper lassen sich in grofser Zahl anschliefsen. Die Fortsetzung der
Tabellen nach rechts kann ohne Mühe auf Grund arithmetischer Reihen
geschehen , ebenso die Interpolation für gebrochene Exponenten , für
die unter 190) ein Beispiel gegeben werden soll.

190 ) Beispiel der Neilschen Parabel (semikubische Parabel )
3

ÄT
Durch Einschaltung zwischen die zweite und dritte Kolonne

findet man aus der Tabelle sofort
7tt Ich 5 7 7 ti /r Ich 2 7 -j 9 rrt Ich ^ 2 j -i oA = — = y M , Mx = — = t Mr , Tx = — = -- hhz ,2T 3

2 4 2
h 1c2M = — - T1¥Ly q f -Lyy 12 + 21

l

hl 3
_ 2ÄÄ8

M _ h *h*
33 > . x v

~
TcT 9 Vs

= = Ä 1 / ~t == ä V
,

t >

10 >

4
*-

4 ä = t ä ,

Qx — ^
12 + 21 4 = ä -̂ = | ä , iJt

8 7̂ 16 7^
12 + 21 fC =

88 ^ ?

20 u . s . w .

Ebenso ist der Drehungskörper der feilschen Parabel leicht
mittels der Interpolation innerhalb der Tabelle zu behandeln .

191 ) Die Parabeln von der Ordnung y , u . s . w. können
auch so behandelt werden, dafs man die Parabel 2ter

, 3ter
, 4ter u . s . w.

Ordnung um die Gerade von 45° Neigung klappt . Es handelt sich
also nur um eine Vertauschung der Koordinaten , im übrigen sind
die Rechnungen und Resultate dieselben.

Um zu zeigen, wie man aus den Resultaten der Tabelle die
Resultate für die Restflächen der Rechtecke ableiten kann , werde
das Beispiel der gewöhnlichen Parabel behandelt .
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192 ) Beispiel der gewöhnlichen Parabel . Die Flächen ver¬
halten sich wie 1 : 2, folglich S1 M ■. MS — 2 : \ } ebenso AS : SC

und DE : EF . Da AS = {■h — | = \ , so ist SC = \ , folglich

FS = ~ A ; da ferner DE = ~ — — c = ~ c, so folgt EF = ~ und

daher (7S = ^ c = -jj- e und CF = ~ c . Mg . i48 .
Die statischen Momente sind

daher

Mv = v ch • ~ c

Die Trägheitsmomente , durch Sub¬
traktion aus dem Rechteck abgeleitet ,
sind

T =J- y
hc 3
IT

he3
IT hc%.

Für den Schwerpunkt erhält man

193 ) Aufgabe . Ein Haken habe an der am stärksten bean¬
spruchten Stelle einen Querschnitt , der nach der einen Seite
durch einen Halbkreis mit Radius a begrenzt ist , nach der
andern durch eine Pa¬
rabel , die einem Rechteck Fig . 149a.
mit den Seiten 3 a und 2a
eingeschrieben ist . Der
Schwerpunkt und das
mafsgebende Trägheits¬
moment sollen berechnet
werden .

Auflösung . Nach vori -

3a = c

gern Abschnitte ist

M = t c =
aufserdem ist

9
T a > F H D K

AS 2 = 3a +
3 a 3 a

(4 ?r -f 1 ) ,2 vvv 1 4 % 4 'Jt '

Holzmüller , Ingenieur - Mathematik . I .

- 2a - 3a = 4a 2
, F ,?

io

a * 7t
F ‘
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My = AS , ■ F , + AS , - F , = { « - 4a 2 + ~ (4a + 1 )

Folglicli ist in Bezug auf 0 Y

= + £) • A) + AS , - F , =

= -± ^ = ^ [288 + 15 (4jr + 1 )] = ~ [303 + 60«] .
O O itv av

^ s
— [303 + 60 * ] a [303 + 60 * ]

Folglich

AS = es = ^ + F2 4a + T
20 (8 + * )

Für die Parabel ist in Bezug auf HJ
8 hc s

_ 8 • 2 a ■ (3 a ) 3
_ 432 a 4

t ; =
175 175 175

Verschoben mufs werden um S,S = es -
5 a . Demnach ist in Bezug

auf HE
T ' - 432 a 4

“
175

“ + ^es —
5 ®) 4 a2 .

Für den Kreis ist in Bezug auf KL

3 (XVerschoben wird um SS, = AS , — es = (4 je + 1 ) — es . Dem¬
nach ist in Bezug auf HE

Das gesuchte Trägheitsmoment ist
T = T ' + V ".

Die numerische Ausrechnung für einen beliebigen Wert von a macht
keine Schwierigkeiten .

194) Die gleichseitige Hyperbel x = — ■
y

Der Querschnitt ist x = — , demnach wird die Fläche yon 1 bis y

F = °\gy .
1

Das statische Moment des Querschnitts in Bezug auf die X - Achse
ist xy — ~ y = 1 , folglich für die Fläche von 0 bis y
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obwohl diese Fläche sich nach rechts ins Unendliche erstreckt . Für
die Fläche von 1 bis y ist

V i 1 .i i - y

Die Schwerpunktshöhe der letzteren Fläche ist also
M-x y — l

Dagegen ist das statische Moment in Bezug auf die Y- Achse mit
Hülfe der Querschnittsformel

^ = * ‘
2 2 y

s

zu berechnen . Für die Fläche von y — 1 bis y ergiebt sich

1 i
i = iy

= 4l y
■1 2 —1 2 \ y ) 2 y

so dafs ihre andere Schwerpunktskoordinate wird

r (1 - '
y ) y - i

x . 5t
F % V 2 y elg y

Das Trägheitsmoment Tx entspringt der Querschnittsformel
1

Sy = * • : y = y ,

demnach wird für die Fläche von 0 bis y

T = dagegen T = | (y2 ' — 1) .
o ^ i

Der Trägheitsradius der Fläche von 1 bis y wird

der Schwingungspunkt liegt für die Fläche von 1 bis y in der Höhe

ym
=

für die Fläche von 0 bis y in der Höhe

u9

_ \ = y_ _
y 2
T

10
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Das Trägheitsmoment in Bezug auf die Y- Achse ist aus
x °
Y

i l r
abzuleiten . Es ergiebt sich für die Fläche von 1 bis y

"

_ 1 iZ 2 _ A / i _ L\ = 2/2 — 1
8 — 2 6 y

-1T = -' V ..
i y
8 — 2

Der entsprechende Trägheitsradius ist
6 y 2

Qy :
Ty
F -1/ -* * -

6 «/ 2Tg y
der entsprechende Schwingungspunkt

Xs M 6 y 2
? y

y — 1
y + 1

äy

Das Centrifugalmoment in Bezug auf beide Achsen ist aus der Quer¬
schnittsformel

x
SV = ir2 /2 •' 2 ,r y

1
2 y

zu berechnen.
Für die Fläche von 1 bis y ergiebt sich

Mxy = 1 % y — Y elg l = 1 elgy ■
Auch für ein Segment dieser Hyperbel , welches durch eine Gerade
von — 45° abgeschnitten wird , lassen sich alle diese Berechnungen
durchführen , indem man vom ganzen Dreieck die entsprechenden
Teile abzieht.

Dreht sich die Hyperbel um die Y- Achse, so wird der Quer¬
schnitt des entstehenden Körpers

qy = x*n = = xy ~ %

demnach wird der Inhalt von 1 bis y

z . B.

JA = « (y — i )
y ) y

J = JT
1

= TC.

Das statische Moment für die Grundfläche wird aus

q,j = x2 7t ■ y = ~ y = -
y

M = 3i elgy .
i

berechnet als
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Das Trägheitsmoment für die Grundfläche wird nach qy = — y = n
y

bezw.

- 4-) = * (y - i ) ,

T = ity .

Sein Trägheitsmoment für die Y- Achse folgt aus qy als

s
T - * y

z. B .

195 ) Beispiel der GrayitationskurTe x ■
y

Querschnitt qy y
'1’ sein statisches Moment für die X - Achse

xy = —
} sein Trägheitsmoment für dieselbe xy 2 = 1 . Folglich

% = y- 4 - v = i -
— 1 - i y y '

z . B.

Statisches Moment

Trägheitsmoment

* 1
X = 1 — - = 1 .

M = % y ,1

y
T -
i

1 .

Das statische Moment für die Y- Achse folgt aus qy = — = als

-Hi - ? ) -

alsdas Trägheitsmoment aus qv = -
g

- =

y rp _____ _1_
ly 3

n !
- 5

Auf die Bedeutung für die kosmische Physik und die Potential¬
theorie sei im Anschlufs an das Methodische Lehrbuch aufmerksam

gemacht.
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195b ) Ein transcendentes Beispiel . Nicht der technischen
Wichtigkeit halber , sondern um zu zeigen, wie man transcendente
Kurven aller Art , z . B . auch die Sinuskurve,, die Cosinuskurve, die Ketten¬
linie V = ex + e ~ x

2
u . s . w. behandeln kann , soll die logarithmische

Linie y — ex oder x = Tg y als Beispiel eingehender untersucht werden .In Fig . 149 b ist sie dargestellt .

Fig . 149 b .

A i

Zunächst folgt aus
1 ) y = e* = 1 + £

— /y»fl fv**
_l_ jL _L £ . _L ± _J_~

9 !
~

3 !
~

AI I4 !
nach Nr . 170, dafs die Neigung a der in dem Kurvenpunkte x , yangelegten Tangente sich aus

tan a = 0 -j - ~ - )-
2 *
HT

, 3a ;2 . 4a :3 .
' TT TT

berechnet also aus
2)

/¥• /Ytu syt<J
1 - |_ ——1_ _ 4 - — 4 -~

1ii 91 n 3 j T = er

tan a = e* = y = y
l '

Demnach ist die Projektion der in C angelegten Tangentestets gleich 1 , wo auch C auf der Kurve liege . Die Tangentein G wird also konstruiert , indem man das Lot CB fällt , von Baus nach links die Strecke 1 abträgt und den freien Endpunkt mit Cverbindet .
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Für die Fläche ABCE folgt nach der Schichtenformel aus 1

o
oder

TT x i x l * , x I x I x I * _L * _1_
'F == l + TrF + W + 3T4 + - ' ‘ ==

l ! + 2T + 3 ! + 4 ! + ■' •

3)
So ist z . B.

F = e* — 1 .

F = 1

In Fig . 149 b ist für jedes Lot B C ■■
in Bezug auf die Y- Achse

; y — ex das statische Moment

yx +
/v%2 /yjd /vj*tAj | <Aj i «V |
17 + Yl "T~ "är '

■'
3 !

folglich ist das statische Moment der Fläche ABCE in Bezug
auf die Y-Achse

= +
x

1 ! 3 21 4 3 ! 5

oder

— x (ex

also
4)

+ Ffr +

My = x2 (4 — 4) + *s (h ~ 3i) + {h.
~ ii)

= » ( fi + -| T + FT + " ') “- ( fr + lr + f ! )

—- 1 ) — (d* — 1 — = xe<c — ßX + 1 — x -\- x = x <f — e* + 1,

M„ ■■ e? (x — 1 ) -j - 1 .

Das Trägheitsmoment der Geraden BG in Bezug auf die

Y-Achse ist
/y»3 /yi4 Aiö

= ^ + ^ + + + -
1 ! 1 2 !

so dafs für die Fläche von 0 bis x wird
Xryi3 zy*4

T„ = ^ - + + —- {-~
2 ! 6 '’- S' 3

~
114

Nun ist aber der Reihe nach
1 — 1 _ 9 (1 _ ± )
3 1 ! \2 ! 3 !/

J _ _ i _ 9 /A _ Lj
1 ! 4 2 t *

Vs ! 41/
_J_ 1 _ 2 (A _ id
2 ! 5

— si \4 ! 5 !/

3 ! 6

u . s . w. Folglich ist
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2a :8~
2
~

"
( i "

Ti + ii) + , l ( '
■ —

Ti + • ) + ^ (t — T + l<) +
Eir + lr + fr + ■"] - * * [£ + fr + £ + ■■•]

+ 2 ffi + ff + £ + ' - '] - *! ^ - i ) - 2 !C (e- - i - -: ;)
-|- 2

|
Y — 1 — ^ = er (xs — 2ir + 2) — xs -f- 2x ä —

+ 2« — 2x — 2 = ex (x2 — 2 « -j- 2) — 2;
oder endlich
5) Ty = ex (x2 — 2x -j- 2) — 2.

Das statische Moment Jf * in Bezug auf die X-Achse ist zubehandeln mit Hülfe der Querschnittsformel
ex i i fi i 2x i 4 * 2

. 8 * s
, 16 x * . -

]ä - = ^ '
Y = T e = T [ 1 + U + + -

gf + TT + • • •
}

Für die Fläche von 0 bis x giebt dies
2ccs

oder
6)

-nr i ra ; . 2 a; 8 4 a;3 8 a; 4 -|1±x — ¥ [_T + Ü2 + 213 + 3TI + ' ' 'J
ix , 4s ä . 8 ® 3 . 16 a;4 n
IT ~r yt ' TT ' IT- ' ' ’ J

i rä x
4 Li

T [e2 * - 1 ] •
Das Trägheitsmoment Tx verlangt die Behandlung der Quer¬schnittsformel

( exY e~~ i I -, , ö x . y x ‘
, av as° . 81 as ’

, n^ = L
/ = -

3
- = TL 1 + T ! + lT + ^ r + ^ r + - - -J -

Für die Fläche von 0 bis % giebt dies

rp ir * . 3a ; 8 . 9a ; 3 . 27 a; 4 . "i
x T LT

“r"
Ti2 “I 2T 3

“T TT4 " r ' ■
J

1 f3a ; . 9 a:8 . 27 a;3 . 81a ;4 . l
9 Ll !

“1” 2 ! + TT
~r Ti ' ' ■

J
oder
7 ) Tx = -i [e» * - l ] .
Für den Schwerpunkt der Fläche AJBCE folgen die Koordinaten

.3 x 3 x 9 x a 27 a;3 , 81a :4

8) xs My
F

ex (x — 1 ) — 1
y>

M*
F
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Die Trägheitsradien in Bezug auf die beiden Achsen sind

Vt - Y
19) Qy
ex (x 2 — 2 x -f- 2 ) ■

,3oc

Die Abstände der Schwingungspunkte in Bezug auf beide
Achsen sind

10)
ex (a:2 — 2 * + 2 )

My

M„

ex (x — 1 ) — 1

T ( «“ * - l ) 4 e

— 1T
9

Auch das Centrifugalmoment Mxy in Bezug auf beide Achsen Hilst
sich berechnen . Die entsprechende Querschnittsformel ist

( «“)*
2 X ' xe 1 , 2 * , 4 x 2 . 8 x 3 , 16 x i .

1 "T"
Ti

" ' 27 ' FF
"1 4 ! '

oder
1 r , 2i ! . 4 * s . 8i ’ . 16 * ’ ,

"I= T + 17 + + T7 + -
4
- + • • -J

2 !

8 x *

3 !

16 X 6

Daraus folgt für die Fläche von 0 bis x
2 x3

|~J~
2 l 4

”1"
3 ! 5M = Af — 4 - J_■mx 'J 2 L 2 ' 113 '

ix * . 8
_̂ . 16 *6 1

1 a 1 ^
“t Jj

'
g

' ~r ‘ ' j
1 r (2 x) 2 . (2 x ) a . (2 x) 4 . (2 x)

6 . (2 a;) 6 .
ä ' 773 ‘ 91 a I ai s I .HR . 12 ! 4 3 ! 6 4 ! 6 -

•]

- i [(2 ■ & - 1t) + (2 ■*)' (n - .i) + (2 *)*
(r - i)

oder , getrennt geschrieben :
2 ® r (2i ) , (2 * )

' , (2 *) s
1 1 r (2a :) ä . (2 x) 3

t , , ~ xr (2x ) , (2 a ;)
’

, (2 * ) "
, 1 1 r ( 2 ®) »

, (2 a :) 3
, (2 a ;) 4

Mxy 8 [ 11 T 2 ! ' 3 !
"1 J 8 L 2 ! ' 3 ! 4 !

oder
11) Mx

2 X
8 [e2 * — 1] — | [e2 :

~ [2 x 2 x 1 ]

1 - V1

= 4
’

[2 * - 1 ] - T [2 * - 2 * - 1 ] = 4
*

[2 ® - 1] + T8 L . J 8 L J 1 8

In gleicher Weise läfst sich dieselbe Kurve mit Hülfe der Gleichung
x =

oder , indem man den Nullpunkt um die Strecke 1 nach oben ver¬
schiebt , mit Hülfe von

12 ) lg ( 1 + 0)
* '

_ i_
2 ^ 3 +
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behandeln . - Man kann aber die obigen Resultate 'von den zum Recht¬
eck AD CD gehörigen abziehen und so das Nötige für die Fläche
CDE sofort hinschreiben . So ist z . B .

13) F ' = F = xex — (ex — 1 ) = e* (x — 1 ) -f- 1 — y (lg ?/ — 1 ) -f- 1
i

Die Behandlung der Reihe 12) würde auf (1 -j- g) [lg (1 -f- g) — 1] -f- 1
führen . Man achte darauf, dafs die Formeln für F ' und My identisch
sind.

Das statische Moment von CDE für die Y- Achse wird

My = (xe?) ^ — \ex (x — 1 ) - j- 1 ] = e* - x -f- lj — 1

= y [t ig y? — ig y + i] — 1 •
Man achte darauf , dafs dies die Hälfte von Ty ist .

Das Trägheitsmoment für die Y- Achse wird

. Ty = — [e* (®* — 2x + 2) — 2] = e* — x* + 2 ^ — 2] + 2

= y [t Gg yf — Oe yf + 2 ig y — 2] + 2 •
Als statisches Moment für die Y - Achse findet man

ML = (x # ) \ - A [^ - l ] = ^ (f - T) + l = ^ [| lg2/ - A] + l 7

als Trägheitsmoment für die X -Achse

E - } [^ - l ] = e^ [f - i ] + l = ^ [l - lg ^ - l ] + l .

Das Centrifugalmoment von CDE für beide Achsen wird

M '
x y

'
{ exf ‘

(2 * - 1 ) + 1 = V [2 - 2 * + ! ] + ¥

= Y t2 Gg «/) 2 — 21g2/ + ! ] + T ■

Der Schwerpunkt der Fläche CDE hat die Koordinaten

M '
y

eX [y ~ * + *] ~ 1 y \j (Jg vY — y + *] — 1
—

^ — i] -D 1
—"

y [lg y — D + 1 :

K ß t ] 1
2/ 2 [| ig2/ - r ] -M

Vs F ’
e* [a _ i ] r y [lg y — 1] + 1

Die Trägheitsradien sind
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—— x 2 i x — 2

(lg yY + 2 lg y — 2

y [lg y — i ] + 1

Die Schwingungspunkte in Bezug auf beide Achsen sind

T ' eX \ ~
%
— + 2 a; — 2J + 2

ym ' M '
x rai 2 T

~
1 i

« Ly “ * + J _

y [{ - (!g yY — lg (yY + 2 lg y — 2] + 2

y \j (ig yY — ig 2/ + 1] — 1
7

k = _ y 3 [T igy - -g-] + i .
M '

x e* *
[| - T] + I ^ [¥ 1g ^ - x] + 1

Auf die mit ~jp , -pp -
r

~pp und zusammenhängenden±v±x iviy iv±x lVly
physikalischen Dinge braucht nur hingewiesen zu werden.

Auch der durch Drehung um die X - Achse aus der Kurve
y = e* entstehende Körper läfst sich nach jeder Richtung bequem
berechnen . Denn Querschnitt

ix ■■ y2 it = e2x7t ■ r 1 , 2x . 4 x s . s x 3 . 16 x *
, 1^ L

1 + TT + ■TT + W + IT + ' ’ '>
folglich Inhalt

oder

r x , 2 x 2
, 4 x 3 . 8 x * . 1= 3r L

-i ! + -
2r + Tr + Yr + - " J

n: x . 4 x 2 . 8 x 3 . 16 x * , u= ¥ LlT ' TT "r " ~
8 \

~ ' Ti r • ' -J

[e2 * — 1 ] .J -
0

7t
¥

Sein statisches Moment in Bezug auf die durch die Y- Achse dar¬
gestellte Ebene ist aus der Querschnittsformel
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9 9r r , 2 * 4 * * 1 8s s , 1% = xfx = x & x = [ 1 + -jj + -gf + - gT i - J
r , 2 * ! , t * 3 . 8a : 4 , i= jr ^ + ir + Tr + ir + - " J

zu berechnen.. Es ergiebt sich

JV ra : 2 . 2 * 3 . 4 a;4 . 8 a;5 . "I
f

= 3r lY + l ! 3 + 2n + 3 ! h + - - -J

7t r4 x 3
, 8 a: 3

, 16 a: 4
, 32 a:5

4 L 2 + lTs + 2 ! 4 + YTT +

I [(2 ®) *
(tT Ä) + (2 *) 3

(y “ ä + (2 (y — Ä) "I- ]
r2 x : (2 a:) 2 . (2 a:) 4 . n jtr (2a :) 2 . (2 a:) 3 , (2 a;) 4 . i
LTT ' 2 ! ' 4 ! T ' '

J T L
~

2 ! ' 3 ! ' 4 ! T ’ ‘
J

1 — 2 «]

2 « 31 r2 a:~4

oder endlich

Hf =
o

7t 6 r ;-v W-1 | 7t- r - L2a; — 1J + t -

Das Trägheitsmoment in Bezug auf dieselbe Ebene folgt aus der
Querschnittsformel

« r . i 2 a: . 4 a; 2 . 8 a; 3 . "1* * LI + Ti + TT + ÜT + ■ ■ -J
2 a;3 , 4 a: 4

q = tf %x% = itx 2 e2x ■

Es folgt

r » , 2i ä , 4r , 8 * s . i= * [ ^ + Tr + -2r + ir + H -

Z, rx 3 . 2 x 4 , ix 5 . 8 x6 , -l
^

= 7r LY + in + 2r5 + 4r6 + - - -J -

Die Zerlegung in Nr . 195 giebt

|
T=

8: [ ( 2 ^ ) ®
(~ — Ir + ^ i) + ( 2 * )4

(st — 5l + fi ) + ( 2 * ) 5
( li — ri + li ) "i- ]

- | (2 *), [if + ^ + ^ + " ] - x (2 *) [^ ! + Tr + ^ + - "]
r (2a;) 3

i (m *
i c2a;) 5

I i' 8 L 3 ! ' 4 ! ' 5 ! J

= ~ \ eix — 1 ] — ~ [ e2 * — 1 — + J [ e! . 1 2x 4x 2l
1 i 2

~j
7t
I
7t

T

= ^ e2 * [2a :2 — 2a ; - f- 1 ]

e2x [2 a;2 — 2x -{- 1]

- - [2 a;2 — 2x — 4 x2 + 1 + 2 « - f- 4 a;2]
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Der durch. Drehung um die Y"-Achse entstehende Körper kann mit
Hülfe der Querschnittsformel

x%% = x [lg ( 1 + s)f = ä [y

behandelt werden . Einfacher geschieht die Berechnung jedes seiner
beiden Teile , indem man von dem durch Drehung des Rechtecks
AB CD .entstehenden Cylinder den vorher berechneten Körper ab¬
zieht . Ebenso verfährt man mit dem statischen und dem Trägheits -

Momente.
Damit kann die Untersuchung von y = ex und x = e\gy ab¬

geschlossen und als Beispiel für die Behandlung anderer transcendenter
Kurven hingestellt werden.

Big . 150 .

D . Die Scli ielitenf'orrnel für Kreisbogen.

196) Die Tragweite der Schichtenformel läfst sich dadurch er¬
weitern , dafs man sie auch auf concentrische Kreisbogen anwendet.
Ein Beispiel wird dies klären .

Kreisbogen und Kreisfläche .
Die Kreislinie von Radius r hat den
Umfang 2rx . Ihre sämtlichen Punkte
haben vom Centrum die Entfernung r .
Während also

qr = 2rn
als Querschnitt aufzufassen ist , kann man

qr — (2rx ) r = 2Fx

als Polarmoment erster Ordnung ,
. qr — (2rn ) r l = 2r s jr

als Polarmoment zweiter Ordnung betrachten .
Demnach wird die Fläche des Kreises von 0 bis r

F = 2 x ~ = r 2jt ,
o *

das Polarmoment erster Ordnung der Kreisfläche

Jff = 2ar
.
a

-ifjp s ,

das Polarmoment zweiter Ordnung der Kreisfläche

m 2jtr 4
_ r *n

-* p ~ ~
1T

'

Letzteres ist das polare Trägheitsmoment .
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