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Abschnitt IV.

Centrifugalmomente und Trägheitsmomente
für beliebige Achsen .

109) In den vorigen Abschnitten wurden die Trägheitsmomente in
Bezug auf besonders bequem liegende Achsen, meist Symmetrieachsen,
berechnet . Gewisse Aufgaben der Festigkeitslehre und der Dynamik
beanspruchen aber ihre Kenntnis für ganz beliebig liegende Achsen .
Der Fall der Parallelverschiebung ist schon in Kr . 27 ) abgethan . Es
fragt sich, welche Änderungen eintreten , wenn man die Achse um irgend
einen Punkt dreht . Auf was es dabei ankommt , das ergiebt sich aus
folgender Aufgabe : Die Träghe
Bezug auf zwei aufeinander
senkrechte Achsen OA und OB
seien bekannt ; wie grofs ist ihr
Trägheitsmoment in Bezug auf
eine Achse OA1 } die mit OA den
Winkel a bildet ?

Auflösung . Tx
= fy 2 und

fx % seien die bekannten
auf OA und OB bezogenen Trägheits¬
momente einer gegebenen Fläche .
In Figur 87 ist ein Flächenteilchen
/ ' dargestellt , dessen Entfernungen
von diesen Achsen y und x sein
mögen , während es von den neuen
fernungen y und § hat . Dann ist

itsmomente einer Fläche in

IOg . 87 .

X .

Achsen OAt und OBt die Ent -

folglich

oder auch

- BE — OE = y cos a — x sin a ,

rf = y%cos2 a -j- x2 sin2 « — 2xy sin « cos a

rf = t/2 cos 2 a -f- x? sin2 cc — xy sin 2 a .
Holzm .it Iler , Ingenieur - Mathematik . I . 5
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Folglich , ist das Trägheitsmoment des Teilchens f in Bezug auf OAt
frf = cos 2 afy 2 - f- sin2 « / ’*2 — sin 2afxy ,

und das gesuchte Trägheitsmoment der Gesamtfläche

2 | = frf 2 — cos2 « ^ fy 2 - |- sin2 « fx 2 — sin2 « fxy .

Bezeichnet man den Ausdruck fxy mit Mxy , so hat man die
Gleichung

Tj = cos 2 « Tx - j- sin2 a Ty — sin2a Mxy .
Der Ausdruck Mxy wird aus später anzugebenden Gründen der

Dynamik als das Centrifugalmoment oder auch als das Deviations¬
moment der gegebenen Fläche in Bezug auf die X -Achse und Y-Achse
bezeichnet. Kann man ihn für eine gegebene Fläche berechnen, so ist
die oben gestellte Aufgabe gelöst . Es wird sich aber zeigen, dafs durch
die Kenntnis der Centrifugalmomente noch eine ganze Reihe anderer

Aufgaben lösbar wird , so dafs es
sich der Mühe verlohnt , sie ge¬
nauer zu untersuchen .

110) Veranschaulichung
des Centrifugalmomentes
einer Fläche .

In Figur 88 ist eine Fläche F
als Grundrifs gezeichnet und auf
ein Koordinatensystem OA und
OB bezogen, so dafs z . B . das
Teilchen / von beiden Achsen
die Entfernungen * und y hat .
Nach Obigem handelt es sich
darum , für den Ausdruck fxy
eine Deutung zu finden.

Man denke sich über jedem
Flächenteilchen f eine Säule von
der Höhe *, also vom Inhalte fx
errichtet , dann ist ihr statisches
Moment in Bezug auf die Achse
OA gleich fxy . Diese sämtlichen
Säulen bilden aber einen senk¬
rechten Cylinder (bezw . einPrisma )

urch OB gehende und unter 45°
geneigte Ebene schräg abgeschnitten ist . Dieser ist im Aufrifs dar¬
gestellt .

Fig . 88 .

Aufrifs

Grundrifs

über der Fläche , der durch eine
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Die Summe aller Ausdrücke fxy bedeutet also das stati¬
sche Moment des über der Fläche F stehenden und so ab¬
geschrägten Cylinders in Bezug auf die Achse OA . Dies ist
zugleich die Veranschaulichung des Centrifugalmomentes der
Fläche F in Bezug auf die beiden Achsen .

Statt dessen hätte man über jedem Teilchen f auch eine Säule
von der Höhe y errichten und das statische Moment in Bezug auf
die Achse OB bilden können . Dies hätte ebenfalls fxy gegeben.
Schrägt man also den über F stehenden Körper durch eine Ebene
ab , die unter der Neigung 45° durch OA geht und sucht man das
statische Moment in Bezug auf OB , so findet man dasselbe Centri-

fugalmoment wie vorher .
Gerade wegen dieser Symmetrie gegen x und y , die in ihrer

Bedeutung vertauscht werden dürfen , empfiehlt sich für das Centri-

fugalmoment die Bezeichnung Mxy .
Macht die Berechnung für die eine Auffassung . Schwierigkeiten ,

so versuche man es mit der andern . Einige Beispiele werden dies
näher erläutern .

111 ) Aufgabe . Das Centrifugalmoment des
Rechtecks in Bezug auf dessen Seiten b und
h zu bestimmen .

Auflösung . Geht die abschrägende Fläche
durch h , so ist der Inhalt des Körpers

J = {bli) \ bfh
2

Das statische Moment in Bezug auf b ist dann

Hg . 89.

B
\
-

h

T - —J 2
— bfh h

2 ¥
Vfhf”

1T
” Fig . 90 .

Der Wert
Vfh?

4

ergiebt sich auch bei der andern Auffassung,
wo die Abschrägung durch b gewählt ist .

112 ) Aufgabe . Das Centrifugal¬
moment der Kreisfläche in Bezug auf
zwei einen rechten Winkel bildende
Tangenten zu bestimmen .

Auflösung . Der Inhalt des Schrägkörpers wird bei beiden Auf¬

fassungen {r 2 n) r = Fit . Der Schwerpunktsabstand von der Moment¬

achse ist r , also wird Mxy
— r °n ■ r ■ d 4jr

HT
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113) An wen düng des Cent rifugalmo men tes auf die Schwer¬
punktsbestimmung abgeschrägter Körper .

Über einer Fläche F stebe eine senkrechte Säule, die durch eine
Ebene von zunächst 45° Neigung abgeschrägt werde . Nach Nr . 21 )
ist ihr Inhalt J gleich dem statischen Momente My in Bezug auf
die Schnittlinie OB der Schrägebene mit der Grundfläche , und die
Schwerpunktsprojektion des Körpers hat nach Nr . 48 ) von OB die
Entfernung

_ T y Trägheitsmoment
* M y statisches Moment ’

wobei beide Momente auf OB bezogen sind.
Die andere Koordinate y . wird mit Hülfe des Centrifugalmomentes

berechnet , wenn man dieses selbständig ermitteln kann . Das statische
Moment des Körpers in Bezug auf OA ist nämlich nach Nr . 110)

ys
■ J = ALxy ,

also erhält man
_ Mxy Mxy Centrifugalmoment

J -My statisches Moment
Die Koordinaten y und x verhalten sich also wie das Centrifugal¬

moment zum Trägheitsmoment .
In dem genannten Punkte ist auf der Grundfläche F ein Lot

bis zur Abschrägungsfläche zu errichten , dessen Höhe gleich xs
wird .

In der halben Höhe befindet sich der Körperschwerpunkt .
Ist die Neigung der schrägen Schnittebene nicht 45 °

, sondern
eine beliebige , so bleiben die Koordinaten für die Projektion des
Schwerpunktes dieselben. Die Höhe des zugehörigen Lotes wird
xs

■ tang a . Im Halbierungspunkte desselben befindet sich der Körper-

Damit ist zugleich die Lage der
Resultante des seitlichen Wasserdrucks
gegen beliebig gestaltete ebene Flächen
vollständig bestimmt .

114 ) Aufgabe . Über einem Halb¬
kreise mit dem Durchmesser OA
stehe ein abgeschrägter Körper ,dessen Schnitt ebene durch die
Tangente OB geht . Der Schwer¬
punkt des Körpers soll bestimmt
werden .

Auflösung . Die Koordinate x für die Projektion des Körper¬
schwerpunktes wird

Schwerpunkt.

Fig . 91 .
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r *n , . r %7t
Ty

~
8 ^ r ' ~

2
~

5
= M y

~ r 2n i r '

2
' r

_ J$ xy _ - Mxy
y'

*
= ~j ~ ~~ iijr

■

Hier handelt es sich um einen Pall , wo das Centrifugalmoment
aus Symmetriegründen besser mit Hülfe der andern Abschrägung
berechnet wird . Der Inhalt des neuen Körpers wird bei 45° Neigung

der Schrägfläche nach Nr . 21 ) J = ■ ~~ = J -. r 3
, der Hebelarm für

das statische Moment in Bezug auf OB ist r , also ist MXIJ = | - r4.
So ‘folgt schliefslich für den zuerst betrachteten Körper

y r s n An~
2

~

Das an der Stelle x , ys
errichtete Lot hat die Höhe r . In

der halben Höhe , d . h . in der Höhe -| r , befindet sich der Körper¬
schwerpunkt . Bei anderer Neigung
ist mit tang « zu multiplizieren .

Der Abstand ys entspricht dem
des Schwerpunktes der Kreisfläche
von OA . Es fragt sich , ob dies
in allen Symmetriefällen stattfindet ;
wie sich sofort zeigen wird , ist
diese Frage zu bejahen.

115) Der Pall der symme¬
trischen Fläche . Die im Grund¬
rifs gezeichnete Fläche F sei
symmetrisch gegen CM . Jeder
Schnitt wie KL erscheint dann im
Aufrifs als Trapez K l Ll Tj2 K .t mit
der Mittellinie M1 M2 . Das Moment
dieses Schnittes in Bezug auf OA
ist also ebenso grofs , als ob über
KL ein Rechteck von der Höhe
Mx M2 stände . Dies gilt für jeden
der zu KL parallelen Schnitte ,
folglich ist das statische Moment
des abgeschrägten Körpers in Bezug

Fig . 92 .

Aufrifs

Grundrifs

X = Ll
j

Dagegen wird
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auf OA ebenso grofs , als das der Säule von überall gleicher Höhe
M1 M2 . Folglich liegt die Schwerpunktsprojektion für den
abgeschrägten Körper , in derselben Entfernung y , wie bei
der gewöhnlichen Säule , d . h . in der Schwerpunktsentfernung
der Grundfläche . Dagegen hat xs

für beide Fälle verschiedene Lagen.
Im Falle der Symmetrie ist demnach das Centrifugal -

moment besonders leicht zu berechnen . Man multipliziert den
Inhalt des über F stehenden Körpers , der durch eine Ebene ab¬
geschrägt ist, die selbst durch eine zur Symmetrieachse Parallele OS

geht , mit dem Schwerpunktsabstande der
Fläche von der zweiten Achse , so dafsFig . 98.

M
ist . xy

u J = y M'SS S V

So erhält man z . B . für die vorige Halb¬
kreisaufgabe sofort Mxy = ~ ~ = | c4

ohne Benutzung der zweiten Abschrägung .
Ebenso folgt für die nebenstehende

Halbellipse
M _ if ®

. fr _ 1 nw

Aus den Anwendungen auf abgeschrägte
Körper folgen auch solche, die sich auf Drehungskörper beziehen.

116 ) Aufgabe . Wie hoch liegt der Schwerpunkt eines
Guldinschen Drehungskörpers ?

Fig . 94.

Bezeichnet man die Schwerpunktshöhe mit

Auflösung . Das
Flächenteilchen f giebt
bei der Drehung den
Inhalt 2 nfx , sein sta¬
tisches Moment in Be¬
zug auf die durch OA
dargestellte Grundebene
ist also 2 itfxy , das
statische Moment des
Gesamtkörpers in Be¬
zug auf die Grund¬
ebene wird also gleich
27t ^ \ fxy oder27iMx1J.

h
s , so erhält man

ä • J = 27tM .s xy
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Da nach. Guldin J = 2qtcF = 2jtM v ist , wo M v das statische

Moment der Fläche in Bezug auf die Achse OB bedeutet , so wird

^
2 rtMxy MXy Centrifugalmonaent

* 2 n My M y statisches Moment

Ebenso hoch liegt der Schwerpunkt für jeden Sektor

eines solchen Körpers .
Ist der Sektorwinkel unendlich klein , so kann man den Sektor

als abgeschrägten Körper im obigen Sinne betrachten . Darin liegt
die Übereinstimmung der Resultate , die sich auch auf den Symmetrie¬
fall ausdehnen lassen.

117 ) DerDr ehungs -
körper im Symmetrie¬
falle .

Ist dieFläche sym -
me tri sch ge gen eine zur
Drehungsachse paral¬
lele Gerade , so liegt der
Schwerpunkt des Dre¬
hungskörpers ebenso
hoch , wie der der er¬
zeugenden Fläche . Der
Beweis ergiebt sich aus
Obigem.

Hier findet also ein ähnliches Ausgleichen statt , wie vorher bei

den Trapezfiächen . (Dafs bei unsymmetrischen Flächen der Satz

nicht mehr gilt , sieht man z . B . am geraden Kreiskegel , dessen

Schwerpunktshöhe h
a

— — ist , während die der Fläche F = — ist .)

Fig . 95 .

B

118) Deutungen des Centri - mg. 96.

fugalmomentes mit Hülfe der
Dichtigkeit oder des spezifischen
Gewichtes .

a) Statt über der Fläche F einen
abgeschrägten Körper zu errichten ,
kann man eine Massenbelegung an¬
nehmen , deren Dichtigkeit in jedem
Punkte z . B . proportional dem Ab¬
stande x von OB ist . Setzt man
die Dichtigkeit gleich x selbst , so
ist das statische Moment der so belegten Fläche in Bezug auf die

Achse OA gleich
'
^ fxy

ihrer Bedeutung mit einander vertauschen .
Mx Dabei kann man die Achsen in
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b) Statt dessen kann man den mittels OB abgeschrägten Körperbeibebalten , aber seine Dichtigkeit proportional zu y setzen . Setzt
man sie gleich y , so wird der Masseninhalt des Körpers gleich
^ fxy = M xy .

119) Anwendung auf die Centrifugalkraft ebener Flächen .Man denke sich eine ebene Fläche homogen mit Masse belegtund um eine Achse OB ihrer Ebene gedreht . Jedes Teilchen f im
Abstande x von der Drehungsachserig - 97- erhält dann eine Centrifugalkraft /hff 2,ß wo & die auf den Radius 1 reducierte
Winkelgeschwindigkeit ist .

Die gesamte Centrifugalkraft ist
dann ft2 d . h . ebenso
grofs, als ob die gesamte Masse F im
Flächenschwerpunkte vereinigt wäre.

_ Der Angriffspunkt der Centrifugal -ö A kraft fällt aber nicht mit dem Flächen¬
schwerpunkte zusammen. Um ihn zufinden , errichte man auf der Fläche Lote gleich der Centrifugalkraftim entsprechenden Punkte . Dies giebt einen Diagrammkörper , derin obigem Sinne abgeschrägt ist . Die Projektion seines Schwerpunktesauf die Fläche I ' giebt den Angriffspunkt der Centrifugalkraft .Seine Koordinaten ergeben sich nach Kr . 113) aus

x = _Jf „ — .M
y

’ My
Ist die Fläche symmetrisch in Bezug auf eine zu OB paralleleGerade, so stimmt ys mit dem Schwerpunktsabstande der Flächeüberein , so dafs dann die Richtungslinie der Centrifugalkraft durchden Flächenschwerpunkt geht , was durchaus nicht allgemein derFall ist .

Das Moment der Centrifugalkraft in Bezug auf die Punkte derAchse OA ist in jedem Augenblicke gleich
* 2 fxy = ff 2 Miy ,

für den Sonderfall ff = 1 geht dies in Mxy selbst über .Es handelt sich in der That bei Mxy um ein bestimmtes Momentder Centrifugalkraft , so dafs der Karne Oentrifugalmoment sehr be¬zeichnend ist .
Ist die Achse OB nicht fest und keine freiwillige Drehungsachse ,so würde die Centrifugalkraft ein Umstürzen , also eine Abweichung
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von der ursprünglichen Drehungsbewegung erstreben , so dafs auch
der Name Deviationsmoment brauchbar erscheint .

Wie grol 's

Fig . 98 .

120) Beispiel des Dreiecks .
Ein Dreieck drehe sich um die Achse OB.

ist die entstehende Centrifugalkraft , und
wo greift sie an ?

a) Geometrische Behandlung . Man
denke sich auf der Fläche Lote errichtet , die
gleich den einzelnen Centrifugalkräften fxfr 2,
also proportional zum Abstande x sind . Der
entstehende Diagrammkörper ist eine Pyramide ,
deren senkrechte Höhe im Punkte A zu denken
ist . Ihr Schwerpunkt wird gefunden, indem man
den Flächenschwerpunkt S mit der über A
schwebenden Spitze verbindet und von der Ver¬
bindungslinie den vierten Teil abschneidet . P ist
dann die Projektion des Schwerpunktes ' und zugleich der gesuchte
Angriffspunkt der Centrifugalkraft . Die Koordinaten von P sind

6 I 12x
8 + TT 6 & . & = &

a i « 2 ’
h
3
" £ h

i 3
h
T ‘

In 8 hat man sich die Masse vereinigt zu denken , um die Centri¬

fugalkraft m ^ d'2 zu finden. Da aber die Fläche des Dreiecks als

und man erhält alsMasse betrachtet werden kann , so folgt m
Centrifugalkraft

P
bh b hb*# *
- -EM = -
2 3 6

So wird 8 benutzt , um die Gröfse der Centrifugalkraft zu finden.
Ihr Angriffspunkt aber hat ganz andere Koordinaten als S.

b) Behandlung mit Hülfe des Trägheits - und Centrifugal -
moments .

hb s W
12

bh
2

b
_ '

¥ ’ y > m
24

w
“

V

Die Kraft wird ebenso berechnet wie vorher .

121) Beispiel des Viertelkreises , der sich um OB dreht .
Gemischte Behandlung . Der mittels OB abgeschrägte Körper

hat den Inhalt
r %n 4 r r3
AT ’ 3ä ==

3
'J -
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(Ebenso grofs ist das statische Moment My der Fläche .) Seine
Schwerpunktsprojektion hat die Koordinaten

Fig . 99. Tv
r l ic
TtT
r3
¥

3 7t= — r und .16 y, _ 9

Hier versagen zunächst die bisherigen Me¬
thoden zur Berechnung von Mxy . Der Dia¬
grammkörper der Centrifugalkraft (bei der
Drehung , um OB ) ist aber ein Sektor der
Halbkugel , dessen Schwerpunkt mit dem
der letzteren in derselben Höhe ys

= — r
liegen muls . (Vgl - Method. Lehrbuch , II ,

g ^»3 .̂4
Stereom . 56 . ) So findet man zugleich M = yM = ^ r * -̂ = -̂ -

S xy Js y 8 3 8
Dasselbe Resultat giebt die später zu behandelnde Sumnienformel . Über

jedem Schnitte x ist nämlich ein Dreieck vom Inhalte x ) x
T zu

0[j^denken , dessen statisches Moment in Bezug auf OA gleich — y ist .
Dafür kann man schreiben

2/ 2 r
22 y = jy

-

Nach der Summenformel ist dann das Moment von y = 0 bis y = yt gleich
vlAVi

2l
Für y1 = r wird dies

~ (2r 2 — r 2)
Folglich ist

r
Y

M„
- r .

Wiederum haben die Koordinaten des Angriffspunktes nichts mit dem
Flächenschwerpunkte 8 zu thun . Letzterer giebt als Gröfse der
Centrifugalkraft

Am 4rm
S 7t

My tf

Zugleich hat man gesehen, dafs im allgemeinen Rechnungsmethoden
zur Anwendung kommen müssen, wie sie später behandelt werden sollen.

Ein wirklicher Einblick in die Lehre von der Centri¬
fugalkraft ist nur möglich auf Grund der Kenntnis der
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Trägheits - und Centrifugalmomente , die uns die Koordinaten
der Angriffspunkte geben . —

122 ) Fälle , in denen das Centrifugalmoment gleich Null
oder gleich einer Konstanten wird .

Die allgemeine Bekanntschaft mit mechanischen Vorgängen läfst
es bequem erscheinen , an der Hand der Centrifugalkraft ebener
drehender Flächen einige besondere Fälle
zu betrachten .

Rg.- ioo .
a) Hat die Fläche eine Symmetrie¬

achse, und betrachtet man diese als
Drehungsachse , so heben sich die Centri-
fugalkräfte je zweier symmetrischer
Teilchen gegenseitig auf. Die Centri¬
fugalkraft und ebenso das Centrifugal¬
moment wird gleich Null . Also :

Das Centrifugalmoment einer
Fläche in Bezug auf eine Symme¬
trieachse und eine zu ihr Senk¬
rechte ist stets gleich Null .

b) Denkt man sich die beiden symme¬
trischen Teile gegeneinander verschoben,
wie in Figur 101 , so ist die Summe der Centrifugalkräfte zwar noch
immer gleich Null , da aber die Resultanten nicht in dieselbe Linie
fallen , so entsteht ein Kräftepaar
(Drehungspaar ) . Das Moment der Centri¬
fugalkraft wird , wennjede derResultanten
gleich p und ihre gegenseitige senkrechte
Entfernung gleich e ist , in Bezug auf
jeden Punkt der Achse OB gleich pe .
Dabei ist es durchaus nicht nötig , dafs
die beiden gegeneinander verschobenen
Teile ursprünglich symmetrisch waren,
wenn nur die Achse durch den Schwer¬
punkt geht . Folglich :

Das Centrifugalmoment einer
ebenen Fläche in Bezug auf eine
Schwerpunktsachse und jede Nor¬
male der letzteren hat einen konstanten Wert . Beide Achsen
sind dabei in der Ebene der Fläche zu denken.

c) Fälle, in denen das Centrifugalmoment gleich Null wird , kann
man sich leicht konstruieren . So kann man z . B . Fig. 102 so ein¬
richten , dafs die vier einzelnen Centrifugalkräfte im Gleichgewichte

Fig. 101 .
B

s , P

\ &
P, . .

A ^

_ *-p

0
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stehen, d . h . dafs das Moment des Kräftepaares der Centrifugalkräfte
gleich Kuli wird.

d) Es giebt rechtsdrehende und linksdrehende Kräftepaare . Fafst
man das Moment der ersteren als positiv auf, so ist das der letzteren
negativ . Demnach kann auch das Centrifugalmoment einer Fläche in
Bezug auf zwei Achsen negativ sein. Man hat dann nur nötig , die
eine Achse als entgegengesetzt gerichtet aufzufassen, um ein positives
Moment zu erhalten .

Fig . 102

'yŷ //y/y/A 'Z '.

Fig . 103 .

Fi g . 104 .

Liegt einFlächenteilchen im ersten oder dritten Quadranten , so ist sein
Centrifugalmoment positiv . Liegt es im zweiten oder vierten , so ist es
negativ . Ebenso ist es bei der gesamten Fläche leicht zu entscheiden, ob
in Bezug auf die Koordinatenachsen ihr Moment positiv oder negativ ist .

Aus diesen Betrachtungen mechanischer Art lassen sich Sätze
über Centrifugalmomente und abgeschrägte Körper ableiten . Bei
letzteren ist der über der Grundrifsebene liegende Teil als positiv , der

andere als negativ aufzufassen.
Der unter b) angedeutete Satz

ist ein Sonderfall eines allgemeineren
Verschiebungssatzes , der sichfolgender-
mafsen ergiebt .

123) Vierschiebungssatz für
das Centrifugalmoment .

Das Centrifugalmoment für zwei
aufeinander senkrechte Schwerpunkts¬
achsen einer Fläche sei bekannt . Man
suche das Centrifugalmoment für zwei
parallele Achsen OA und OB , wobei

0 in Bezug auf S die Koordinaten — p , — q habe . Waren die
ursprünglichen Koordinaten eines Flächenteilchens f durch § und v\
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gegeben, so sind die neuen Koordinaten a; = jp 2/ = 2 + und
das Produkt xy wird gleich (jp -{- §) (g - (- r[) — pq -f- {- 17 -j- pr \ - (- gl ,
so dafs

2fxy =
wird . Der erste Posten giebt pqF , der zweite ist das ursprüngliche
Centrifugalmoment M%n , der dritte wird Kuli , da es sich um das
statische Moment in Bezug auf eine Schwerpunktsachse handelt .
Ebenso verschwindet der letzte Posten . Man hat also

Mxy = .Mi,, - f- pqF .

Folglich : Bei der durch x = | p und y = fj q bestimmten
Parallelverschiebung der Achsen aus der Schwerpunkts¬
lage wächst das ursprüngliche Centrifugalmoment um das
Produkt aus der Fläche F und dem Verschiebungs¬
rechteck pq .

Haben p und q gleiche Zeichen , so ist der Zuwachs positiv ,
haben sie verschiedene Zeichen, so ist er negativ . Ist p oder q gleich
Kuli , d . h . verschiebt sich nur die eine der Schwerpunktsachsen , so
ist der Zuwachs gleich Kuli , und das Centrifugalmoment bleibt un¬
verändert . War das ursprüngliche Centrifugalmoment gleich Kuli ,
was bei Symmetrieachsen stets der Fall ist , so ist

Mxy = pqF ,
was bequem ausgewertet werden kann . (Später wird sich zeigen,
dafs dies bei jeder Mittelpunktsachse regelmäfsiger Flächen der
Fall ist .)

Die Fälle , in denen das Centrifugalmoment gleich Kuli ist , sind
von besonderer Wichtigkeit für die Berechnung von Trägheitsmomenten
für beliebige Achsen , denn die in Kr . 109 ) abgeleitete Gleichung

Ty = cos3 uT x -)- sin2 uT y
— sin 2 aM xy

geht dann über in die einfachere Form

T
^

= cos 2 kT x —{— sin2 ccTy .

124) Der Trägheitsradius .
Für das Rechteck war in Bezug auf die Seite b das Trägheits -

l>h s
moment T = -y • Man kann fragen , in welcher Entfernung von b

man sich die gesamte Fläche (Masse ) concentriert denken müsse,
damit das Trägheitsmoment dasselbe sei . Man erreicht dies , indem

hh 3
man Fq 2 = T , also hier bhq 2 = — setzt . Für das Rechteck folgt
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— , oder q — — • Allgemein erhält man für jede be¬

liebige Fläche

* - V:
Für die Mittellinie des Rechtecks erhält man

/ W*

' T
F

_ l / —
T _ 1/ 12 _ h _

Q ~ V F ~~ U> 6 r 0 -
Beim Kreise ergiebt sich in Bezug auf den Durchmesser

9
- l/ —t __ y _

4_
TP

’ '

Den so bestimmten Radius nennt man den Radius des Trägheits¬
momentes oder kurz den Trägheitsradius .

Entsprechende Betrachtungen kann man für das polare Trägheits¬
moment anstellen , wo sich ergiebt

-Vi-
So ist z . B . für die Kreisfläche

9 r it j/ 2 2 ’
■Der Trägheitsradius dient zur Vereinfachung von Rechnungen und
Formeln .

Ein Beispiel für seine Verwendung bietet die folgende Aufgabe.

Flg 105 125 ) Aufgabe . Ein ring¬
förmiger Körper entstehe
durch Drehung einer sym¬
metrischen Fläche um eine
zur Symmetrieachse pa¬
rallele Gerade . Wie grofs
ist das Trägheitsmoment
des Drehungskörpers in
Bezug auf diese Achse ?

Auflösung . Jedes Flächen¬
teilchen f in der Entfernung
q -f- x von der Achse OB giebt

nach Guldin einen Ring vom Inhalte 2 (q - |- x) %f . Ist m die Masse
dieses Ringes , so ist sein Trägheitsmoment in Bezug auf OB gleich
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m (p -j- xf , also ist , da die Masse m mathematisch genommen mit dem
Inhalte übereinstimmt , das Trägheitsmoment gleich

2 (p -f - x) -f- xf == 2 -f- xf
oder gleich

2 af (jf -f - 3 p2* -f- 3 qx 2 -f- *3) .

Aus Symmetriegründen gehört zu jedem Teilchen f in der Entfernung
p -f- x ein entsprechendes in der Entfernung p — x , und für dieses
ergiebt sich ebenso ein Partialring vom Trägheitsmomente

2 «/ '
(p 3 — 3 p 2* -j- 3 p *2 — xs) .

Beide Partiali -inge zusammen haben also das Trägheitsmoment
2 3tf (2 Q

* + 6 p 2*2) .

Für das gesamte Trägheitsmoment

T = 2 2 */> ** ^

folgt daraus , dafs Glieder mit ungeraden Potenzen von x wegfallen
und nur die mit geraden Potenzen stehen bleiben . Demnach wird

T = 2 + 6 TtQ^ fx 2.

Hier bedeutet 2f die Fläche F und fx 2 ihr Trägheitsmoment
T± in Bezug auf die Symmetrieachse . Führt man . den Trägheits¬
radius px dieser Fläche mit Hülfe der Gleichung q\F = Tl ein,
so folgt

T — 2 stp .Fp 2 -j- 6 jrp -Fp 2
,

oder , da 2tcqF = J ist ,
T = j (p

2 + 3 ^ ) .
In Worten läfst sich der Satz ausdrücken :

Entsteht ein Ringkörper durch Drehung einer symme¬
trischen Fläche um eine zur Symmetrielinie parallele Achse ,
so ist das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf die

Drehungsachse gleich j (p
2 -j- 3p 2

j , wo J den Inhalt des
Körpers , p den Abstand der Symmetrielinie von der Achse ,
pj den Trägheitsradius der Fläche in Bezug auf die Sym¬
metrielinie bedeutet . Der Trägheitsradius des Körpers ist

also gleich ]/p 2 -}~ 3p 2 .
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Fig . 106 . 126 ) Beispiel des Ring -
körpers mit Kr eis quer schnitt .

Hier ist der Inhalt
J = 2 QTtr ^ it — 2 pr 2 ?r2.

In Bezug auf DE ist für die
7' ^ 7CFläche des Kreises T, = —— , ausi 4 7

q \ F = Tl oder 9 \ ■ r* * = ~

folgt = — ■ Demnach wird das

Trägheitsmoment des Körpers
T = J (p

2 + 3 q\ ) = 2 qv % (V + ■

127 ) Der Radius des Centrifugalmomentes .
Ebenso könnte man fragen , wo man sich die gesamte Fläche

(Masse ) vereinigt denken müsse,
um in Bezug auf zwei Achsen OA
und OB dasselbe Centrifugalmo-
ment zu erhalten . Dann hätte man
zu setzen

F x • y — A[ x y ,oder

Ist der Ausdruck rechts positiv,
so sind im ersten und dritten
Quadranten unendlich viele Stellen
möglich , da zwei veränderliche
Gröfsen x und y vorhanden sind.
Die gesuchten Punkte liegen auf

einer gleichseitigen Hyperbel mit dem konstanten Rechteck xy = •
Eins dieser Rechtecke ist ein Quadrat vom Inhalte

seine Seite ist

Die Ecke C ist symmetrisch gegen beide Achsen und wird am bequemsten
für die Anbringung der Masse F sein. Nur noch Ct würde ebenso
bequem liegen . Die positive Gröfse c bezeichnet man als den Radius
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des Centrifugalmoments . Man pflegt zum. Zwecke graphischer Dar¬
stellungen c als 01 ) auf OG abzutragen , was ganz naturgemäfs der
Symmetrie gegen die beiden Achsen entspricht .

MxtIst dagegen die rechte Seite von xy = negativ , so würden
die entsprechenden Punkte im zweiten und vierten Quadranten liegen,
wobei es sich um ein Quadrat mit den Seiten -j- c und — c handeln

würde. Da jetzt c XIJ
F imaginär sein würde , könnte man von

einem reellen Radius des Centrifugalmomentes nicht mehr reden . In
solchen Fällen ist es besser, die positive Richtung z . B . der X - Achse
entgegengesetzt anzunehmen und
so das Imaginäre zu vermeiden.
Hier sollen solche Fälle möglichst
ausgeschieden werden . Die Dar¬
stellung beschränkt sich also auf
zwei Quadranten .

128 ) Beispiel des Recht¬
ecks .

In Bezug auf die Achsen OA
und OB war

M = W
AfJ-xy ^ >

so dafs

xy F

bOi?
4 bh b h
bh 4 2 2

ist . Demnach geht die gleichseitige Hyperbel durch den Mittelpunkt
M des Rechtecks , und c ist mittlere Proportionale zwischen ~ und ~ •
Auf der Winkelhalbierenden OE ist OK = c abzutragen .

129 ) Beispiel des Viertelkreises .
Nach Nr . 121 ist in Bezug auf OA

und OB
r4

Fig . 109 .

Es folgt

also c

M Xy =

8 r2
= Xy F Ftc 2 x ’

4

ist in 0 als Winkelhalbierende einzutragen .

Holzmüller , Ingenieur - Mathematik . I .
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130 ) Satz von der Trägheitsellipse .
In Abschnitt 109 war gezeigt worden, dafs man aus den Trägheits¬

momenten Tx und Ty einer Fläche das Trägheitsmoment Ti für eine
um a gegen OA gedrehte Achse mit Hülfe folgender Gleichung
findet :

P > = Tx cos2 cc -f- Ty sin2 cc — sin 2 cc Mxy ,
wo Mxy - das Centrifugalmoment in Bezug auf die ursprünglichen
Achsen ist . Führt man für. Ti , Tx und Ty die Trägheitsradien p, px und
p2 ein , so hat man zu setzen T -. = Pp 2

, T . = Pp 2
, T = Fq *

. Für
das Centrifugalmoment werde der Radius c durch die ' Gleichung
Mxy = Pc 2 eingesetzt . Dadurch geht die Gleichung über in

Pp 2 = Pp 2 cos2
cc -f- Pp 2 sin2

cc — Fc sin 2 cc ,
oder nach beiderseitiger Division durch F in

2 2 2,2 - 2 o 2 •
p = cos oc -f- p9 sm cc — 2 c sin cc cos oc .

Dafür kann man schreiben

^
cosa

^
2

^
sin o:

^

© ©

2
sin a cos a

9 9

Diese Gleichung läfst sich geometrisch veranschaulichen ,
die veränderliche , von cc abhängige Gröfse

Man setze
, sm ax und - = y .

9

Fig . 110 .
Dies sind dann die Koordi¬
naten eines Punktes P , für den
OP = ^ und © POA = a ist .
Setzt man aufserdem die Kon¬
stanten — — a, und -- = A ,<h . . 9«
so geht die obige Gleichung
über in

x s y * 2 xy _ _ ..
e? 62 / 1 \ 2

1 1 (t )
Bildet man also für jeden
Winkel cc den Trägheitsradius p

und seinen umgekehrten Werth ~ , und trägt man den letzteren auf
dem freien Schenkel von cc ab, so bilden die Endpunkte P die durch
die letzte Gleichung dargestellte Kurve.
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Diese ist vom zweiten Grade, also Gleichung eines Kegelschnitts .
Vertauscht man in der Gleichung - f- * mit — x und zugleich -j- y mit
— y , so ändert sie sich nicht , folglich ist sie eine Mittelpunktsgleichung ,
und 0 ist Mittelpunkt des Kegelschnitts . Da ferner das Trägheits¬
moment der Fläche für keine durch 0 gehende Achse verschwinden

kann (denn besteht aus lauter positiven Teilen) , so kann -i

für keine durch 0 gehende Achse unendlich grofs werden . Der
Kegelschnitt ist demnach eine Ellipse . Also :

Berechnet man die reciproken Werte der Trägheits¬
momente einer Fläche F für sämtliche durch einen Punkt 0
gehenden Achsen , und trägt man diese Werte auf den
Achsen ab , so bilden die Endpunkte eine Ellipse .

Diese ist die sogenannte Trägheitsellipse .
(Hätte man nicht die reciproken Werte , sondern die p selbst

abgetragen , so hätte man die reciproke Kurve der Ellipse , eine
gewisse Kurve 4ten Grades erhalten , die der allgemeinen Anschauung
weniger geläufig ist :)

Hat man die Hauptachsen dieser Ellipse , so kennt man alle
ihre Durchmesser , folglich auch die reciproken Werthe der Trägheits¬
momente für sämtliche Achsen , folglich auch die Trägheitsmomente
selbst . Man hat also eine sehr einfache graphische Darstellung .
Gleichzeitig aber lassen sich sofort zahlreiche wichtige Folgerungen
ablesen.

131 ) Folgerungen .
a) Die Ellipse hat einen gröfsten und einen kleinsten Durch¬

messer , die auf einander senkrecht stehen . Dem ersteren entspricht
das Minimum , dem letzteren das Maximum des Trägheitsmomentes .
Die Minimal - und Maximalachse stehen also auf einander
senkrecht .

Man bezeichnet beide als die Hauptträgheitsachsen der Fläche
für den betreffenden Punkt 0 .

b) Je zwei Ellipsendurchmesser , die symmetrisch gegen die beiden
Hauptachsen liegen , sind einander gleich . Folglich : Symmetrisch
gegen die Hauptachsen liegenden Achsen entsprechen gleiche
Trägheitsmomente .

c) Von den so zusammengehörigen Durchmesserpaaren bildet
nur eines einen rechten Winkel , das den Winkel der Haupt¬
achsen halbierende . Folglich : Sind die Trägheitsmomente in
Bezug auf zwei durch 0 gehende und aufeinander senk¬
recht stehende Achsen einander gleich , so findet man durch
Halbierung der Schnittwinkel der letzteren die Haupt -

6 *
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trägheitsachsen . Der Kürze halber sollen die Achsen der gleichen
Trägheitsmomente als Gleichheitsachsen bezeichnet werden.

d) Sind mehr als zwei Ellipsendurchmesser einander gleich , so
ist die Ellipse ein Kreis . Folglich : Stimmen die Trägheits¬
momente in Bezug auf mehr als zwei durch 0 gehende
Achsen überein , so stimmen sie für sämtliche überein .
(Später wird sich zeigen, dafs für jede beliebig gestaltete ebene Fläche
zwei Punkte existieren , für deren Strahlenbüschel sämtliche Trägheits¬
momente der Fläche übereinstimmen . Dies sind die sogenannten
Fixpunkte .)

e) Ist eine der durch 0 gehenden Achsen Symmetrieachse der
Fläche F , so ist sie auch Symmetrieachse der Trägheitsellipse . Folglich :
Eine Symmetrieachse einer Fläche ist stets eine der Haupt¬
achsen der Trägheitsellipse , also liegt entweder der Fall des
Maximums , oder der des Minimums vor . Gerade dieser Umstand
erspart zahlreiche Rechnungen .

f) Die Summe zweier Trägheitsmomente für auf einander senk¬
rechte Achsen ist konstant , nämlich gleich dem zugehörigen Polar¬
momente . Folglich mufs für die Ellipse folgender Satz existieren ;
Die Summe der Quadrate der reciproken Werte für je zwei
auf einander senkrechte Halbmesser der Ellipse ist kon¬

stant , nämlich gleich + -p •

132 ) Die Centralellipse . Die dem Schwerpunkte einer Fläche
entsprechende Ellipse heifst die Centralellipse . Sie ist von be¬
sonderer Wichtigkeit , weil von ihr aus alle anderen Trägheitsmomente
durch Verschiebung (Jj == T -f- e$F ) gefunden werden können.

Auch von ihr gelten die letzten Symmetriebemerkungen .
Von besonderer Wichtigkeit ist folgendes :
Hat eine Fläche mehr als zwei Symmetrieachsen , so ist

die Centralellipse ein Kreis .
In diesem Falle braucht man also nur ein einziges Trägheits¬

moment wirklich zu berechnen . Dies gilt nicht nur von den regel -
mäfsigen Polygonen , sondern auch Yon zahlreichen anderen ebenen
Gebilden, die für die Technik wichtig sind . Hierher gehören z . B.
die Kreuzquerschnitte und die Schnitte gewisser Säulen und Flügel¬
achsen. Davon wurde im Abschnitt 65 Gebrauch gemacht .

Für die Biegungs - und Strebfestigkeit lassen sich daraus sofort
T

wichtige Folgerungen ablesen. Für die erstere ist der Ausdruck —
-mafsgebend , wo a die Entfernung der äufsersten Fasern von der
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Biegungsach.se ist , für die andere der Ausdruck T seihst , der hier für

alle Achsen derselbe ist . Für Figur 111 z . B . ist in Bezug auf die

Fig . 111 .

ID

c

Fig . 112

Achse AB kleiner als — in Bezug auf die Achse GS , die letztere
ai

Biegungsachse ist also für Biegungsbeanspruchung die günstigere .

Entsprechendes gilt für Figur 112.

133 ) Lage der Hauptachsen für belieb i ge Trägheit sellipsen .

Die Gleichung einer Trägheitsellipse einer Fläche für einen

beliebigen Punkt ergab sich aus

1 )
als

2)

1\_ — Tx cos2 a -f- T,j sin2 a — sin 2 ccMxy

— 2cixy — 1 .

Hätte in der ersten Gleichung für jedes a der dritte Posten

gefehlt , d. h . wäre MX1J = 0 gewesen, so hätte er auch in der andern

Gleichung gefehlt und man hätte die einfachste Gleichung der Ellipse

erhalten . Folglich :
Ist für die beiden gewählten Achsen das Centrifugal -

nioment der Fläche gleich Null , so ist die Gleichung der

Trägheitsellipse von der Form

3)
jl Ml = i^ 5 8 7

wo a und b Hauptachsen der Ellipse sind .

Umgekehrt folgt daraus , dafs das Centrifugalmoment
in Bezug auf die Hauptachsen der Trägheitsellipse gleich
Null ist .

Dies ist z . B . der Fall für jede Symmetrieachse einer Fläche

und eine auf der ersteren senkrecht stehende Achse.
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Hat ferner die Fläche mehr als zwei Symmetrieachsen , so ist die
Centralellipse ein Kreis und man darf je zwei beliebige auf einander
senkrechte Schwerpunktsachsen als Hauptachsen betrachten . Für
jedes Paar von Schwerpunktsachsen ist also dann Mxy = 0 . Nach dem
Verschiebungssatze für Centrifugalmomente bleibt dies auch dann der
Fall , wenn eine der Achsen Schwerpunktsachse ist und der Achsen¬
schnittpunkt 0 sich auf ihr beliebig bewegt .

Folglich : Hat eine ebene Fläche mehr als zwei Symmetrie¬
achsen , so ist für jede Schwerpunktsachse und eine . irgendwo
auf ihr errichtete Senkrechte das ' Centrifugalmoment gleich
Kuli , d . h . für jeden beliebigen Punkt ist die durch ihn ge¬
legte Schwerpunktsachse eine Hauptachse der Trägheits¬
ellipse .

Gleichung 1 ) vereinfacht sich in solchen Fällen und überhaupt ,wenn Mxy = 0 wird , zur folgenden :
4) T£ = Tx cos2 a -f- Ty sin2 cc,
bezw.
K\ 222 . 2 - 2o) p = px cos a p sm « ,
und dabei sind Tx und Ty Minimal- bezw. Maximalmomente, je nach¬
dem das eine oder das andere das kleinere ist .

134) Aufgabe . Tx und Ty seien das minimale und maximale
Trägheitsmoment für eine Fläche F und für das Strahlen¬
büschel eines beliebigen Punktes 0 . Wie grofs sind die
Momente für die Winkelhalbierenden der Hauptachsen ?

Auflösung . In Gleichung 4) ist a — 45° einzuführen . Dies giebt

F = Tx cos2 45° + Ty sin2 45° = ~ ± -̂ ■
Dasselbe gilt für den Winkel — 45° .

Folglich : Das Trägheitsmoment für die Gleichheitsachsen
ist das arithmetische Mittel der beiden Grenzmomente .
(Letzterer Ausdruck soll Abkürzung für die Worte Maximal- und
Minimalmoment bedeuten .)

Folglich : Das Trägheitsmoment für die Gleichheitsachsen
ist gleich der Hälfte des zugehörigen Polarmomentes .

135 ) Aufgabe . Die Centralellipse des Kechtecks zu be¬
rechnen und ihr Trägheitsmoment für die entsprechenden
Gleichheitsachsen zu entwickeln .

Das Maximalmoment für Figur 113 ist das Minimal-
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liLOxnent
hb8
12

die Trägheitsradien sind p2

/ bh s

y 12 h

Qi '
&

, die reciproken Werthe sind ax = -̂^ , b1

7 j, — —
r = - unc ^

bh yj 2
yi 2

1/12
A > so dafs

: v- = h : b . Die einbeschriebene Hauptellipse ist also der
b ' hax :

Centralellipse ähnlich . Um letztere im
richtigen Mafsstabe zu erhalten , würde
es der Feststellung , einer Einheit be¬
dürfen , wovon jetzt abgesehen werden
soll. Für die schrägen Gleichheits¬
achsen ist

rp =
T x + Ty 1 ( W bV \

1 2 2 \ l2
"T"

12 /

6Ä
(6* + A*) = gd »,

Fig . 113 .

24

100

Ist

wo F die Fläche des Rechtecks , d seine Diagonale ist .
(Bei Millimetern!als fallen für die gebräuchlichen Querschnitte

die Halbachsen äufserst klein aus . Wäre z . B . Ji = 100 mm , so würde

a — ^ kaum sichtbar sein.

allgemeiner die Länge 1 gegeben, und hat man ge¬

zeichnet, so findet man a{ = mit Hülfe der Proportion : 1 = 1 : % .

Ebenso ist es mit p2 = und p2 : 1 = 1 :

136 ) Aufgabe . Wie grofs ist das Trägheitsmoment des
Rechtecks in Bezug auf seine Diagonale d ?

Auflösung . Aus

= Tx cos2 a -j- Ty sin2 cc

folgt , da

Fig . 114 .

sm a = -7 , cos a ■d ’
und

ist ,
7V — — - 4 - — V

i2 d * ' 1 « ;12 cP
' 5 aA3

6 d 2
b s h s

6 (&a + .

h -

was auch mit Hülfe des Dreiecks gefunden werden konnte . [Jedes
cll s dl 3

Diagonaldreieck giebt — , die Gesamtfigur also — • Nun ist aber
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6 SÄ
7- 7-0 -1 Kommt es auf
3 cl - J

hh rt h 3h 3dl = bh , also l = -£ , folglich J
gröfsere Genauigkeit nicht an, so kann man das Resultat an Fig . 113
ablesen.

137 ) Aufgabe . Wie grofs ist das Trägheitsmoment des
Halbkreises für beliebige Schwerpunktsachsen ?

In Bezug auf DE ist nach 68 )

^ - C (! - n ) ~ <** (i -
»§■) •

In Bezug auf OB ist

T =

'
Mg . 115 .

folglich für die unter « geneigte
Schwerpunktsachse

T - = Dn (-1— cos 2 * '
+ '- £ sin2 « .

Für a = 45° erhält man z . B .
r 47t r 1iv =

2 L 4 9

Ty ist das Maximal- , Tx das Minimalmoment , die Centralellipsehat also ihre Brennpunkte - auf DE ; B 0 ist also die günstigere
Biegungsachse für die Festigkeit .

138 ) Beispiel des symmetrischen Winkeleisens .
Es war in Nr . 59 )

- K
‘

(!>
’ - !l ) ,

Mg . 116 .

Ty
( h +

12

— 2
12 + T {b i +

Dies sind die Grenzmomente,denn die Winkelhalbierenden geben
Gleichheitsachsen . Für diese ist
demnach

rp
Tx + J ?V

; " "
2

' >
wodurch sich das Resultat 58 ) bei Fig . 64 bestätigen inufs.



Centrifugalmomente und Trägheitsmomente für beliebige Achsen . 89

139) Ausgang von den GleicL .lieitsaclis .en .
Für die GleiehLeitsacLsen ist Tx = Ty , wofür der Gleichheit

halber Tg geschrieben werden soll. Für die Achse, die um a gegen
die « - Achse gedreht ist , gilt jetzt nach Nr . 109 die Gleichung

Ti == Tg cos 2 a -f - Tg sin2 a — sin 2 a Mxy
= Tg (cos 2 a -(- sin2 cc) — sin 2 a Mxy ,

Tt — Tg
— sin 2 a Mxy .

folglich

Nimmt man Mxy als positiv an , so erhält man für a = 45° und
a = — 45° das Minimal- und Maximalmoment in der Form

Tx - Tg - Mxy , T2 - Tg -\ - MX,j .
Hieraus folgt durch Subtraktion

Folglich : Das Centrifugalmoment in Bezug auf die
Gleichheitsachsen ist gleich der halben Differenz der beiden
Grenzmomente .

Namentlich bei einfach symmetrischen Querschnitten giebt dies
mancherlei Rechnungserleichterungen . Für das vorige Beispiel z . B .
ergieb't sich für die Gleichheitsachsen (abgesehen vom Vorzeichen)

140) Drehung der Achse des
Centrifugalmoment es.

l "ig . 117.

In beistehender Figur ist

j; = OE -f - CD = x cos a -f - y sin a ,
r] = FC — FE = y cos cc — x sin cc ,
also

xy cos ^ cc xy sur a
-j- t/2 sin a cos a — «2 sin a cos « ,

folglich
= (cos 2 « — sin2 «) ^ Pfxy -(-f %y\ = (cos 2 « — sin2 «) yjxy -f- sin « cos «

oder

sin « cos «

1 ) M * = cos 2 « Mxy -f- y sin 2a ( Tx — Ty) .

Kennt man also das Centrifugalmoment und die beiden
Trägheitsmomente in Bezug auf zwei zu einander senkrechte
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Achsen , so erhält man durch Gleichung 1 ) das Centrifugal -
moment für die um a gedrehte Achse .

Danach wird JA = 0 für
* V

i sin 2a ( Ty
— Tx) = cos 2 a Mxy

oder für
2) tan 2 « = ^ Mxy

T ,ly — 1 x

woraus sich die Richtungen für die beiden Hauptachsen
ergeben .

Geht man umgekehrt von den Hauptachsen aus, für die Mxy = 0
ist , so vereinfacht sich Gleichung 1 ) zu
3) Jf J )j

= | sin2 « ( T1 - T2) ,
wo Tt und T2 Grenzmomente sind . Den Maximalwert hat man bei
den Achsenrichtungen a = + 45°

, nämlich

4) JA = ->

so dafs der Maximalwert des Centrifugalmomentes den Gleichheits¬
achsen angehört und daher auf einer der Hauptachsen graphisch dar¬
zustellen ist .

Geht man von den Gleichheitsachsen aus , so erhält man aus 1)
die Gleichung
5 ) JA

,
= cos2 « Mxy ,

j 1 _ tso dafs aus dem maximalen Centrifugalmoment — — — alle

übrigen bequem abgeleitet werden können .
Dies führt zu einer graphischen Darstellung aller Werte , auf die

wir noch zurückkommen . ^
Gleichung 1 ) geht für a = 45° über in ^— - , worin

der unter 139 abgeleitete Satz als besonderer Fall enthalten ist .

141) Aufgabe . Gegeben seien die Trägheitsmomente Tx
und Ty und das Centrifugalmoment Mxy in Bezug auf zwei
aufeinander senkrechte Achsen . Die Hauptträgheitsachsen
sollen bestimmt und die Grenzwerte des Trägheitsmomentes
sollen berechnet werden .

Auflösung . Man erhält die Hauptachsen , wenn JA = 0 wird ,
also nach vorigem Abschnitt für
1 ) tan 2 « = J ' M-xv

t ,
woraus sich die Winkel oq und cq — oq -(- 90° ergehen.

Diese Werte sind in die Bestimmungsgleichung



Centrifugalmomente und Trägheitsmomente für beliebige Achsen . 91

2) T
^

= Tx cos 2 a Ty sin2 a — sin 2 aM xlJ
einzusetzen , und so erhält man die beiden Grenzwerte.

Um jedoch nicht verschiedene Winkel « und 2 « in der Formel
zu haben und um statt der verschiedenen Funktionen nur eine zu
erhalten , setze man . nach bekannten Formeln

1 - (- cos 2 a und sin2 a > cos 2 a

und schreibe Gleichung 1 ) in der Form
2 „ cos 2 a

1 *) sin 2 « =

Dadurch geht 2) über in
T„ — T

rjl _ rji
1 “f “ COS 2 CC

j rji
1 cos 2 cl 2 M 2

xy cos 2 a

oder in
2 Mtcy cos 2 a

T — T
y *

iMi

= 4 ( 2’
» + Tx ) — 4 {Ty — Tx ) cos 2 a

oder in

21 = 4 { Ty + Tx ) - 4 { Ty - Tx ) cos 2 « [ l +

oder unter Benutzung von Gleichung 1 )

^ = 4 {Ty + 21 ) - 4 {Ty - Tx ) cos 2 « [1 + tan 2 2 «] .

Die beiden letzten Faktoren formen sich um zu

cos 2 < r 1 . sm 2 2al „
1 4- r— = cos 2 !

L cos 2 2aJ

cos 2 k

cos 2 2 a 4- sin 2 2 a
C- k- -

cos 2 2 a

= sec 2 a ,

cos 2 a cos 2 2 a

so dafs wird
3) T

£
= 4 ( 21 + 2V ) + | ( 21 - Ty ) sec2 « .

Setzt man = Ki ~f~ 90° ein , so erhält man
4) Tn = 4 ( 21 + Ty ) - 4 (21 - 21 ) sec 2 « .

Durch 3) und 4) findet man die Grenzwerte des Trägheits¬
momentes , den Hiilfswinkel a mittelst der Gleichung 1 *) .
Damit ist die gestellte Aufgabe gelöst .

Auf dasselbe Resultat führt die später zu behandelnde Maximal-
und Minimal - Methode. Damit ist eine der wichtigsten Aufgaben der
Festigkeitslehre gelöst, denn an der Trägheitsellipse erkennt man z . B .
sofort , dafs ein auf Strebfestigkeit beanspruchter Stab senkrecht gegen
die kleine Achse standhält , in ihrer Richtung aber biegend nachgiebt .
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142) Die Curve der Radien des Centrifugalmomentes .
In Nr . 140 war zur Bereelinung des Centrifugalmomentes für die

um « gedrehten Achsen folgende Formel angewandt :

1 )
' -3L

tj
= cos 2 aM xy -f - \ sin 2 a ( Ty

— Tx ) .

Führt man die Radien der Momente durch die Gleichungen

F3? = Min , Fk \ = Mxy , Fq \ = Tx , Fq \ = Ty
ein und dividiert man beiderseits durch F , so entsteht die Gleichung

2) l 2 = ü 2 cos 2 a ~ (q
2 — sin 2 a .

Sind hier Tx und Ty die beiden Grenzmomente, sind also die Achsen
die Hauptachsen , so ist Mxy = 0, also auch = 0, die Gleichung
vereinfacht sich also zu

3) — Pi ) sin2 « .

Hier seien die Benennungen wieder so gewählt , dafs o 2 > p , ist .
Dann bilde man
4) o ., — () ,

- ---- e ,
so dafs sich ergiebt
5) A.2 =

2
sin 2 a = (e sin a) (e cos a) ,

so dafs A mittlere Proportionale zwischen e sin .« und e cos a ist .
Dies führt zu fol¬

gender Konstruk¬
tion für den Ra¬
dius des Centri¬
fugalmomentes

für gegebenen
Winkel a und
a — 90° und bei
gegebenem Maxi¬
mal - Radius
und Minimal -
Radius p2 .

Manbilde OA— e

Fig . 118

=1/ «?! 2 und

als Durchmesser gehörigen Kreis , ziehe
unter «° und a° — 90° Neigung und
AE = e sina und OE — e cosa bilde man die mittlere Proportionale

schlage den zu OA
die Sehnen OE und OO
verbinde E mit A . Zu
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X und trage sie von 0 aus als Halbierende OP des Winkels EOG

ein . Dann ist OP der Radius des gesuchten Centrifugalmomentes .

Bezeichnet man den Winkel AOP mit <p , so ist <p = cc — 45°,
also a = cp -f- 45°

, so dafs Gleichung 3) übergeht in

^ = l (p
* “ Pi ) sin (2 <P + 90°) = T {qI — Pi) sin (90° — 2 <f )

oder in
6) X

2 =
2 (qI — qI

'
) cos 2 cp = ~ cos 2 cp .

Da jetzt X und <jp zusammengehören , was bei X und a nicht der

Pall war , so kann man 6) als Gleichung der gesuchten Kurve

in Polarkoordi¬
naten betrachten .

In Gleichung 6)
liegt aber eine
neuere und ein¬
facher e Kons truk -
tionfürdenRadius
X des Centrifugal¬
momentes .

Man zeichne
denselben Kreis
wie vorher und
trage M0C — 2q >
ein . Als Winkel¬
halbierende trage
man die mittlere Proportionale zwischen OM und OG ein ,
was OP — X giebt . Dies ist der Radius des Centrifugalmomentes
für die beiden unter + 45° gegen OP geneigten Achsen.

Beweis . Hach der Konstruktion ist

OM - 0P = OP : 00 ,
also

OP 2 = OM ■ OC = OM ■ OA cos 2 <jp = ~ (e cos 2 <p) = Ä cos 2 <p .

Dies stimmt mit der Gleichung 6) überein .
Man achte auf die Ähnlichkeit der Dreiecke OMP und OMG .

Das in dieser Konstruktion liegende Abbildungsprinzip wird uns

noch mehrfach beschäftigen .
Trägt man * OP auch in entgegengesetzter Richtung ab , was der

Gleichung c — +
"

]/
'

—gr - entspricht , so bilden die Endpunkte aller so

konstruierten Radien OP eine schleifenförmige Kurve, die sogenannte

Pig . 119 .
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Lemniskate , genauer bezeichnet, die gleichseitige Lemniskate ,über die später eingehender zu sprechen sein wird .

143 ) Dasselbe Resultat hätte man gefunden , wenn man von
den Gleichheitsachsen ausgegangen wäre . Für diese geht ,da für sie Tx = Ty , also = p2 ist , Gleichung 2) über in

, S , 2 n e 5 r,
A = A1 cos 2 k1

= cos 2 «j ,
denn jetzt ist A^ gleich dem Maximalwerte also A1 = e ]/ -* = OD
in Fig . 119 und A wäre aufzutragen gewesen auf die Gerade, die den
Winkel zwischen at und ^ -|- 90°

, die also mit der einen Gleichheits¬
achse den Winkel ^

90 1 — aL - |- 45° bildet . Setzt man
a-L -j- 45 ° = cp ly also = <p1 — 45°

, so geht die Gleichung für A
über in

A 2 = ^ cos 2 — 45°) .
Hätte man aber von der um 45° zurückliegenden Hauptachse aus
den Winkel gezählt , so hätte man statt q>l zu schreiben cp - )- 45°
und aus cp 1 — 45° wäre geworden cp - |- 45° — 45° = cp . Demnach
hätte man wieder die Gleichung
6) A2 = e- cos 2 <p
gefunden.

144) Bemerkungen über die Lemniskate des Centrifugal -
momentes .

OA und OB sind die Hauptachsen der Trägheitsellipse . Da
11

p2 > Qi angenommen war , ist — < — , d . h . die grofse Achse der
Trägheitsellipse fällt in die Richtung OA , die kleine in die Richtung
OB . Man bezeichnet 'die Punkte M und als Brennpunkte der
Lemniskate . Für cp = 0 ist A2 =

g cos 0 = — , dies giebt den

Maximalwert OB = eY \ = OAY \ für den Radius des Centrifugal-
momentes . Für cp = + 45° erhält man

A2 = ~ cos 90 ° = 0 .
Demnach geben die Richtungen + 45° unendlich kleine Sehnen, d . h.
Tangenten . Im Punkte 0 haben also die Tangenten

’der Lemniskate
die Richtungen + 45 °

. Es verhält sich

OM : OS = j : | ]/2 = 1 : ß .
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Durch Gleichung 6) war die Lenmiskate in Polarkoordinaten
dargestellt . In gewöhnlichen Koordinaten würde sie folgendermafsen
zu bilden sein. Es ist

x2 + y2 = ^ , cos cp
also

1 y* 3 + y * ’ vsm cp = y = V

cos 2 cp — cos 2
cp — sin2

cp =

1 ]/x s -f- if ’

x * — y *
* 2 + 2/

2 * 2 + y
2 ai 2 - |- y

2

Gleichung 6) geht aber über in

oder in
7 )

*2 _i_ „2 _ * - r* + y —
2 x 2 + y 2

O2 + 2/2)2 == (>2 — y2) .
Fig . 121 .

Fig . 120 .

Die Haupteigenschaft der Kurve ergiebt sich aus Folgendem :
Man verbinde einen Lemniskatenpunkt P mit M und MXy dann ist

p 2 = [x + 1 )
2

+ y2,

qj* = (x — | )
2

+ y2
,

'

folglich

p 2 <f = [ (a?2 + y2 + j) + ex] ■ [(*2 + y2 + j) — ez]
= (a?2 + V

2 + j )
*

— ö2 ^2

oder
p 2 <f = («2 + y2) 2 + \ {x2 + y2) ~ ~ e2 x2 ■ •

Nach Gleichung 7 ) ist aber für die Lemniskatenpunkte

0 = (x2 + y2)2 — | (fr2 — if ) ■
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Durch Subtraktion folgt aus den letzten beiden Gleichungen

also ist
8)

jpg 2 = e2z 2 -j-
e l

16
e 4
16 ’

Das Produkt der „Brennstrahlen “ einer Lemniskate ist also
eine konstante Gröfse .

Ist Xm der Maximalbetrag für den Radius des Centrifugal -
momentes, so ist l m = e

~
\/ \ - ; man kann also auch schreiben

(uyT )
2 ^

Aus der Eigenschaft 8 ), welche die Lemniskate als besonderen Pall
der Cassinischen Kurven pq = a 2 erscheinen läfst , folgt eine weitere
einfache Konstruktion der Lemniskate . Nimmt man nämlich p will¬
kürlich an , so konstruiert man nach 8) q mit Hülfe der Proportion

Die Lemniskate füllt eine gewisse Lücke in der Kurvenlehre aus,denn p -j- q = 2a und p — q = 2a sind die Gleichungen der Ellipse
und der Hyperbel , = c ist die Gleichung des Kreises . Hier er¬
scheint p ■ q — c als Gleichung der Lemniskate , womit eine gewisse
Gruppe von Kurven abgeschlossen ist . — Später soll näher auf diese
Kurve eingegangen werden.

145) Die Fixpunkte oder die Punkte konstantenTr 'ägheits -
momentes .

Die durch den Schwerpunkt gehenden Koordinatenachsen seien
die Achsen kleinsten und gröfsten Trägheitsmomentes Tx und Ty .
Auf der Y-Achse trage man die Entfernungen S 6\ und $ C2 gleich
]/ßg — ßj = + e ab . Dann wird behauptet , G) und C2 seien für die
beliebig gestaltete Fläche F die Punkte konstanten Trägheitsmomentes .

Beweis . Für jede Achse, die mit der Hauptachse X den Winkel a
bildet , ist , da für die Hauptachse M XIJ = 0 ist , nach Nr . 133

ß
“ = ß2 sin a -j- ßj cos a ,

also ist für die parallele um p entfernte Achse KL nach dem Ver¬
seht ebungssatze (wo F sich weghebt)
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Sind nun p x und p2 die von Cx und C2 auf die neue Achse ge¬
fällten Lote , so ist

folglich.
p x = p — e cos cc, p 2 = p - j- e cos a ,

Mg . 122.

pxp2 — p — e ‘ cos cc ,
folglich

p 2 = p xp2 - (- e2 cos 2 a
= M + (?! — Pa ) cos tt >

und demnach

q = p 2 sin a -f - cos cc
, , 2 2 2 2
\ Aft \ cos a — Qi cos a

oder

q = ( sin" a -f- cos a )

= Pa + AA •

Legt man nun die Parallele durch
Cx oder durch G2 , so wird ent¬
weder p x oder p 2 gleich Null , d . h.
es wird q = q2 , und dabei ist cc
ganz gleichgiltig .

Folglich : Legt man durch
die Fixpunkte Cx und C2 beliebig gerichtete Achsen , so ist
für sämtliche das Trägheitsmoment gleich grofs und ergiebt
sich aus dem Radius p2 des maximalen Trägheitsmomentes .

Für beide Fixpunkte gehen also die Trägheitsellipsen in
Kreise über .

Kennt man die Lage der Fixpunkte , so berechnet sich
das Trägheitsmoment für jede beliebige Achse der Ebenen
mit Hülfe der Gleichung

2 2 ,
P — Pa "T P1P2 >

wo p x und p 2 die Entfernungen der Geraden von den Fix¬
punkten sind .

(Der zweite Posten ist positiv , wenn p x und p 2 gleichgerichtet
sind , negativ bei entgegengesetzter Richtung .)

Der grofse Vorteil liegt darin , dafs jetzt goniometrische
Funktionen überflüssig sind, , und dafs auch graphisch ver¬
fahren werden kann .

Holzmüller , Ingenieur - Mathematik . I , 7
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146 ) Die Culmansche Trägheitsellipse . Es sei erwähnt , dafs
im Anschlufs an Clebseh durch Culmann eine zweite Trägheits¬
ellipse eingeführt worden ist , deren bisher absichtlich nicht gedacht
wurde . Es handelt sich um die Ellipse

ar . if 1 ,

welche q1 und p2 , d . h . den Maximal- und den Minimalwert des
Trägheitsradius für das Strahlenbüschel durch einen beliebigen Punkt 0

zn Achsen hat .
Flg ' 128 Ihre Bedeutung ergiebt

sich aus folgender Be¬
trachtung .

In Fig . 123 ist ein Kreis
mit Radius p3 und die
CulmannscheEllipse für
einen beliebigen Punkt 0

gezeichnet.der Ebene
Durch 0 ist eine beliebige
Gerade KL mit Neigung cc
gezeichnet . Legt man durch
die mittels e = y p

2 — p
2

konstruierten Brennpunkte
F und Senkrechte zu

ihr , so geben die Schnitte Cr und FL mit dem Kreise bekanntlich eine
Tangente der Ellipse . (Vergl . Meth. Lehrbuch II , Ster . 14 .) Es wird
behauptet , OJ sei der Trägheitsradius für KL .

Beweis :

0 f = OH 2 — JH 2 = p
2 — ( 0 F , • cos af = p

2 — e2 cos2 a
= p3

— fp3
— qJ cos ' a = pä (1 — cos k) -j- pj cos a

= p
2 sin2 a - |- p

2 cos2 a .

Es ist aber auch für die unter a geneigte Gerade nach Nr . 133

p = p
' smJ a -j- p cos a ,

also ist 0 J '2 — p2 und OJ = p.
Folglich : Berechnet man für jede durch 0 gehende Ge¬

rade das Trägheitsmoment der Fläche F , und zieht man für
jede eine Parallele in dem berechneten Abstande , so um¬
hüllen die Parallelen die Culmannsche Trägheitsellipse .



Centrifugalmomente und Trägheitsmomente für beliebige Achsen . 99

Diese Ellipse ist namentlich in graphischer Hinsicht von Wichtig¬
keit, und sie wird hier nur vorläufig erwähnt , um Verwechselungen vor¬
zubeugen . Ist 0 der Schwerpunkt S, so hat man die Culmannsche
C entralellipse .

Die Culmannsche Trägheitsellipse ist ähnlich und ähnlich liegend
zur ersten Ellipse . Die Mittelpunkte beider fallen zusammen . Die
Brennpunkte der Lemniskate des Centrifugalmoments liegen auf der
grofsen Achse beider Ellipsen , die Fixpunkte auf des kleinen . Später
soll die zweite Ellipse eingehend behandelt werden.

147 ) Um zu erkennen , auf was es hei den Berechnungen dieses
Kapitels ankommt , niufs man einige numerische Beispiele nach jeder
Richtung hin durchrechnen . Wird z . B . mit Millimetern gerechnet,
so nimmt die Trägheitsellipse erster Art mikroskopisch kleine Dimen¬
sionen an , so dafs man sie in 1000- bis 10 000 - fachem Mafsstabe
zeichnen mufs, um sie zu veranschaulichen . Die Culmannsche Ellipse
dagegen erhält brauchbare Dimensionen . Für den Maschinenbau
sind solche Berechnungen von geringerer Wichtigkeit , wohl aber für
die Eisenkonstruktionen des Hochbau - und Brückenbauwesens . Für
die dort auftretenden Querschnitte sind Hormalprofile festgestellt .
Jedes derselben kann als lehrreiches Übungsheispiel Verwendung finden.
Im nachstehenden Abschnitte ist ein ungleiehschenkliges Winkeleisen
numerisch behandelt . Ein Nbrmalprofil wurde absichtlich nicht ge¬
nommen , um gewisse Eigentümlich¬
keiten schärfer hervortreten zu lassen .

:Plg' m '
Abgesehen von der rein prak¬

tischen Verwertung für die Festig¬
keitslehre lassen sich aber viele physi¬
kalische Betrachtungen über die
Theorie der Drehung , der Centrifugal-
kraft , der Pendelschwingungen , des
Stofses, des Wasserdrucks u . dgl.
mit jedem solchenBeispiele verbinden .

148 ) Beispiel des ungleich -
schenkligen Winkeleisens .

Gegeben sei h = 300 mm, h2 =
20 mm = b± , b2 = 200 mm . Die
Hauptaufgabe soll darin bestehen,
die Lage der Hauptträgheitsachsen
für den Schwerpunkt zu bestimmen
und daraus gewisse Schlüsse zu ziehen. Der Einfachheit halber sind
die Resultate jedesmal auf ganze Millimeter abgerundet . Dadurch treten
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Ungenauigkeiten in die Rechnung , die praktisch ohne Belang sind,
da der homogene Charakter des Materials doch niemals verbürgt
werden kann.

a) Schwerpunktsbestimmung . Die Koordinaten des Schwer¬
punkts werden nach Nr . 3)

(2 \ + ^2)
2 (Mi + Ms )

20 ■ 280 2 - |~ 200 • 20 (560 - )- 20)
2 (20 - 280 -f 200 • 20)

3 888 000
19 200

—- ^ 203 mm ,
hl \ + Ms 20 2 ■280 + 2002 ■ 20 912 000

2 (W -f Ms ) 2 (20 • 280 -f 200 • 20 ) 19 200
rsj 48 mm .

b) Die Trägheitsmomente T x und T y werden nach Nr . 61 )

= | [20 • 2033 + 200 • 97 s — 180 • 773] = ~ 89 220 000 .

^ ,
= IN “ V1 + V2 ]
= ~ [300 • 488 — 280 • 28 3 + 20 • 152 3] = - 32 420 000 .

Demnach ist das polare Trägheitsmoment für den Schwerpunkt
T = 121 640 000 .p

c) Das Centrifugalmoment M xy für die Schwerpunkts¬
achsen .

Für den Mittelpunkt jedes Rechtecks ist das Centrifugalmoment
gleich Null . Nach dem Verschiebungssatze ist dann M1 = 0 - (- p 1 q1 F 1 ,M2 = 0 + j5g T) , und zwar sind die p positiv einzustellen bei
Verschiebung nach links , die q positiv bei Verschiebung nach unten .
Für das Rechteck mit Seite 300 sind die Verschiebungen p>l = — 38 ,
qt = — 53 , die Fläche F 1 = 6000 . Für das Rechteck mit Seite
200 — 20 = 180 sind die Verschiebungen p 9 = -f - 62 , q2 = - |- 87 ,die Fläche F a = 3600.

So ergiebt sich
Mx = 0 + (— 38) (— 53) 6000 = 12 080 000 ,
Ma = 0 + (+ 62) (+ 87 ) 3600 = 19 420 000 ,

folglich ist das gesamte Centrifugalmoment
Mxy = Mx + M .2 = 31 500 000 .

d) Die Lage der Hauptträgheitsachsen .
Nach Nr . 140 ist
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0
2 M xy G3 000 000 _ 630

tan J “ T — Tb — 56 800 000 568
‘

y &

lg 5?^ = lg tan | =^ 0,04499 , also gehört zum positiven Bruche
im ersten Quadranten der Winkel g = 47 ° 58 '

, zum negativen Bruche
also im zweiten Quadranten der Winkel 2a = 132° 2'

, so dafs a = 66° 1 '

ist . Folglich :
Die eine Hauptachse der Trägheit ist unter 66° 1 ' gegen die

positive Richtung der N - Achse geneigt . Die andere steht senkrecht
dagegen.

e) Das maximale und das minimale Trägheitsmoment .
Nach Nr . 141 ) wird für die beiden Grenzmomente

T 4- T T - — T
T = - x-4 . 1 sec 2 «

= 60 820 000 + 28 = 60 820 000 + 42 420 000 .— cos 132 ° 2 1

Folglich ist
T = 103 240 000 , T = 18400000 .

max min

Die Summe beider giebt selbstverständlich wieder Tv .
f) Das maximale Centrifugalmoment für das Strahlen¬

büschel durch S ist
T — . T

M = mia = 42 420 000 .
max

g) Die Grenzwerte der Trägheitsradien .

9 =
max

9 =
min

Y
Y

T
max _

-
y/

.

~
T

9 600

min _
-i/18 ^ 00 000

F ' 9600

103 240 000 i AO H 1 _ 1 a, |= 10o ;71 mm — ~ 104 nun ,

43,78 mm = 44 mm.

h) Die erste Centralellipse würde die Halbachsen j^ mm
und j ^ mm erhalten , so dafs ihre graphische Darstellung bei den an¬

genommenen Mafsen nicht praktisch erscheint . In umstehender Figur
ist sie im willkürlich gewählten 10 000 -fachen Mafsstabe eingetragen ,
was b = 96 mm , a = 227 mm giebt . Letzteres fällt in die Richtung
KL , ersteres in die Richtung MN .

Hauptachse ist das Verhältnis , 104 : 44 oder 26 : 11 oder etwa
5 : 2 für beide Achsen.
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Man erkennt für die Festigkeitslehre sofort Folgendes : Bei
Strebbeanspruchung giebt das Winkeleisen in der Richtung MN

nach , hält aber stand in der
pig- 135- Richtung KL . Die Tragfähigkeit

im einfachsten Einspannungs¬
falle ist , wie die Festigkeits¬
lehre zeigt , höchstens

20 " ;

T ■ JS
P =

wo P die Tragfähigkeit , E der
Elasticitätsniodul des Materials,l die Höhe ist . (Alles auf Kilo¬
gramme undMillimeter reduziert .)

Bei Biegungsbeanspruchung
durch ein in senkrechter Ebene
wirkendes Kräftepaar würde es
am günstigsten sein , MN hori¬zontal anzubringen . Im Falle des Freiträgers würde die Grenze der Trag¬

fähigkeit sein P = -j - , wo 8 die zulässige Spannung des Materials,
^ J Jl die Länge des Freiträgers , W = — bezw. W = - das Widerstands -ei ß2moment (auch Querschnittsmodul Z genannt ) des Querschnitts be¬deutet . MN ist bei dieser Belastungsart neutrale Achse , ex und e2sind die Entfernungen der äufsersten Fasern des Materials , wo die

Zug - und Druckspannung am stärksten werden . Welcher von denbeiden Moduln zu wählen ist, hängt von den Tragmoduln des Materialsfür Zug und Druck ab .
Die Festigkeitslehre zeigt ferner Folgendes . Wird der Frei -

träger in beliebiger Lage eingemauert , z . B . in der gezeichneten, undwirkt das Kräftepaar in senkrechter Ebene , so gilt als neutraleAchse der zu dieser Ebene konjugierte Durchmesser der
Ellipse , dessen Richtung sich aus der Tangente im Schnittpunkte
ergiebt .

Denkt man sich den Querschnitt homogen mit Masse belegtund um eine in seiner Ebene liegende Schwerpunktsachse gedreht , sosetzt er der beschleunigten Drehung den gröbsten Widerstand ent¬
gegen , wenn MN Drehungsachse ist , den geringsten , wenn KL alssolche gewählt wird . Die entsprechende Energie wird im ersten

-ft*2 . ■0 ’2Falle T — , im andern T , wo ft die Winkelgeschwindigkeit ist .max min "

Aus der Drehung um eine Achse, die in S auf der Querschnitts -
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ebene senkrecht steht , wird die Centrifugalkraft gleich Null , die Energie
wird I p — •

i) Die Culmannsche Trägheitsellipse . Ihre , lange Haupt¬
achse fällt mit der der ersten Trägheitsellipse
zusammen , der sie ähnlich ist . Die Hauptachse 126 -
ax

— 104 mm fallt in die Richtung MN . Die
Brennpunkte F und F t liegen in den Ent¬
fernungen

2 = )/l04 2 — 442 = + 94 mm L
max min

von S auf MN .
Trägt man diese Entfernungen von S aus auf

KL ab , so findet man die Fixpunkte G und C1 des
Querschnittes . Für diese sind also die Trägheits¬
ellipsen Kreise vom Radius p = 104 mm. Für

max

beliebig gerichtete durch C und Gt gehende Achsen
sind die Trägheitsmomente gleich T — 103 240 000 . Man erhält den

max

Trägheitsradius für eine beliebige Achse der Ebene durch die Gleichung

p 2 = p2 + p x p 2 = 1042 -f pxp 2 ,
max

wo p 1 und p 2 die von den Fixpunkten aus auf die neue Achse ge¬
fällten Lote sind.

Für jede durch S gehende Achse findet man den Trägheits¬
radius , indem man auf die parallele Tangente der zweiten Ellipse
ein Lot fällt .

k) Die Lemniskate der Centri¬
fugalmomente für je zwei Schwer¬
punktsachsen .

Ihre Brennpunkte fallen in die
Richtung MN und haben von S die

Entfernung + = + 47 . Der

gröfste Halbmesser SG wird gleich
el/ { = u ]/1 = ~ 66 mm == 1 .

Da 7} F = IHmax werden mufs , so
ergiebt sich hier eine wichtige . Rech¬
nung s p r o b e . Man erhält in der That den-
früheren Werth A 2

. 9600 — 42 420 000.
Einige Punkte der Lemniskate hätte man aus dem Obigen

ableiten können . Für die unter 45° geneigte Gerade hätte man als

e = l/p 2 — p
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Radius des Centrifugalmoments gefunden %xy =
= ~ 57 mm . Dies mufs mit der Zeichnung übereinstimmen und
giebt durch Symmetrie noch drei andere Punkte der Kurve.

1) Bei der Drehung um irgend eine in der Querschnittsebene
liegende Schwerpunktsachse entsteht im allgemeinen ein aus zweisenkrecht gegen diese gerichteten Centrifugalkräften zu bildendes
Centrifugalmoment , dessen Gröfse durch den Winkelhalbierenden Radiusder Lemniskate angegeben wird . Dieser Radius ist gleich Kuli in

Fig . 127 t .

den Richtungen der Tangente RQ und VW , folglich ist .das Centrifugal -moment gleich Kuli für die Hauptachsen KL und MN . Diese
Fig . 127 d . Fig . 127 e .

1̂ »

I
7

sind also freie Achsen des Querschnittes . Die dritte freie Achseist das in S auf der Querschnittsebene errichtete Lot .
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m) Auf andere Aufgaben der Mechanik , bei denen es sieb uni
Pendelschwingungen , excentrischen Stofs, um Mittelpunkt des Wasser¬
drucks und dgl . handelt , sei gelegentlich dieses Übungsbeispiels nur
kurz hingedeutet , da sie nur für die Übung im Ansätze , nicht aber
für die Praxis Wert haben .

149 ) Im Anschluss an Culmanns Graphische Statik sind in den
nebenstehenden Figuren noch einige Centralellipsen zweiter Art
für gewisse Querschnitte skizziert worden , die für Übungsbeispiele
brauchbar sind.

rig . 127 h .

Fig . 127 b stellt den Querschnitt einer Schiene dar , Fig . 127 ° ein
Winkeleisen , Fig . 127 d ein 1 - Eisen , Fig . 127 0 ein Z - Eisen , Fig . 127 f
ein U - Eisen , Fig . 127 g ein T - Eisen ,
Fig . 127 h ein Quadrant -Eisen , auch rig . m
Zores-Eisen genannt .

150) Aufgabe . Die Grenzträg¬
heitsmomente des Yiertelkreises
für den Mittelpunkt zu berechnen .

Aus Tx = Ty — folgt nach der
Gleichung
Ta — Tx cos2 a - j- Ty sin2 a — sin 2aM xy
für den <)C a = 45°

Zk = Tücos 2 « - f- sin2 a) — sin 2 uM XIJ
— l x — sin 2aM Xi

,yiNun ist aber Mx .y = — , folglich
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Tt 16
■sin (2 • 45 °) Mx y = r 4it r * r

Tif ¥ =
16

r *

Te 1 8 16

- mm )

Tn = ^ - sin (- 90») Mxy = ^ 5 ~ + 2) = Tmax .

Fig . 129 .

Illlltüiil

151 ) Aufgabe . Dasselbe für den
Achtelkreis .

Nach vorigem Abschnitt folgt aus Tt
für Tx die Hälfte , also

Da aber T„ 16

T _ 1-‘-p -L x

ist , so folgt
2 )-bi

_
r *

_ ( _ _ „ s
32 ' 32 W

32
Für die Gleichheitsachsen 0 G und 0 Gx hat man

k (* + 2>

rp _ x PX ,J ~
2 32

Wie vorher , ist

Tx = Tg (cos2 a -f - sin2 a) — sin 2aM gg = j

folglich
Mgg sin 45° = Tg — Tx

und das Maximum des Centrifugalmomentes fiir 0

■sin (2 • 22 -1 °
) Mg

Mo . 32 32SC * “ 2)
16 y^sin 45 °

y
T

Folglich ist

Mxy = cos 2aM gg -f - 4 sin 2a ( Tg — Tg) = cos 45 ° • ^ ]/2

- FFSvs - S . •
demnach

T . = Tx cos 22j
° -f- Tv sin 22 -|

° — sin 45° ^ , == ~ (Ä _ 2)

-V?

i 4-VT

+ ii (* + 2)

? r *7C
f S 16 39 1 « ' 2 1 « " 232 16 16

32 Y
'

2 32 - 2 ]/ 2) l ’
min ,
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dagegen

min 32
r

(® + 2 >/2 ) = %raax ■

Diese Resultate werden sich, später in einer allgemeinen Fonnel
bestätigen .

152 ) Eine brauchbare Beziehung zwischen dem Trägheits¬
moment und dem Centrifugalmoment ergiebt sich aus folgender
Betrachtung .

Nach Nr . 133 ist für die um a und die um ß = a -)- 90° gegen die
grofse Hauptachse geneigten Achsen

p
2 sin2 a - (- p

2 cos2 «
2 2 2 * 2cos « -f - p sm a

sm « cos

Man bilde aus den beiden ersten Gleichungen durch Multiplikation
eine neue ; aus der dritten durch beiderseitige Quadrierung ebenfalls.
Aus den neuen Gleichungen bilde man eine weitere durch beider¬
seitige Subtraktion . Dann erhält man

, 2 2/ . 4 , 4 \ , 4 • 2 2+ p2 p 1 (sm a + cos a) -f - q1 sm « cos aq2 sm a cos a
O 2 2 • 2 9 Ism a cos J a q sm a cos asm cc cos a

2 2 / • 4 | (-v • 2 2 | 4 \
q1 q2 (sm a + 2 sm a cos a - f- cos a)

■ . 2 i 2sm a - |- cos «

Demnach ist

oder
■*4 = ( QaQßf — {QlQif -

Daraus folgt z . B .

oder

Von der letzteren Beziehung soll später eine wichtige Anwendung
gemacht werden.
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153 ) Zu den rein mathematischen Aufgaben ) die durch die Er¬
gebnisse der vorstehenden Abschnitte lösbar geworden sind , gehören
solche über ganz beliebig abgeschrägte Körper , z . B . folgende : Der
Normalsehnitt eines Körpers sei ein Halbkreis , der Körper werde
durch eine ganz beliebige Ebene abgeschrägt . Sein Schwerpunkt
soll bestimmt werden . Dasselbe ist für den Pall zu leisten , dafs
er oben und unten durch ganz willkürlich geneigte Ebenen ab¬
geschrägt wird . Aufgaben physikalischer Art wurden bereits mehr¬
fach angedeutet .
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