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Absehnitt 1V.

(entrifugalmomente und Triigheitsmomente
fiir beliebige Achsen.

109) In den vorigen Abschnitten wurden die Triigheitsmomente in
Bezug auf besonders bequem liegende Achsen, meist Symmetrieachsen,
berechnet. Gewisse Aufgaben der Festigkeitslehre und der Dynamik
beanspruchen aber ihre Kenntnis fiir ganz beliebig liegende Achsen.
Der Fall der Parallelverschiebung ist schon in Nr. 27) abgethan. Es
fragt sich, welche Anderungen eintreten, wenn man die Achse um irgend
einen Punkt dreht. Auf was es dabei :]!]L{i}i]i[ll.lt. das 1_'!‘2’1'1.‘“'- sich aus
folgender Aufgabe: Die Trigheitsmomente einer Fliche in
3ezug auf zwei aufeinander

senkrechte Achsen O4 und OB Fig. 87

seien bekannt; wie grols ist ihr B

ik I.LU]II’H'"-'IIH’FTI'L[ nt in Bezug auf ;

lPl_l_lt‘ Achse fIJ',IV diemit 04 den .\p j{ a 7

Winkel ¢ bildet? J} el A,
Aunflosung. '_!' \ fr;- und 'l‘ , i '
2}‘ v seien die hsl]\,lnllivn E ,.~--""J.' -

,1111L () A und OB bezogenen Trigheits - oh ks

momente einer gegebenen liche. = :

In Figur 87 ist ein Flichenteilchen
[ dargestellt, dessen IEntfernungen
von diesen Achsen y und 2z sein
s von den neuen Achsen 04, und OB, die Ent-

mogen, wihrend ¢
fernungen % und g hat. Dann ist
— DE — CFE =ycosa &8N e,
folglich '
n? = yfeos? @ + 2 sin® @ — 2oy sin @ cos «
oder auch
1° = y? cos® @ + 2° sin” « zy sin 2.

Holzmitller, Ingenienr-Mathematik, I 0
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Folglich ist das Trigheitsmoment des Teilchens f in Bezug auf 0.4,
[n* = cos*efy® + sin*afz? — sin2eafzy,

und das gesuchte Triigheitsmoment der Gesamtfliche

RN Yo o = e : =
7. — S n® = cOS” 2 Yy -+ sine z @ sin2e N Fro T8
= iy x'lr i | fr'lr | | Jlf g {_‘ | ’l '-"‘

Bezeichnet man den Ausdruck /\' fay mit M,,, so hat man die
i .

G leichung

T, = cos’a Ty 4 sin®e T, — sin2a M,,.

Der Ausdruck M., wird aus spiiter anzugebenden Griinden der
Dynamik als das Centrifugalmoment oder auch als das Deviations-
moment der gegebenen liche in Bezug auf die X-Achse und Y-Achse
bezeichnet. Kann man ihn fiir eine gegebene Fliche berechnen, so ist
die oben gestellte Aufgabe gelst. Es wird sich aber zeigen, dafs durch
die Kenntnis der Centrifugalmomente noch eine ganze Reihe anderer

Aufgaben loshar wird, so dals es

Fig. 68. sich der Miihe verlohnt, sie ge

/‘ nauer zu untersuchen.
e
< e ! ;

5 110) Veranschaulichung
, des Centrifugalmomentes

Aufrifs e o= | einer Fliche.
i eai | In Figur 88 ist eme Fliche F
Chsv ' | | als Grundrils gezeichnet und auf

o) = X o
e |l ! ein Koordinatensystem OA und

- o >

OB bezogen, so dals z B. das
o v n 0 Teilechen f von ' beiden ' Acksen
; die Entfernungen # und y hat.
B e ; Nach Obigem handelt es sich
darym, fir den Ausdruck fay
eme Deutung zu finden.

Man denke sich iiber jedem
Flachenteilchen f eine Siule von
der Hohe #, also vom Inhalte fz
errichtet, dann ist ihr statisches
Moment in Bezug auf die Achse
O A gleich fzy. Diese siimtlichen
Stiulen bilden aber ecinen senk

Grondrils

0 s A

rechten Cylinder (bezw. ein Prisma)
tiber der Fliche, der dureh eine durch OB gehende und unter 45°
geneigte Ebene schriig abgeschnitten ist. Dieser ist im Aufrifs dar-

gestellt,

e
L)
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Die Summe aller Ausdriicke fay bedeutet also das stati-
sche Moment des iiber der Fliche F stehenden und so ab-
geschrigten Cylinders in Bezug auf die Achse OA. Dies ist
zugleich |l|v Veranse lmulu hung des Centrifugalmomentes der
Fliche F 1 Bezug auf die beiden Achsen.

Statt |L[~.-4:-sr-J| hiitte man iiher jedem Teilchen [ auch eine Siule
von der Hohe y errichten und das statische Moment in Bezug auf
die Achse OB bilden konnen. Dies hiitte ebenfalls fay gegeben.
Schriigt man also den iiber F' stehenden Korper durch eine Ebene
ab, die unter der Neigung 45° durch OA geht und sucht man das
statische Moment in Bezug auf OB, so findet man dasselbe Centri-
fugalmoment wie vorher.

~ Gerade wegen dieser Symmetrie gegen z und y, die in ihrer
Bedeutung vertauscht werden diirfen, empfiehlt sich fiir das Centri-
fugalmoment die Bezeichnung M, .

Macht die Berechnung fiir die eine Auffassung Schwierigkeiten,
s0 versuche man es mit der andern. Einige Beispiele werden dies
niher erliutern.

Fig. 89
111) Aufegabe. Das Centrif uuqlmnm@nf des iy iy
Rechtecks in Bezug auf dessen Seiten b und !
I zu bestimmen. |
Auflésung. (Geht die abschriigende Fliche 7l _
durch %, so ist der Inhalt des Korpers | '
T—@rys =" |
= “ (¥] =% —
Das statische Moment in Bezug auf b ist dann
L e
T e AT Bl
Der Wert i
.:'-ler-ru = o /"’-.--_.-‘.-"'\
i : 7 S
ergiebt sich auch bei der andern Auffassung,
wo die Abschrigung durch b gewiihlt ist. ! :
112) Aufeabe. Das Centrifugal- \
moment der Kreisfliche in Bezug aut ’
zwei einen rechten Winkel bildende 70| Feis ey A

Tangenten zu bestimmen.
Auflosung. Der Inhalt des Schriigktrpers wird bei beiden Auf-
fassungen (rim)r — r*m. Der Schwerpunktsabstand von der Moment-

4 . - % dim
achse ist », also wird M,, — r*mw-r = phop — T
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[13) Anwendung des Centrifugalmomentes auf die Schwer-
punktshestimmung abgeschriigter Korper.

Uber einer Fliche F' stehe eine senkrechte Siule, die durch eine
Ebene von zuniichst 45° Neigung abgeschriigt werde. Nach Nr. 21)
st ihr Inhalt J gleich dem statischen Momente M, in Bezug auf
die Schnittlinie OB der Schriigebene mit der Grundfliche, und die
Schwerpunktsprojektion des Korpers hat nach Nr, 48) von OB die
Entfernung

. Ty Trigheitsmoment
F e —— — e Vi
# ary, statisches Moment

wobei beide Momente auf OB bezogen sind.

Die andere Koordinate y wird mit Hiilfe des Centrifugalmomentes
berechnet, wenn man dieses selbstiindie eymitteln kann, Das statische
Moment des Kérpers in Bezug auf OA ist niimlich nach Nr. 110)

Yy - = M,,,
also erhiilt man
: My My Centrifugalmoment
e = PR My ~ statisches Moment

Die Koordinaten  und 2 verhalten sich also wie das Centrifugal
moment zum Triigheitsmoment.

In dem genannten Punkte ist auf der Grundfliche F ein Lot
bis zur Abschriigungsfliche zu errichten, dessen Héhe gleich @, wird.
In der halben Héhe befindet sich der Kérperschwerpunkt.

Ist die Neigung der schriigen Schnittebene nicht 45°, sondern
eine beliebige, so bleiben die Koordinaten fiir die Projektion des
Schwerpunktes dieselben. Die Hohe des zugehérigen Lotes wird
x - tang ¢. Im Halbierungspunkte desselben befindet sich der Korper-
schwerpunkt.

Damit ist zugleich die Lage der

: Mg Resultante des seitlichen Wasserdrucks

B gegen beliebig gestaltete ebene Flichen
vollstindig bestimmt.

| — s
I b 114) Aufgabe. Uber einem Halbh-
/'/ v RGOy kreise mit dem Durchmesser O A
|-F-===-- P ¥ \ stehe ein abgesch rigter Korper,
s \ '

_ dessen Schnittebene durch die
5 ﬁ[" o g 41 Tangente OB geht. Der Schwer-
| - punkt des Korpers soll bestimmt
werden.
Auflosung. Die Koordinate » fiir die Projektion des Korper-
schwerpunktes wird
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o] o

o =3

e a AE
S 7 = _'H':-, = i ‘ = T
=
9
Uitl:_r_'q*ls_:'q'll wEr*L!
Moy My
Vi T oy

Hier handelt es sich um einen Fall, wo das Centrifugalmoment
aus Symmetriegriinden besser mit Hiilfe der andern Abschriigung
herechnet wird, Der Inhalt des neuen Korpers wird bei 45° Neigung

i o T E) - rix 49 T

der Schriigfliiche nach Nr. 21) J = = - 5= = § »*, der Hebelarm fiir
B i o T [ '

das statische Moment in Bezug auf OB ist r, also il =— ey

Hu.t'nlf_';i- schliefslich fiir den zuerst betrachtete: Kﬁ!‘]u.-a‘

=

wat die Hohe L' y. In

Das an der Stelle @, y errichtete Lot
der halben Héhe, d. h. in der Hohe ° r, befindet sich der Kérper-

schwerpunkt. Bei anderer Neigung

ist mit tang ¢« zun multiplizieren. e :

Der Abstand y_entspricht dem 1.;:1,
des Schwerpunktes der Kreisfliche A A
von 0A. Es fragt sich, ob dies T
in allen Symmetriefillen stattfindet: 5 | |
wie sich sofort zeigen wird, ist 7| Anufrifs
diese Frage zu bhejahen. | : i

’ (5] - [

115) Der Fall der symme- 0 ; gﬁ. ;M; i:L,i
tritohen Rlache, Pis im Grond-  ~5~77 o0 i
rils ;IE-?.L'it'hllr-l'.r\ Fliche F sel ' ) = =
symmetrisch gegen CJL. Jeder B ' i
Schnitt wie K L erscheint dann im : 84
Aufrifs als Trapez K, L, L, K, mit | | ;_,-"' |
der Mittellinie M, M,. Das Moment ey N i Gradi
dieses Schnittes in Bezug auf OA ‘ o : \ !
ist also ebenso grofs, als obh fiiber 5 f ;
KL ein Rechteck von der Hohe ' L i ]
M, M, stinde. Dies gilt fiir jeden | :.H’
der zu KL parallelen Schnitte, — V. et A

folglich ist das statische Moment
des abgeschriigten Kdrpers in Bezug |
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auf 04 ebenso grofs, als das der Siule von iiberall gleicher Hohe
M, M,. Folglich liegt die Schwerpunktsprojektion fiir den
abgeschrigten Korper in derselben Entfernung y, wie bei
der gewthnlichen Siule, d h.in der Schwerpunktsentfernung
der Grundfliche. Dagegen hat « fiir beide Fiille verschiedene Lagen.

Im Falle der Symmetrie ist demnach das Centrifugal
moment besonders leicht zu berechnen. Man multipliziert den
Inhalt des iiber I stehenden Korpers, der durch eine Ehene ab-
geschriigt ist, die selbst durch eine zur Symmetrieachse Parallele OB
- geht, mit dem Schwerpunktsabstande der

L Fliche von der zweiten .-'\:_‘h:;i_‘-? so dals
i M =yJ—yM
| i Yy oy Sy 4
: 18T,
' == So erhiilt man z. B. fiir die vorige Halh-
; \ 18
\ : 2 vy 1y i 2
A kreisaufgabe sofort M,, — —— . — —
. ; o7 2 ]
a ohne Benutzung der zweiten Abschriigung.
. Ebenso folgt fiir die nebenstehende
' Halbellipse
3 Hirown | : daabx 2 919
] M., — - — . b — = a*b’.
8w 2 =

Aus den Anwendungen auf abgeschriigte
Korper folgen auch solche, die sich auf Drehungskérper beziehen.

116) Aufgabe. Wie hoch liegt der Schwerpunkt eines
Guldinschen Drehungskdrpers?

Auflosung. Das

Fig. 94, Flichenteilchen f giebt

i hei der Drehung den

Inhalt 2xfz, sein sta-

tisches Moment in Be-

o | e e zug auf die durch 0OA
I \ S P 2 dargestellte Grundebene
e P, l : ""»‘\__ i g J/j ist also 2xfzy, das
< Tl 5 e statische Moment des

‘i i-"’r Gesamtkorpers in Be-

g : 4 zug auf die Grund-

ebene wird also gleich
03 =i
2 } fay oder 2x M, e
: . ~ e = S an
Bezeichnet man die Schwerpunktshthe mit 4, so erhilt man

hyod =2aM, .
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Da nach Guldin J = 2¢nF = 2= M, ist, wo M, das statische
Moment der Fliche in Bezug auf die Achse OB bedeutet, so wird

j 2w My ]L-_, Centrifugalmoment
. = - == - —
s 2ax My My statisches Moment

Ehenso hoch liegt der Schwerpunkt fiir jeden Sektor
eines solehen Korpers.

Tst der Sektorwinkel unendlich klein, so kann man den Sektor
als abgeschriigten Korper im obigen Sinne betrachten. Darin liegt
die Ubereinstimmung der Hemft:ttv die sich auch auf den “3_1.-'111111L'-t-rié—
fall ausdehnen lassen.

{17)DerDrehungs-
korper im Symmetrie-

Fig

D
=

L

falle.

[st dieFliche sym- ‘
metrischgegeneinezur .
Drehungsachse paral- | I
lele Gerade,so liegtder ' %
Schwerpunkt des Dre- / ‘
hungskérpers: ebemnso | | | __|_
hoch, wie der der er- Ul
zeugenden Fliche. Der
Beweis ergiebt sich aus |

(]hl:-vm

Hier findet also ein dhnliches Ausgleichen statt, wie vorher bei
den Trapezflichen. (Dals bei Llll‘ﬂl]]l]!t‘fll‘wthill ]iril'hL‘]l der batz
nicht mehr gilt, sieht man z B. am geraden Kreiskegel, dessen

o S : e s : ) k.
Schwerpunktshthe h = i ist. wihrend die der Fliche b = ist.)
& £ 7 J il
118) Deutungen des Centri- Fig. 96.

tuqrnlmumemhs mit Hiilfe der
Dic htigkeitoderde sspezifischen
Gewichtes.

a) Statt iiher der Fliche F' einen |
abgeschriigten Korper zu errichten, |
kann man eine Massenbelegung an- |
nehmen, deren Dichtigkeit in jedem |
Punkte z B. proportional dem Ab- _'"{7‘ = > A
stande 2 von OB ist. Setzt man
die Dichtigkeit gleich z selbst, so
‘<t das statische Moment der so belegten Fliche in Bezug auf die

Achse OA gleich };;";:,:g;:: M,,. Dabei kann man die Achsen in

ihrer Bedeutung mit einander vertauschen,
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b) Statt dessen kann man den mittels OB abgeschriigten Kérper
beibehalten, aber seine Dichtigkeit proportional zu y setzen. Setzt
man sie gleich ¢, so wird der *Masseninhalt des Kérpers gleich

Z.T‘f'.ry = M,,. :

119) Anwendung auf die Centrifugalkraft ebener Flichen.
Man denke sich eine ebene Fliche homogen mit Masse belegt
und um eine Achse OB ihrer Ebene gedreht.  Jedes n f im
Abstande 2 von der Drehungsachse

Fig. 97, erhiillt dann eine Centrifugalkraft fxd?,
B - wo & die auf den Radius 1 reducierte
" Winkelgeschwindigkeit ist.
, 5 ( p N Die gesamte Centrifugalkraft ist
! _":' s dann o2 >1f: = 8*M,, d. h. ebhenso
e = ey

grols, als ob die gesamte Masse F im
['liichenschwerpunkte vereinigt wiire.

Der "'t‘ltfl'i'ﬂ"-iill]ll]i der Centrifugal-
kraft filllt aber nicht mit dem Flichen-
schwerpunkte zusammen. Um ihn zu
finden, errichte man auf der Fliiche Lote gleich der Centrifugalkraft
im EH{‘»]HH“HH[{H Punkte. Dies giebt einen [illru,mrmlmrpm der
in obigem Sinne abgeschriigt ist. Die P rojektion seines Schwerpunktes
aut die Fliche I' giebt den Angr itfspunkt der Centrifugalkraft,
Seine Koordinaten ergeben sich nach Nr. 113) aus :

i M,
T e T

if i

|
f}I A

[st die Fliche symmetrisch in Bezug auf eine zu OB parallele
(erade, so stimmt y, mit dem Se hwerpunktsabstande der Fliche
itherein, so dafs dann die Rjc htungslinie der Centrifugalkraft durch
den Fliichense hwerpunkt geht, was durchaus nicht alleemein der
Fall ist.

Das Moment der Centrifugalkraft in Bezug auf die Punkte der
Achse 04 ist in jedem Augenblicke gleich

oS fay — a1,

fiir den Sonderfall § — 1 geht dies in M,, selbst iiber.

Es handelt sich in der That bei M., um ein bestimmtes Moment
der Centrifugallraft, so dafs der Name Centrifugalmoment sehr be-
zeichnend ist.

Ist die Achse OB nicht fest und keine freiwillige Drehungsachse,
so wiirde die Centrifugalkraft ein Umstiirzen. also eine ,"L]meu,h_ung
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von der urspriinglichen Drehungshewegung erstreben, so dals auch
der Name Deviationsmoment brauchbar erscheint.

120) Beispiel des Dreiecks.

Ein Dreieck drehe sich um die Achse OB. Wie grols
18t die entstehende Centrifugalkraft, und
wo greift sie an?

a) Geometrische Behandlung. Man )
denke sich auf der Fliche Lote errichtet, die |
gleich den einzelnen Centrifugalkriften fz92 %
also proportional zum Abstande # sind. Der a
entstehende Diagrammkorper ist eine Pyramide,

deren senkrechte Hohe im Punkte 4 zu denken Jef---- XD

Fig. 8.

ist. Thr Schwerpunkt wird gefunden, indem man
den Flichenschwerpunkt S mt der iiber A
schwebenden Spitze verbindet und von der Ver-
bindungslinie den vierten Teil abschneidet. P ist
dann die Projektion des Schwerpunktes: und zugleich der gesuchte
Angriffspunkt der Centrifugalkraft. Die Koordinaten von P sind

|iJ 1 @ /] |rJ i h 1 I3 .er
eseomlna R DSl S s TR RN e L Ol
e L:ij’_:}‘l P S i3 4

In S hat man sich die Masse vereinigt zu denken, um die Centri-

. : N igy - . .
fugalkraft m - #° zu finden. Da aber die Fliche des Dreiecks als

. g bh 2
Masse betrachtet werden kann, so folgt m = —, und man erhilt als
Centrifugalkraft
' (TR hb*a*
} = = -ﬂ"‘ = —— s
P 5 3 6

So wird S benufzt, um die Grofse der Centrifugalkraft zu finden.
[hr Angriffspunkt aber hat ganz andere Koordinaten als S.

b) Behandlung mif Hiilfe des Triigheits- nund Centrifugal-
moments.

B b hh?
: Ty 12 b M,, 24 h
LM, Tk 6 S ®) den W, R d
23 6

Die Kraft wird ebenso berechnet wie vorher.

121) Beispiel des Viertelkreises, der sich um OB dreht.
Gemischte Behandlung. Der mittels OB abgeschriigte Korper
hat den Inhalt

i A 5 r
,r_,r =t k= —

4 ST 3
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(Ebenso grofs ist das statische Moment 1M, der Fliche.) Seine
Schwerpunktsprojektion hat die Koordinaten

1

rem
e, jf.-' 16 B9 | iy 1
1 e e - = —— i i = - == {
}"ii e e TE e T
i"}a.xn Hier versagen zunichst die hifsht:ri.}_{un Me-
(1 = thoden zur Berechnung von M,,. Der Dia-
:,r-|5 i o grammkorper der Centrifugalkraft (bei der
! | el P \ Drehung um ODB) ist aber ein Sektor der
¥ E3 1 : = !
xR . Halbkugel, dessen Schwerpunkt mit dem
0| & e ! 3
- der letzteren in derselben Hohe y — Cr
liegen mufs. (Vgl. Method. Lehrbuch, II,
G = 4 0 . : 3 e gl
Stereom. H6.) So findet man zugleich M —y M = .- = .
= T SNty B = ] 8
Dasselbe Resultat giebt die spiiter zu behandelnde Summenformel. Uber
- ~ - . - . i - " ~ H ¢ ,-I'2
jedem Schnitte z ist nimlich ein Dreieck vom Inhalte z, = = zu

! ik . : &2 :
denken, dessen statisches Moment in Bezug auf 04 gleich = y 1st.
Dafiir kann man schreiben

re — y*® r2 y?

Nach der Summenformel ist dann das Moment von y = 0 bis y = y, gleich

e .”] "'l"]_ .‘.Irll— (T8
< 5 58k By aad i A
T :3--.1:_5.(""] 3”1,}
Fiir y, = r wird dies
e
hl'_j- |1-.:&\::; o
Folglich ist A
M. a8 |
W, = = == i
Yy M e 8
.I'l - =
B

Wiederum haben die Koordinaten des Angriffspunktes nichts mit dem
Flichenschwerpunkte S zu thun. Letzterer giebt als Grifse der
Centrifugalkraft

i

dr .o vl e .'r':i a9
T e Mot =g

mo? =

Zugleich hat man gesehen, dals im allgemeinen Rechnungsmethoden

zur Anwendung kommen miissen, wie sie spiter behandelt werden sollen.
Ein wirklicher Einblick in die Lehre von der Centri-
fugalkraft ist nur mdglich auf Grund der Kenntnis der
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Trigheits- und Centrifugalmomente, die uns die Koordinaten
der Angriffspunkte geben —

122) Fiille, in denen das Centrifugalmoment gleich Null
oder gleich einer Konstanten wird.

Die alloemeine Bekanntschaft mit mechanischen Vorgiingen Lifst
es bequem erscheinen, an der Hand der Centrifugalkraft ebener
drehender Flichen einige besondere Fille

zu hetrachten. ol
a) Hat die Fliche eine Symmetrie-
achse, und betrachtet man diese als B
Drehungsachse, so heben sich die Centri- g
fugalkriifte je zweier symmetrischer B \\‘x
Teilchen gegenseitig auf. Die Centri- [ . 1
fugalkraft und ebenso das Centrifugal- e s R
moment wird gleich Null. Also: ol [,_{v AR 2
Das Centrifugalmoment einer L _ J
Fliche in Bezug auf eine Symme- & e =
trieachse und eine zu ihr Senk- \\\1
rechte ist stets gleich Null i ot =

b) Denkt man sich die beiden symme-
trischen Teile gegeneinander verschoben,
wie in Figur 101, so ist die Summe der Centrifugalkriifte zwar noch
immer gleich Null, da aber die Resultanten nicht in dieselbe Linie
fallen, so entsteht ein Kriftepaar
(Drehungspaar). Das Moment der Centri-

Fig. 101,

fugalkraft wird, wennjede der Resultanten B |
gleich pund ihre gegenseitige senkrechte H“\\
Entfernung gleich e ist, in Bezug auf e
jeden Punkt der Achse OB gleich pe. rie '*",-; s
Dabei ist es durchaus nicht nétig, dals "."‘ ) S &
die beiden gegeneinander verschobenen S| - e
Teile urspriinglich symmetrisch waren, ' L\:
wenn nur die Achse durch den Schwer- |
punkt geht. Folglich:

Das Centrifugalmoment einer
ebenen Fliche in Bezug auf eine 0 4

Schwerpunktsachse und jede Nor-
male der letzteren hat einen konstanten Wert. Beide Achsen
sind dabei in der Ebene der Fliche zu denken.

¢) Fille, in denen das Centrifugalmoment gleich Null wird, kann
man sich leicht konstruieren. So kann man z B. Fig. 102 so ein-
richten, dafls die vier einzelnen Centrifugalkrifte im Gleichgewichte
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stehen, d. h. dals das Moment des Kriiftepaares der Centrifugalkriifte
gleich Null wird.

d) Es giebt rechtsdre

iende und linksdrehende Kriiftepaare. Falst

man das Moment der ersteren als positiv auf, so ist das der letzteren
negativ. Demnach kann auch das Centrifugalmoment einer Fliche in
Bezug auf zwei Achsen negativ sein. Man hat dann nur nétig, die
eine Achse als entgegengesetzt gerichtet aufzufassen, um ein positives
Moment zu erhalten.

]"i:_.; 102
]U Fig: 103.
| el
Vi { A
V27 : | X _—af
- | |
| W
s 7 |
B i-_ X [ r
- .=-__ | —~ === e P
: | /)
! , - —

Liegt ein Fliichenteilechen im ersten oder dritten Quadranten, so ist sein
Centrifugalmoment positiv. Liegt es im zweiten oder vierten, so ist es

negativ. Kbenso ist es bei der gesamten Fliche leicht zu l’[lt-.‘-'(']‘l{‘[tll_'i]} ob
in Bezug auf die Koordinatenachsen ihr Moment positiv oder negativ ist.

Aus diesen Betrachtungen mechanischer Art lassen sich Siitze
ither Centrifugalmomente und abgeschriigte Kérper ableiten. Bei
letzteren ist der iiber der Grundrifsebene liegende Teil als positiv, der
andere als negativ aufzufassen.

Der unter b) angedeutete Satz
B | ist ein Sonderfall eines allgemeineren
Verschiebungssatzes, der sich folgender-

Tig, 104,

malsen ergiebt.

§ 123) Vierschiebungssatz fiir
das Centrifugalmoment.

q S T Das Centrifugalmoment fiir zwei
' aufeinander senkrechte Schwerpunkts-
T —{——7 achsen einer Fliche sei bekannt. Man
suche das Centrifugalmoment fiir zwei
parallele Achsen 0.4 und OB, wobei
O in Bezug auf S die Koordinaten — p, — ¢ habe. Waren die
urspriinglichen Koordinaten eines Fliichenteilchens f durch & und
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gegeben, so sind die neuen Koordinaten 2 —=p + &, y=q + 1, und
das Produkt zy wird gleich (p + &) (¢ + n) = pg + &y + pn + gk,
s0 dals

N, ) e~ L N1 ST e

> fxy=nqg > + En+p > fn+4q

2 [z pq 2y >f'- +p X2 Iin+49. 215
wird. Der erste Posten giebt pgF, der zweite ist das urspriingliche
Centrifugalmoment BM:,, der dritte wird Null, da es sich um das
statische Moment in Bezug auf eine Schwerpunktsachse handelt.
Ebenso verschwindet der letzte Posten. Man hat also

Mo — Mo =Ene

Folglich: Bei der durch a =§ 4+ p und y =19 + ¢ bestimmten

Parallelverschiebung der Achsen aus der Schwerpunkts-
lage wiichst das urspriingliche Centrifugalmoment um das
Produkt aus der Fliche F und dem Verschiebungs-
rechteck pg.

Haben p und g gleiche Zeichen, so ist der Zuwachs positiv,
haben sic verschiedene Zeichen, so ist er negativ. Ist p oder g gleich
Null, d. h. verschiebt sich nur die eine der Schwerpunktsachsen, so
ist der Zuwachs gleich Null," und das Centrifugalmoment bleibt un-
verindert. War das urspriingliche Centrifugalmoment gleich Null,
was bei Symmetrieachsen stets der Fall ist, so ist

M v—pal,

was bequem ausgewertet werden kann. (Spiter wird sich zelgen,
dafs dies bei jeder Mittelpunktsachse regelmilsiger Flichen der
Fall ist.)

Die Fille, in denen das Centrifugalmoment gleich Null ist, sind

®

von besonderer Wichtigkeit fiir die Berechnung von Trigheitsmomenten

fiir beliebige Achsen, denn die in Nr. 109) abgeleitete Gleichung
T.=cosal, 4+ sin*el, — sin2a M.,

geht dann iiber in die einfachere Form

7. — cos*el, + sin*al,.

=

124) Der Trigheitsradius.
Fiir das Rechteck war in Bezug aunf die Seite b das Triigheits
Lh®

moment 7 = Man kann fragen, in welcher Entfernung von b

man sich die gesamte Fliiche (Masse) concentriert denken miisse,

damit das Trigheitsmoment dasselbe sei. Man erreicht dies, indem
hhs .

— setzt. Piir das Rechteck folgt

man [I'g® = 7', also hier bho® =
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s 1 a’a : . T
daraus ¢* = —-, oder p = - Allgemein erhiilt man fiir jede be-
A = 5 V8
1]1*]11;_1'1* Fliche

= l I

Fiir die Mittellinie des Rechtecks erhilt man

yal l ks
el 1D hi his 7
Q o ! K =) bh g 1 12 v l £

Beim Kreise ergiebt sich in Bezug auf den Durchmesser

Jj‘l'_r
— il — ==
9 l j,‘ J.:Z-']' <

Den so bestimmten Radius nennt man den Radius des Trigheits
momentes oder kurz den Triacheitsradius.
Futsprechende Betrachtungen kann man fiir das polare Trigheits-

moment anstellen, wo sich ergiebt

So ist oz B. fiir die Kreisfliche
Srix
/ 2 (o |
T St A

-Der Triigheitsradius dient zur Vereinfachung von Rechnungen und
Formeln.
Ein Beispiel fiir seine Verwendung bietet die folgende Aufgabe.

b 125) Aufgabe. Ein ring-
formiger Korper entstehe
durch Drehung einer sym-
j,-! metrischen Fliche um eine
S s bt !; zur Symmetrieachse pa-
\ | I NE rallele Gerade. Wie grofls
\ | I!\\ ist das '|'|'E]ghtaitm:!nmf;“L
|\ des Drehungskérpers in

i T e —';r“ Bezug auf diese Achse?
Sl Auflésung. Jedes Flichen-

teilchen f in der Entfernung
o0 -z von der Achse OB giebt
nach Guldin einen Ring vom Inhalte 2 (¢ 4 z)nf. Ist m die Masse

dieses Ringes, so ist sein Trigheitsmoment in Bezug auf OB gleich
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m (o -+ )% also ist, da die Masse m mathematisch genommen mit dem
Inhalte iibereinstimmt, das Triigheitsmoment gleich

2(p + 2)xf (¢ + ) = 2xf(0 + z)°
oder gleich

w 1] o,

3o*x + 3ex” 4 2°).

5 o

2 (0" -+

Aus Symmetriegriinden gehort zu jedem Teilchen f in der Entfernung

o
¢ - x ein entsprechendes in der Entfernung o —

¢ , und fiir dieses

ergiebt sich ebenso ein Partialring vom Trigheitsmomente

‘ i o £l - . AL pvid )
2xf(0° — So*w 4 85" — 7°).
Beide Partialringe zusammen haben also das Trigheitsmoment

2xf(20° -} 6o*a”).

Fiir das gesamte Trigheitsmoment

Tl -

folgt daraus, dafs Glieder mit ungeraden Potenzen von z wegfallen

2| ey = g ] T . o 3 | L
/H 2 2mfo’ -+ \_'U wfo x |zh nfox* —[—2_2 wfx

und nur die mit geraden Potenzen stehen bleiben. Demnach wird

T=2 19”2;’" + 6 :192?;".-;3"-’.

. i Tyl . AT L] 1 £ - el . i
Hier bedeutet ‘ f die Fliche F' und EJ.’L“* ihr Trigheitsmoment
T, in Bezug auf die Symmetrieachse. Fiihrt man den Trigheits
radius g, dieser Fliche mit Hiilfe der Gleichung o F'= 1, ein,
so folot

T'=2moFo + 6mo Ly,

oder, da 2mo ' = J ist,
T=J(o’+ 3¢;).

Tn Worten lilst sich der Satz ausdriicken:

Entsteht ein Ringkorper durch Drehung einer symme-
trischen Fliche um eine zur Symmetrielinie parallele Achse,
so ist das Trigheitsmoment des Korpers in Bezug auf die
Drehungsachse gleich J{;yﬂ-—}—- 5"@?_:], wo o den Inhalt des
Kiorpers, ¢ den Abstand der Symmetrielinie von der Achse,
o, den Triigheitsradius der Fliche in Bezug auf die Sym-
metrielinie bedeutet. Der Trigheitsradius des Korpers 1st

: e
also gleich }o '+ 3o,.
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Fig. 106 126) Beispiel des Ring-
”f kiirpersmitKreisquersehnitt.
54 Hier ist der Inhalt
{ \ ; / i \I In Bezug auf DFE ist fiir die
ll | |" e s ’T | s oy P :
\ ; | \ / Fliche des Kreises T, — [ » Aus
\“- - L | ______\‘f--._ e oy m e pio
_ o f'=1T oder g -rzx= .
D 2 '
cl folgt o = = Demnach wird das

?‘ - r)T ({):{_:: :‘) Oj\) =

Triigheitsmoment des Kérpers
e
=20rm (

i 'J :_: :-'.‘f
@ T 4 )

127) Der Radius des Centrifugalmomentes.

KEbenso konnte man fragen,

Fig. 107.
B |
[ |
I\
ol
[
€ N0
g
2 - el _y g
= T A
o
ey

wo man sich die gesamte Fliiche
miisse,
um in Bezug auf zwei Achsen 04
und OB dasselbe Centrifugalmo-

(Masse) vereinigt denken

ment zu erhalten. Dann hitte man

71 setzen
Hovdi: y = Mo,
oder
M,
_I'I.“f —_—— r:r
Ist der Ausdruck rechts positiy,
so sind 1m ersten und dritten

Quadranten unendlich viele Stellen

'I moglich, da zwei verinderliche
\ Grifsen # und y vorhanden sind.
: Die gesuchten Punkte liegen auf
Y = M-
einer gleichseitigen Hyperbel mit dem konstanten Rechteck zy—- £ !
Eins dieser Rechtecke ist ein Quadrat vom Inhalte
Y ‘]f.f'.'n’
7 = o
- f’
seine delte 1st
/M
i il
K

Die Ecke €' ist symmetrisch gegen beide Achsen und wird am bequemsten

fir die Anbringung der Masse F
bequem liegen.

sein. Nur noch (| wiirde ebenso

Die positive Grifse ¢ bezeichnet man als den Radius
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des Centrifugalmoments. Man pflegt zum. Zwecke graphiseher Dar-
stellungen ¢ als OD auf OO abzutragen, was ganz naturgemils der
Symmetrie gegen die beiden Achsen entspricht.

M.

Ist dagegen die rechte Seite von zy = J,'." negativ, so wiirden
lie entsurechenden Punkte im zweite T e e e R [
die entsprechenden Punkte im zweiten und vierten Quadranten liegen,
wohei es sich um ein Quadrat mit den Seiten - ¢ und — ¢ handeln
wiirde. Da jetzt ¢ =|/ Z_*¥ imaginiir sein wiirde, kinnte man von

einem reellen Radius des Centrifugalmomentes nicht mehr reden. In
solchen Fiillen ist es besser, die positive Richtung z B. der X-Achse
entgegengesetzt anzunehmen und

so das Imaginire zu vermeiden. ; L St
‘ e . 3 |
Hier sollen solehe Fiille |||n;,1'|ll'|'l-'=1i B |
* 0 | :I
ausgeschieden werden. Die Dar- E \ b o

stellung beschriinkt sich also auf
zwel Quadranten.

l‘L".]{E'Q. L

|

SE
I.‘.jH_"] Hflihpif.‘l des Recht- | \x\f

|

In Bezug auf die Achsen OA ; "';“ S J
und (5 war ee————
M, =", E B e S S
so dafs |
e
e -'UI,._:: 3 4 A bl - b h
A i i e e T Y

ist. Demnach l_l‘ﬁ‘-li' die g‘l[.'ic']lsi“ilj;:‘i‘ }II\']:FE_"J"]}L'] durch den Milt!‘].pm]]if

" g F [
M des Rechtecks, und ¢ ist mittlere Proportionale zwischen - und

=

Auf der Winkelhalbierenden OF ist OK = ¢ abzutragen.

|'_)”;!- Beispiel des Viertelkreises. Fig. 108,
Nach Nr. 121 ist in Bezug auf 0A |
und OB D% o
4 | s
M, 5 ‘ \
is folot N\
Es folo o b
{ J ‘f_.flll H }_I I‘I Il
= S e — e e
5 F it - ey (,Ji 1
1
also ¢ = - ist in O als Winkelhalbierende einzutragen.
2w :

Hol:mitller, Ingenienr - Mathamatil. I, (5
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130) Satz von der Trigheitsellipse.

In Abschnitt 109 war gezeigt worden, dafs man aus den Trigheits-
momenten 7', und 7, einer Fliche das Trigheitsmoment 7. fiir eine
um e« gegen OA gedrehte Achse mit Hiilfe folgender Gleichung
findet:

T = 1T,cos*e¢ + T, sin*e —sin2¢ M,
wo M., das Centrifugalmoment in Bezug auf die urspriinglichen
Achsen ist. Fiihrt man fiir 7., 7, und 7, die Triigheitsradien g, g, und

. | T 3 2 T \ | o B Y on

@, ein, so hat man zu setzen 7. = Ig", T = Fo;, T' = Fg;. Fiir

das Centrifugalmoment werde der Radius ¢ durch die  Gleichung
M., = Fe¢* eingesetzt. Dadurch geht die Gleichung iiber in

Fo” = Fo, cos &+ Fo, sin" e« — Fc sin2e,

5

oder nach |J{_'[rh'4]'.-;1-i’fi;_§t'1' Divigion dureh F in

2 a 2 g . 3 S
0 — o0, cos &+ o, 8m ¢ — 2¢ SN« cose.
! = %
Dafiir kann man sehreiben
i- {‘:Ur-: [{-}'J t Sin 4;{-)‘-’ 9 jx-in o COR &
S \ o 0 0
i e ~ _1 \ N ¢ w -

(o I ) Eh

Diese Gleichung lilst sich geometrisch veranschaulichen. Man setze

- & ; et et DB . sine
die verfinderliche, von « abhiingige Grifse = 2 und = 9.
= 0 0 :
g 16 Dies sind dann die Koordi-
naten emes Punktes P, fiir den
B : '
L= A OP = —und < PO A = « 1st.
e _““'*x.\ o !
/./' b Petzt man aulserdem die Kon-
o |
I3 i 1 i
s 7ot stanten —a, und — —b,,
i = ’/ i 2 B =2
Vi e Ty . kL . - . Ny s
./f __.(_j__f::' (£ /./ 5 -4, 80 I!__{l‘]]T' die t]},lilt_:‘d'- {IilLI{'ElHH},}:
/ 5 ither in
[ | =
\ i (ri .L i 2 &y by
A | 2 & 142
S — L 9
G | {i)

Bildet man also fiir jeden
Winkel & den Triigheitsradius g

' ! o 1 - %
und seinen umgekehrten Werth S und triigt man den letzteren auf
dem freien Schenkel von e« ab, so bilden die Endpunkte P die durch

die letzte Gleichung dargestellte Kurve.
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Diese ist vom zweiten Grade, also Gleichung eines Kegelschnitts.
Vertauseht man in der Gleichung 4 # mit — 2 und zugleich - y mit
— 9, so indert sie sich nicht, folglich ist sie eine Mittelpunktsgleichung,
und O ist Mittelpunkt des Kegelschnitts. Da ferner das Triigheits-
moment der Fliche fiir keine durch O gehende Achse verschwinden

; Y 4 = 5 T : 1
kann (denn /; &% besteht aus lauter positiven Teilen), so kann -

0
fiir keine durch O gehende Achse unendlich grofs werden. Der
Kegelschnitt ist demnach eine Ellipse. Also:

Berechnet man die reciproken Werte der Trigheits-
momente einer Fliche F fiir simtliche durch einen Punkt 0
gehenden Achsen, und trigt man diese Werte auf den
Achsen ab, so bilden die Endpunkte eine Ellipse.

Diese ist die sogenannte Trigheitsellipse.

(Hiitte man nicht die reciproken Werte, sondern die ¢ selbst
abgetragen, so hiitte man die reciproke Kurve der Ellipse, eine
ge‘u‘i%e Kurve 4'" Grades erhalten, die der allgemeinen Anschauung
weniger geliufig ist.)

Ha’r man d]n Hauptachsen dieser Ellipse, so kennt man alle
ihre Durchmesser, folglich auch die reciproken Werthe der Trigheits-
momente fiir simtliche Achsen, folglich auch die Trigheitsmomente
selbst. Man hat also eine sehr einfache graphisehe Darsfellung.
Gleichzeitig aber lassen sich sofort zahlreiche wichtige Folgerungen
ablesen.

131) Folgerungen.

a) Die Ellipse hat einen :wnf%ten und einen kleinsten Durch-
messer, die auf emander bEIll(]eCht stehen. Dem ersteren entspricht
das Minimum, dem letzteren das Maximum des Triigheitsmomentes.
Die Minimal- und Maximalachse stehen also auf einander
senkrecht.

Man bezeichnet beide als die Haupttrigheitsachsen der Fliche
fiir den betreffenden Punkt O.

b) Je zwei Ellipsendurchmesser, die symmetrisch gegen die beiden
Hauptachsen liegen, sind einander gleich. Folglich: § Symmetrisch
gegen die I].'lu]_}tqil_'h“si'n li t=ffeude11 Achsen entsprechen gleiche
Trigheitsmomente.

¢) Von den so zusammengehorigen Durchmesserpaaren bildet
nur eines einen rechten Winkel, das den Winkel der Haupt-
achsen halbierende. Folglich: Sind die Trigheitsmomente in
Bezug auf zwei durch O gehende und aufeinander senk-
recht stehende Achsen einander gleich, so findet man durch
Halbierung der Schnittwinkel der letzteren die Haupt-

6
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triigheitsachsen. Der Kiirze halber sollen die Achsen der gleichen
Triigheitsmomente als Gleichheitsachsen bezeichnet werden.

d) Sind mehr als zwei Ellipsendurchmesser einander gleich, so
ist die Ellipse ein Kreis. Folglich: Stimmen die Triigheits-
momente in Bezug auf mehr als zwei durech O gehende
Achsen iiberein, so stimmen sie fiir simtliche iiberein.
H;mtu wird sich zeigen, dafs fiir jede beliebig gestaltete ebene Fliche
zwel Punkte ﬂ\lwhnml fiir deren Strahlenbiischel simtliche Trigheits-
momente der Fliche iibereinstimmen. Dies sind die sogenannten
Fixpunkte.)

) Ist eine der durch O gehenden Achsen Symmetrieachse der
Fi!ir}u I so 1st sie auch i‘)\mmot]w achse der ]lc:frh{’itaelhl‘}av Folglich:
Eine "‘*\11111101:1 icachse einer Fliche ist stets eine der Haupt-
achsen der Trigheitsellipse, also liegt entweder der Fall des
Maximums, oder der des Minimums vor. Gerade dieser Umstand
erspart zahlreiche Rechnungen.

f) Die Summe zweier Triigheitsmomente fiir auf emmander senk-
1'&(1.}.1t.f_ Achsen 1st konstant, ﬂdl'r_'llll,h gleich dem zugehorigen Polar-
momente. Folglich muls itu die ]‘Hllhf‘ folgender Satz existieren:
Die Summe d(.-' Quadrate der reciproken Werte fiir je zwel
auf einander senkrechte Halbmesser der Ellipse ist kon-

o £ " 1 1
stant, nimlich gleich 5+
: 2 3

32) Die Centralellipse. Die dem Schwerpunkte emer Fliche
Llﬁ‘-s‘[n['lhl‘lldt' Ellipse heifst die Centralellipse. Sie ist von be-
sonderer Wichtigkeif, weil von ihr aus alle anderen Trigheitsmomente
durch Ver n(-hu%nmn‘ (T, = T -+ ¢ F) gefunden werden konnen.

z_.

Auch von ihr g(_-l_t-fzn die letzten Symmetriebemerkungen.

Von besonderer Wichtigkeit ist folgendes:

Hat eine Fliche mehr als zwei Symmetrieachsen, so ist
die Centralellipse ein Kreis.

In diesem Falle braucht man also nur ein eimziges Trigheits-
moment wirklich zu berechnen. Dies gilt nicht nur von den regel-
miilsigen Polygonen, sondern auch von zahlreichen anderen ebenen
Gebilden, die fiir die Technik wichtic sind. Hierher gehiren z. B.
die i\]illfllllt‘rn[‘h]]tﬂ{" und die Schnitte gewisser Siulen und Fliigel-
achsen. Davon wurde im Abschnitt 65 Gebrauch gemacht.

Fiir die Biegungs- und Strebfestigkeit lassen sich daraus soforb

P A : i T
wichtige Folgerungen ablesen. Fiir die erstere ist der Ausdruck =
=, = f

malsgebend, wo @ die Entfernung der iufsersten Fasern von der
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Biegungsachse ist, fiir die andere der Ausdruck 7' selbst, der hier fiir

=

; y : - e v s
alle Achsen derselbe ist. Fiir Figur 111 z B.1st - - m Bezug aut die

Fig. 111. Fig. 112

12

1 !

; : T el o ; . :

Achse A B kleiner als - Bezug auf die Achse GH, die letztere
: :

Biegungsachse ist also fir Biegungsbeanspruchung die giinstigere.
Entsprechendes gilt filr Figur 112,

133) Lage der Hauptachsen fir beliebige Triigheitsellipsen.

Die Gleichung eimer Triigheitsellipse einer Fliche fiir einen

belichigen Punkt ergab sich aus

1) T.= T,eosta + T, sin® ¢ — sin 2 M,
als

4 o T 92
:3} T —!_ : T -...":'.'-f.’jf == l'

! ”T ; .l',]

Hatte in der ersten Gleichung fitr jedes « der dritte Posten
gefehlt, d. h. wiire M., = 0 gewesen, SO hiitte er auch in der andern
(ileichung gefehlt und man hitte die einfachste Gleichung der Ellipse
erhalten. Folglich:

[st fiir die beiden gewihlten Achsen das Centrifugal-
oment der Fliche gleich Null, so ist die Gleichung der
Trigheitsellipse von der Form

= 2 ."i':
:'} e + T = 1.-

a’

wo @ und » Hauptachsen der Ellipse sind.

Umgekehrt folgt daraus, dals das Centrifugalmoment
in Bezug auf die Hauptachsen der Trigheitsellipse gleich
Null ist.

Dies ist z. B. der Fall fiir jede Symmetriea chse einer Fliche

und eine auf der ersteren senkrecht stehende Achse.
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Hat ferner die Fliche mehr als zwei Symmetrieachsen, so ist die
Centralellipse ein Kreis und man darf je zwei heliebige auf einander
senkrechte Schwerpunktsachsen als Hauptachsen betrachten. Fiir
Jedes Paar von Schwerpunktsachsen ist also dann M., — 0. Nac
Verschiechungssatze fiir Centrifugalmomente bleibt dies auch dann der
Fil“, wenn eine der Achsen ?‘:.\'h\'t'!'.'|']111nh.’t.-<;u'}]:-\'tl ist und der Achsen
schnittpunkt O sich anf ihr beliebig bewegt.

1 dem

Folglich: Hat eine ebene Fliche mehr als zwei Symmetrie-
achsen, so ist fiir jede Schwerpunktsachse und eine irgendwo
auf ihr errichtete Senkrechte das Centrifugalmoment gleich
Null, d h. fiir jeden beliebigen Punkt ist die durch ihn ge-
legte Schwerpunktsachse eine Hauptachse der Trigheits-
l‘HiFSL‘.

Gleichung 1) vereinfacht sich in solchen Fillen und iiberhaupt,
wenn M., = 0 wird, zur folgenden:

4) IT. =T, cos* ¢« + T, sin’ ¢,
bezw.
2) @ =0, Cos &« | g, sin” ,

und dabei sind 7, und 7, Minimal- bezw. Maximalmomente, je nach-
dem das eine oder das andere das kleinere ist.

134) Aufgabe. T, und 7, seien das minimale und maximale
Trigheitsmoment fiir eine Fliche I und fiir das Strahlen-
biischel eines beliebigen Punktes 0. Wie grols sind die
Momente fiir die Winkelhalbierenden der Hauptachsen?

Auflosung. In Gleichung 4) ist & = 45° einzufithren. Dies giebt
m Fae P ey g Iz T
T. = Ty cos® 45" 4 T, sin? 450 — 22T =¥,

Dasselbe gilt fiir den Winkel — 45°,

Folglich: Das Trigheitsmoment fiir die Gleichheitsachsen
ist das arithmetische Mittel der heiden Grenzmomente.
(Letzterer Ausdruck soll Abkiirzung fiir die Worte Maximal- und
Minimalmoment bedeuten.)

Folglich: Das Triigheitsmoment fiir die Gleichheitsachsen
ist gleich der Hilfte des zugehtrigen Polarmomentes.

135) Aufgabe. Die Centralellipse des Rechtecks zu be-
rechnen und ihr Trigheitsmoment fiir die entsprechenden
Gleichheitsachsen zu entwickeln.

Oh?

Das Maximalmoment fiir Figur 113 ist ey

das Minimal-
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b h?
! - .. : ; . i? 1
nmioment die Tricheitsradien sind o, — e und
122 = w2 bh 1 12
{ 7 ; ; - i B L2 !
oy = 3 , die reciproken Werthe sind a, = l e = . 50 dals
L5 II 5/ 1 b ¥ 1 h !
1 1 ; . 4 . i
G tn— e Ju:b. Die einbeschriebene Hauptellipse 1st also der
L
Centralellipse dhnlich., Um letztere 1m i i
richtigen Malsstabe zu erhalten, wiirde ;
es der Feststellung einer Einheit be- #
diirfen, wovon jetzt abgesehen werden B e
soll. Fiir die schrigen Gleichheits- Sl “
achsen ist as f ol = a7 5
e Ty - T."' sl (I'l b? il bh ;.] I i ~ 4 ’ i |
S e = T T T B T, T 'h‘;_'__
TR s i
= () = d, i

wo F' die Fliche des Rechtecks, d seine Diagonale ist.
(Bei Millimetermals fallen fiir die gebriiuchlichen Querschnitte
die Halbachsen iulserst Klein aus. Wire z. B. h = 100 mm, so wiirde
Vi2

a =5 kaum sichtbar sein.
. . 1 s b

Ist allgemeiner die Linge 1 gegeben, und hat man ¢, = s ge-

zeichnet, so findet man q, = — mit Hiilfe der Proportion g, : 1 =1:4q,.
s o
2 : . h
Ebenso ist es mit g, = -—— und g, :1=1:0.)
2 Y12 a

136) Aufgabe. Wie grols ist das Trigheitsmoment des

Rechtecks in Bezug auf seine Diagonale d?

Auflésung. Aus Fig. 114
T:= T, cos*e + T, sin°e ”'-.[;:_ ._ > ,_
i o
fnﬁgi, da i i
5 Tt [ J |
Si g = —, COs o= S
o’ o = S o M
und / |
_ d=Vb 4+ I j‘
1st, {, >
A bhd b hb* h? h3Rs bh3h? bt ans i
l-, m— o 3 —'— —— = s == T TR 1’}
; 12 d*° 12 d% 6 d* 6 (b® -+ &7

was auch mit Hiilfe des Dreiecks gefunden werden konnte. [Jedes
= 5 ; di? i 4 % di? = i
Diagonaldreieck giebt — , die Gesamthgur also —- Nun st aber

-
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EERE s o o d bipd o e
s0 | = J. , toleglich T - : — = — |
fl iy = » (1 i Y S

Kommt es auf

dl.="0h, a

3
grifsere (Genauigkeit nicht an, so kann man das Resultat an Fig. 113
ablesen,

137) Aufgabe. Wie grols ist das Trigheitsmoment des
Halbkreises fiir heliebige Schwerpunktsachsen?
In Bezug auf DFE ist nach 68)

Fig. 115
= b 1 4 8 £ o )
M gk oy ot i i :
B 4 s i i \& — 5,
e In Bezug auf OB ist
,/J \‘\; fil— ria
120V Pails it b YRS S
L \ folglich fiir die unter « geneigte
o I e Sch werpunktsachse
o 1 B a 1 ytar - o
I''=r‘m|s—:—)cos’a}— sine.
s \ O Rt =
Fiir ¢ = 45° erhiilt man z B.
by Rt A 3
l'r-\ = ) | l! L} = |

_Jf. ist das .Mili]‘!i!n[—, ..l', das .“i'l]j]]t:llt[[(lnlv]l!"-; die l';l]]ft':l[g_-”j[ﬁt_-
hat also ihre Brennpunkte auf DE: BO ist also die giinstigere

Biegungsachse fiir die Festigkeit.

138) Beispiel des symmetrischen Winkeleisens
Ks war in Nr. 59

Fig. 116.

Jfl: (;J-' - a":";
3 (B -5 =5
e 2) 5]
- 12
; [ -'r!t o e
A< == (-"s L h J_ b
: [ 12 F 2] 2

Dies sind die Grenzmomente

: denn die Winkelhalbierenden geben
(Gleichheitsachsen. Fiir diese ist
R demmnach Lt
Te'= R

wodurch sich das Resultat 58) bei Fig. 64 bestitigen mufs.




Centrifugalmomente und Trigheitsmomente fiir belichige Achsen 29

139) Ausgang von den Gleichheitsachsen.

Fiir die Gleichheitsachsen ist T, = T,, wofiir der Gleichheit
halber T, geschrieben werden soll. Fiir die Achse, die um « gegen
die @w-Achse gedreht ist, gilt jetzt nach Nr. 109 die Gleichung

T:=T,cos’ « - T, sin* « — sin 2¢ M,,
= T, (cos® ¢ -+ sin® ¢) — sin 2 M,

folglich
T:=1T,—sm2c¢M,,.

(1]

Nimmt man M., als positiv an, so erhilt man fir ¢ = 45° und

¢ — — 45 das Minimal- und Maximalmoment in der Form
=g — M =T ...

Hieraus folgt durch Subtraktion

Fol
Gleichheitsachsen ist gleich der halben Differenz der beiden
Grenzmomente.

Namentlich bei einfach symmetrischen Querschnitten giebt dies
mancherlei Rechnungserleichterungen. Fiir das vorige Beispiel z. B.

lich: Das Centrifugalmoment in Bezug auf die

o
ton ]

ergiebt sich fiir die Gleichheitsachsen (abgesehen vom Vorzeichen)

Mg, = by e

140) Drehung der Achse des =g 17
Centrifugalmomentes.
[n beistehender Ficur ist

E=0FE+ CD=gxcosa+ ysine,

=20 FE=ycose —axsne, e
also
;‘5_1‘- = XY cos® ¢ — Ty sin” o

4 " sine cose — a®sin e cos &, A
folglich
>7J|"§ ) = (cos® ¢ — sin® (cj S“f',rl.r; L sin ¢ cos o [ S_jfllq'"’ : ‘_’51]::'2" .
e U B il P = |
oder
L) M. = cos2a M,, :I;_ sin2e (T, )

s

Kennt man also das Centrifugalmoment und die beiden
Trigheitsmomente in Bezug auf zwei zu einander senkrechte
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Achsen, so erhiilt man dureh Gleichung 1) das Centrifugal-

moment fiir die um « cedrehte Achse.

Danach wird M. =0 fiir
L sin 2¢ (T, T,) = cos 2a M.,
oder fiir
e D Mew
2) tan 20 — i

woraus sich die Richtungen fiir die beiden Hauptachsen

erceben.

]

Greht man umgekehrt von den Hauptachsen aus, fiir die M., = 0
ist, so vereinfacht sich Gleichung 1) zu
an . I Y i s
3) M, =5sin2e (T, —1,),

=) = 2.7
wo T, und 7, Grenzmomente sind. Den Maximalwert hat man bei
den Achsenrichtungen ¢ = - 45°, niimlich
748 T,

4) M, ==L

so dals der Maximalwert des Centrifugalmomentes den Gleichheits-
achsen angehirt und daher auf einer der Hauptachsen graphisch dar-
zustellen ist.

Geht man von den Gleichheitsachsen aus, so erhilt man aus 1)
die Gleichung

D) M. = cos2a M,,,
so dals aus dem maximalen Centrifugalmoment —~——*alle

iibrigen bequem abgeleitet werden kdonnen.
Dies fiihrt zu einer graphischen Darstellung aller Werte, aunf die

wir noeh zuriickkommen. T i
Gleichung 1) geht fiir ¢ = 45° iiber in M. — = % worlin

der unter 139 abgeleitete Satz als besonderer Fall enthalten ist.

141) Aufgabe. Gegeben seien die Trigheitsmomente T,
und 7T, und das Centrifugalmoment BM,, in Bezug auf zwei
aufeinander senkrechte Achsen. Die Haupttrigheitsachsen
sollen bestimmt und die Grenzwerte des Triigheitsmomentes
sollen berechnet werden.

Auflésung. Man erhiilt die Hauptachsen, wenn M. = 0 wird,
also nach vorigem Abschnitt fiir 4
2 M,y

1) tan2¢ = ey
=T
woraus sich die Winkel ¢, und «, = «; 4 90" ergeben.

Diese Werte sind in die Bestimmungsgleichung
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2) T.= T,cos’e 4 T, sine — sin 2a M.,

einzusetzen, und so erhilt man die beiden Grenzwerte.

Um jedoch micht verschiedene Winkel ¢ und 2« in der Formel
zu haben und um statt der verschiedenen Funkfionen nur eine zu
erhalten, setze man nach bekannten Formeln

P 1 1 cos2e e 1 cos 2 o
ORI, - = nnd et — e
und schreibe Gleichung 1) in der Form
%) s 2 ‘Ux_g_; cos 2 )
/ e T
Dadurch geht 2) iiber in
T 14 (,nh 2 o _:_ T, | L_:}-. D o B 2 Jl;'-l;f.ﬁ L"c'.l:“‘.’ e«
; ] = TR

oder In
2 J.!i , €08 2

T,= 5 (T, + L) — 5 (I, — Tx) cos 20 — —2——

y @
oder in
1 F 1 e o : 4 ‘Lri'n HI
== (L+ T, — = (Ty—T2) cos 2| 1 1+ el
: / (T, — TR
=y x) -
oder unter Benutzung von Gleichung 1)
: 1 e N 1 . #r c 9 -
T.= (T, +T1T,)— (T, — T;) cos 2|1 + tan*2¢«].
Die beiden letzten Faktoren formen sich um zu
P sin® 2 o o 08?20 - sin?2w :
cosZ2e|l + — ] = c0s2¢a : = 08 20 —5=
L cos* 2 o Co8” 2« co8* 2 o
i
=t
— —gec2a,
Cos 2o 5
go dals wird
@ ol | e B L rr o .
3) [ =< (T.+ T, 4+ 5 (T — T,) sec2¢.
Setzt man o, = o, 4+ 90° ein, so erhilt man
ol 1 m T | m e &
4) L= = (1o + Ty)— 5 (T — Ty ) sec 2.

Durch 3) und 4) findet man die Grenzwerte des Trigheits-
momentes, den Hiilfswinkel ¢ mittelst der Gleichung 1%).
Damit ist die gestellte Aufgabe gelost.

Auf dasselbe Resultat fithrt die spiiter zu behandelnde Maximal-
und Minimal-Methode. Damit ist eine der wichtigsten Aufgaben der
Festigkeitslehre geldst, denn an der Triigheitsellipse erkennt man z. B.
sofort, dals ein auf Strebfestigkeit beanspruchter Stab senkrecht gegen
die kleine Achse standhiilt, in ihrer Richtung aber biegend nachgiebt.
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142) Die Curve der Radien des Centrifugalmomentes.
In Nr. 140 war zur Berechnung des Cenfrifugalmomentes fiir die
nm gc-l[rphu-n Achsen folegende Formel ;lJl;__-"m\'iL]]tH.‘

1) M, =cos2eM,., + ;sin2e(T, — 15).

o -

Fithrt man die Radien der Momente durch die Gleichungen

FA¥=M,, Fi, =M., Fo,—1T., Fp

1

ein und dividiert man beiderseits durch I, so entsteht die Gleichung

2 A= f; cos 2@ + = (9

<
3
& Aa

a3 B s 3
9}) SIN & 0.

Sind hier T, und 7, die beiden Grenzmomente, sind also die Achsen

die Hauptachsen, so ist M,, = 0, also auch 4, = 0, die Gleichung
vereimfacht sich also zu

3% 2 1 2 2 i

3) A= (g,,—gl}sm_’u,

s
-

- 0 15t

Hier seien die Benemnungen wieder so gewiihlt, dals g,
Dann bilde man

4) 0, — 0, =026,

so dals sich ergiebt

B . "'.'3 + 9] 7 . N Y
D) 4 = - sin 2 ¢ = (¢ sin a) (€ cos a),

so dafs 4 mittlere Proportionale zwischen e sine und e cos e ist.
Dies fiithrt zu fol-

: il gender Konstruk-
B tion fiir den Ra-
/,_/""d—___“‘l“-ﬂ._{:-: dins des Centri-

B
-

Winkel &« und

\.I.
= 7 i e oeoe benen
0 < S / - \ )
Lr"J - = 4‘-- L
/ i e :
" At M) N4 «e— 90" und bel

— e

P

e Pt L
// 02~ \ fugalmomentes
¥ fiir

I|}'1__.. ! ; -
i / | vecehenem Maxi-
: 3 ' /  mal- Radius
\_/, Ny /3 / mal - Radius g
' = ; und Minimal-
/ Radius o,.

O FIHE _____f__/-/ Manbilde 0.4 —e¢
- “=h l!‘, - {;T und

schlage den zu 0 A
als Durchmesser gehorigen Kreis, ziehe die Sehnen OF und OC
unter ¢! und o' — 90° Neigung und verbinde E mit A. Zu
AFE =¢c¢smae wmd OF = ¢ cose¢ bilde man die mittlere Proportionale
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2 und trage sie von O aus als Halbierende OP des Winkels EOC
ein. Damn ist OP der Radius des gesuchten Centrifugalmomentes.

Bezeichnet man den Winkel 4 0P mit ¢, so 18t ¢ — a — 45°
also ¢ = @ - 45° so dals Gleichung 3) iibergeht m

[ <

A= ] LO — 0, sin (2¢ 4 90%) = = (Qﬁ == {JU sin (90° — 2 @)

oder in
2 1 2 2 5 et
6) A= (pg — 91) cos2q@ = - cos 2.

Da jetzt 4 und ¢ susammengehoren, was bei 4 und @ nicht der
Fall war, so kann man 6) als Gleichung der gesuchten Kurve
in Polarkoordi-
naten betrachten.

In Gleichung 6) B
liegt  aber eine
neuere und ein-
fachere Konstruk-
tionfiirdenRadius
1 des Centrifugal-
momentes.

Man zeichne
denselben Kreis
wie vorher und \
trage MOC=2g¢ | 0 /
ein. Als Winkel- =
halbierende trage
man die mittlere Proportionale zwischen OM und OC ein,
was OP =4 giebt. Dies ist der Radius des Centrifugalmomentes
fir die beiden unter - 45° gegen OP geneigten Achsen.

Fig. 113.

Boweis. Nach der Konstruktion ist
OM:0P= 0OP: 0C,
also
OP:—= OM-0C= 0M- 04 cos2¢p = : (ecos2 @) = ;i: cos 2 @.

Dies stimmt mit der Gleichung 6) iiberem.

Man achte auf die Ahnlichkeit der Dreiecke OMP und OMC.
Das in dieser Konstruktion liegende Abbildungsprinzip wird uns
noch mehrfach beschiftigen.

Triigt man® O P auch in entgegengesetzter Richtung ab, was der

(Hleichung ¢ = —+ l - f"-'-.-'f- entspricht, so bilden die Endpunkte aller so

konstruierten Radien OP eine schleifenférmige Kurve, die sogenannte
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Lemniskate, genauer bezeichnet, die ¢

=

leichseitige Lemniskate,
tiber die spiiter eingehender zu sprechen sein wird.

145) Dasselbe Resultat hiitte man gefunden, wenn man von

den G

eichheitsachsen ausgegangen wire. Fiir diese geht,

da fiir sie 7, = T, also 0, = 0, 1st, Gleichung 2) iiber in
22 a2 e*
A= A cosZ o - cos 2«
1 | 9 17
L . e - - . ¥ e |
denn jetzt ist 4] gleich dem Maximalwerte ~-, also 1, =—¢)/! = 0D

in Fig. 119 und 4 wiire aufzutragen gewesen auf die Gerade, die den
Winkel zwischen ¢, und «, -+ 909 die also mit der einen Gleichheits

¢, -+ (e, - 907

achse den Winkel o = o; - 45" bildet. Setzt man
o, + 45" = @, also «, = @, — 45°, so geht die Gleichung fiir 2
tiber in

o e? ; e

Lf = _ cos 2 (g, 45%)
Hitte man aber von der um 45° zuriickliegenden Hauptachse aus
den Winkel geziihlt, so hiitte man statt ¢, zu schreiben @ -+ 45°
und aus @, — 45" wiire geworden @ +45° — 45" = . Demnach

hiitte man wieder die Gleichung

i =i {.;"
(i) At= _cos2 g

gefunden.

144) Bemerkungen iiber die Lemniskate des Centrifugal
momentes.
0A und OB sind die Hauptachsen der Trigheitsellipse. Da

= . 1 = : : .
g, = @, angenommen war, 1st < —, d. h. die grolse Achse der
a 0y 0’ :
Triigheitsellipse fiillt in die Richtung 04, die kleine in die Richtung
OB. Man bezeichnet "die Punkte M und M, als Brenmpunkte der
. e 5 . 5 e o2 T . i
Lemniskate. Fiir ¢ = 0 ist 1* — o 080 =, dies giebt den
/1

Maximalwert O = ¢}

momentes. Fiir ¢ = -} 45° erhiilt man

(J_ilj tiir den Radius des l,'|-1|1.|'jj‘11la_1_'-,;l.

o e
a— - €08 900 — ().

Demmach geben die Richtungen -}~ 45° unendlich kleine Sehuen, d. h.
Tangenten. Im Punkte O haben also die Tangenten ‘der Lemmiskate
die Richtungen - 45°. Es verhiilt sich

8

OM:0D=:: . Y2=1:)2.

- -
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Durch G
dargestellt. In gewohnlichen Koordinaten wiirde sie folgendermalsen
zu bilden sein. Es ist

eichung 6) war die Lemniskate in Polarkoordinaten

] e B SR S & & : y W
-y = A, COBQ = e ——, Slllgp = - = = =
L 'E wt -yt A 'l a2 _'_ y*
al=o
g 5 e il y* i i
S el SRR ]
COE Z @ — COs s11 —_— e = e = — [
¥ ¢ =ty P y o1y
(Hleichung 6) geht aber iiber in
o [ A
2y = 2
. -+ Y 2 2+ y®
oder in
1) (@ 4+ y°)f = < (&° Y
Fig. 121
|
Fig. 120
i 2
‘ S J--—;ﬁ‘r)
el
-1 ‘ e ll..'r |
5 ¥ St
3 I g/ ¥
v = / !
by Y = — —— e
@ e T

Die Haupteigenschaft der Kurve ergiebt sich aus Folgendem:
Man verbinde einen Lemniskatenpunkt P mit M und M,, dann ist

PP — [.‘r b2 ;J" 1 ;?f"'.

g / eh\2 5
= v = ) T ‘i 2
S ey [

folglich

= , = = E =

plet = | (.'f"': ol :,',-; =F E;J il ("""_J ; (: i '."J"'J ] 1) er

oder
{.'"

o= (@ + P 5@+ ) F o — St

Nach Gleichung 7) ist aber fiir die Lemmiskatenpunkte

0= (224 ) — = (22 — ¢?)-




‘“; ,-'\.hr-'i']lh?:tf |l\

Durch Subtraktion folgt aus den letzten beiden Gleichungen

: Tt 1] !'" g 2 et
g =g = T i i T 6
also ist
" (,'.‘. ren s
h.] -}Jf{:Tz f_—_; :

Das Produkt der ,,Brennstrahlen® einer Lemniskate ist also

eine konstante Grolse.

Ist 2., der H;!};i!rlrz!|is_‘i|';lg Hir den Radius des Centrifugal

- o . A1 i
momentes, so ist 4, = e}/, man kann also auch schreiben
I. ':-m ' 2 ) = ;'.j.'
Y = 4 = o

Aus der Eigenschaft 8), welche die Lemmiskate als besonderen Fall
der Cassinischen Kurven pg — a? erscheinen lifst, folgt eine weitere
einfache Konstruktion

kiirlich an, so konstruiert man nach 8) ¢ mit Hiilfe der Proportion

der Lemniskate. Nimmt man niimlich p will-

[; £

Moo= gl

Die Lemniskate fiillt eine gewisse Liicke in der Kurvenlehre aus.

f|1_'.'|"|?l P q = 2q und e = Za sind !]I:l {l||4'§t‘h[|]]IL{1'_\jL der H ]jl]"“"
1 i} . . . - . .
und der Hyperbel, £ — ¢ ist die Gleichung des Kreises. Hier er-
! ) g {
scheint p-g = ¢ als Gleichung der Lemniskate, womit eine gewisse
Gruppe von Kurven abgeschlossen ist. — Spiiter soll nither auf diese

Kurve eingegangen werden.

145) Die Fixpunkte oder die Punkte
momentes.

constanten Trigheits-

Die durch den Schwerpunkt gehenden Koordinatenachsen seien
die Achsen kleinsten und grifsten Trigheitsmomentes 77, und e
Auf der Y-Achse trage man die Emtfernungen SC| und S¢, gleich

, = ¢ ab. Dann wird behauptet, €, und €, seien fiir die

Vo, —e

beliebig gestaltete Fliiche F' die Punkte konstanten Trigheitsmomentes.
Beweis. Fiir jede Achse, die mit der Hauptachse X den Winkel ¢

bildet, ist, da fiir die Hauptachse M,, = 0 ist, nach Nr. 133

o

0, =@

L/

] g a9
Sl ¢ - g, cos -

5

[

also 1st fiir die parallele um p entfernte Achse K nach dem Ver-
schiehungssatze (wo I sich weghebt)

9 ¥ 7 g

@ =09, tp =g,sin ¢+ g cos a-+p
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Sind nun p, und p, die von €, und €, auf die neue Achse ge-

i:i“f(]] Iallfﬂ, 850 l‘a[
= 208 o, JR— - eCOS o,
P P eco ’ 2 P ; 3

folglich

Fig. 122.

PP = p* — *eos e,
folglich

" n : [8 st

P = j.i] :ﬂj —— €° COS8™ @&

= iy + (0] — 03) cos’

und demmnach

2 g . g 2 2
9 = p,8I & + o, CO8 «
-+ PP + 0,C08 ¢ — 0,CO08 «
oder
2 9if iog TN ) e L T b
o' = of (sin’ & + cos’ &) + pyy, L
cma Bl s A 6
= .1(,'!"3 T Pi Ps - | |2 ,'|
Legt man nun die Parallele durch X ! /
C;, oder dureh (,, so wird ent | . /
2y : g
weder p, oder p, gleich Null, d. h. oo T
es wird g = g,, und dabei ist e«
oanz gleichgiltig. .

J"_:Jlglirh: Legt man durch
die Fixpunkte €, und beliebig gerichtete Achsen, so ist
fiir simtliche das Triigheitsmoment gleich grols und ergiebt
sich aus dem Radius g, des maximalen Triigheitsmomentes.

Fiir beide Fixpunkte gehen also die Triigheitsellipsen in
Kreise iliber.

Kennt man die Lage der Fixpunkte, so berechnet sich
das Trigheitsmoment fiir jede beliehige Achse der Ebenen
mit Hiilfe der Gleichung

2

0 =0t Pibs s

wo p; und p, die Enffernungen der Geraden von den Fix-
punkten sind.

(Der zweite Posten ist positiv, wenn p, und p, oleichgerichtet
sind, negativ bei entgegengesetzter Richtung.) '

Der grofse Vorteil liegt darin, dals jetzt goniometrische
Funktionen iiberfliissig sind, und dals auch graphisch ver-
fahren werden kann.

Holzmilller, Ingonicur - Mathematik, I,

=7
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146) Die Culmansche Trigheitsellipse. Ks sei erwiihnt, dals
im Anschlufs an Clebsch durch Culmann eine zweite Triigheits-
en ist, deren bhisher absichtlich nicht gedacht

ellipse eingefithrt wor

wurde. Ks handelt sich um die Ellipse

4 0]

welche g, und p,, d. h. den Maximal- und den Minimalwert des
Triigheitsradius fiir das Strahlenbiischel durch einen beliebigen Punkt O
zn Achsen hat.

e [hre Bedeutung ergiebt
sich aus folgender Be-
trachtung.

In Fig. 123 ist ein Kreis

~L mit Radius ¢, und die
Culmannsche Ellipse fiir
einen heliebigen Punkt O

der Ebene gezeichnet.
Durch O ist eine beliebige
Gerade 'L mit Neigung «
gezeichnet. Legt man durch

K

@
1

die mittels ¢ = ]r&,“ e

konstruierten Brennpunkte
I und F, Senkrechte zu
ihr, so geben die Schnitte G und H mit dem Kreise bekanntlich eine
Tangente der Ellipse. (Vergl. Meth. Lehrbuch II, Ster. 14.) Es wird
behauptet, OJ sei der Trigheitsradius fiir K L.

Beweis:

a9 2 i

(T =="1) 0 T Q:J 1 |_.[‘J JF'.L-K‘[J.*-: (.:_:nﬂ = 0, - e o8 o

2 e 2 2 2 Bty 2 2
=0, — (0, — 9,) cos & = g, (1 cos” ) -} g, cos” «
&os 2 ] g
= 0, SIn" ¢ - @ COS «.

Es ist aber auch fiir die unter ¢ geneigte Gerade nach Nr. 133

o = p,sin" « | g cos a,
also 1st OJ* = p* und O0J = p.

Folglich: Berechnet man fiir jede durch O gehende Ge-
rade das Trigheitsmoment der Fliche F, und zieht man fiir
jede eine Parallele in dem berechneten Abstande, so um
hiillen die Parallelen die Culmannsche Triigheitsellipse.
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Diese Ellipse ist namentlich in graphischer Hinsicht von Wichtig-
keit, und sie wird hier nur vorliiufig erwiihnt, um Verwechselungen vor-
zubeugen. Ist O der Schwerpunkt S, so hat man die Culmannsche
(.’t%litt'ufﬂJi],me_-,

Die Culmannsche Triigheitsellipse ist iihnlich und #hnlich liegend
zur ersten Ellipse. Die Mittelpunkte beider fallen zusammen. Die
Brennpunkte der Lemniskate des Centrifugalmoments liegen auf der
grofsen Achse beider Ellipsen, die Fixpunkte auf dex kleinen. Spiiter
soll die zweite Ellipse eingehend behandelt werden.

147) Um zu erkenmnen, auf was es bei den Berechnungen dieses
Kapitels ankommt; mufls man einige numerische Beispiele nach jeder
Richtung hin durchrechnen. Wird z. B. mit Millimetern gerechnet,
so nimmt die Trigheitsellipse erster Art mikroskopisch kleine Dimen-
sionen an, so dals man sie in 1000- bis 10000-fachem Malsstabe
zeichnen muls, um sie zu veranschaulichen. Die Culmannsche Ellipse
dagegen erhiilt brauchbare Dimensionen. Fir den Maschinenbau
sind solche Berechnungen von geringerer Wichtigkeit, wohl aber fiir
die Fisenkonstruktionen des Hochbau- und Briickenbauwesens. Fiir
die dort auftretenden Querschnitte sind Normalprofile festgestellt.
Jedes derselben kann als lehrreiches l"'h11ng‘rd'reiﬁpiu1 Verwendung finden.
Im nachstehenden Abschnitte ist ein ungleichschenkliges Winkeleisen
numerisch behandelt. Ein Normalprofil wurde absichtlich nicht ge-
nommen, um gewisse Eigentiimlich-
keiten schiirfer hervortreten zu lassen.

Abgesehen von der rein prak-
tischen Verwertung fiir die Festig

Fig. 124,

< | J‘J,_ 206 >

(V)

i

keitslehre lassen sich aber viele physi- | e,

o,
“he

&

kalische Betrachtungen iiber die
Theorie der Drehung, der Centrifugal-
kraft, der Pendelschwingungen, des S 7 X

Stolses, des Wasserdrucks u. dgl.

oo

mit jedem solchen Beispiele verbinden.

-
3

h=.
ft

148) Beispiel des ungleich- ' <
schenkligen Winkeleisens.

Gegeben sei /i = 300 mm, &, -
20mm = b, b, = 200 mm. Die
Hauptaufgabe soll darin bestehen, v 1 [ ¥t %
die Lage der Haupttriigheitsachsen
fiir den Schwerpunkt zu bestimmen
und daraus gewisse Schliisse zu ziehen. Der Einfachheit halber sind
die Resultate jedesmal auf ganze Millimeter abgerundet. Dadurch treten

i

[}




100 Abgehnitt TV.

Ungenanigkeiten in die Rechnung, die praktisch ohne Belang sind,
da der hu]]]ruf_gu-!'h- Charakter des Materials doch mniemals \'{=rh1'i!'|¢_{t
werden kann.

) Schwerpunktsbestimmung. Die Koordinaten des Schwer-

punkts werden nach Nr. 3)

i
i

; byhy + bahy (2hy + hy) 90 . 280% - 200 - 20 (560 - 20)
g 2R + bR N 2(20 - 280 - 200 - 20)

3 888 000 .
= = ~ 203 mm,

19 200
byhy -+ byhy 202 . 280 4 2002 20 912 000 48
o —— —— — — [ &,
1 2(b hy 4 byhy) 2(20 . 280 4 200 - 20) 19 200 i ey

b) Die Trigheitsmomente 7', und T, werden nach Nr. 61)

Jr == ll i.l".rl.‘rﬂ:‘i ~~|— I}:Hij h:i”;

— 520 208% 4 200 - 97° — 180 - T7%| = ~ 89 220 000.
L, =5 he, — he + hye, |
e | 800 - 48% — 280 . 28% + 20+ 152° | =~ 32420 000 .

Demnach ist das polare Triigheitsmoment fiir den Schwerpunkt
T, = 121 640 000.

¢) Das Centrifugalmoment M,, fiir die Schwerpunkts-
achsen. i

Fiir den Mittelpunkt jedes Rechtecks ist das Centrifugalmoment
gleich Null. Nach dem Verschiebungssatze ist dann M, — 0 - p g, F,,

My =04 p,q, Iy, und zwar sind die p positiv einzustellen bei
Verschiebung nach links, die ¢ positiv bei Verschichung nach unten.
Fiir das Rechteck mit Seite 300 sind die Verschiebungen p, 38,
g = — 93, die Fliche F, = 6000. Fiir das Rechteck mit Seite
200 20 — 120 sind die Verschiebungen ps = 4 62, g, = 4 87,

die Fliche F, = 3600.

So ergiebt sich

M, — 0 -1 ( 38) (— H3) 6000 = 12 080 000 .
M, = 0 + (4 62) (4 87) 3600 = 19 420 000 ,

folglich ist das gesamte Centrifugalmoment

M,,= M, + M, = 31500000.

d) Die Lage der Haupttrigheitsachsen,

Nach Nr. 140 ist
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; ] T G3 000 000 G50
ban Do — — 1 == SN
: g A ) A 200 000 AR
G630 Fa o [
lg o = lg tan & =0,04499, also gehért zum positiven Bruche
im ersten Quadranten der Winkel § = 47°58', zum negativen Bruche

also im zweiten Quadranten der Winkel 2 ¢

662 1°
i.v:‘i', |'113E_§_§Jii'|l!

= 132°2". so dals & —

Die eine Hauptachse der Triigheit ist unter 66° 1" gegen die
positive Richtung der X-Achse geneigh. Die andere steht senkrecht

dagegen.
e) Das maximale und das minimale Trigheitsmoment.
Nach Nr. 141) wird fiir die beiden Grenzmomente
S o i gty
I— = | : = gec 2o

28 400 000

- (50 820 000 -~ _— B0 820 000 == 42 420 000 ,

- ¢os 132" 2
Folglich 1st
T — 103 240 00 hs T = 18 400 000,

NAax min
Die Summe beider giebt selbstverstindlich wieder 7.
) Das maximale Centrifugalmoment fir das Strahlen-
biischel durch S ist
o
B U ML 40400600

nmiax s

i =

Die Grenzwerte der Trigheitsradien.

,"l 1

17/ S
mMax A 1085 240 000 ey T o
0= ]/’ e — " — 103,71 mm = ~ 104 mm ,
5 I o 600 ?
nmax
LTE
r
£ i S 15 400 000 o G
n— |f’ ';'f' P —= 4378 mm = ~ 44 mm.
min oht

h) Die erste Centralellipse wiirde die Halbachsen ]_;lll mm
und ll1 mm erhalten, so dafs ihre graphische Darstellung bei den an-
agenommenen Mafsen nicht praktisch erscheint. In umstehender Figur
ist sie 1m willkiirlich gewiihlten 10 000-fachen Malsstabe eingetragen,
was b = 96 mm, ¢ = 227 mm giebt. Letzteres fiillt in die Richtung
K I, ersteres in die Richtung MN.

Hauptachse ist das Verhiiltnis 104 : 44 oder 26 : 11 oder etwa
H: 2 fiir beide Achsen.
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Man erkennt fiir die Festigkeitslehre sofort Folgendes: Bei

Strebbeanspruchung giebt das Winkeleisen in der Richtung M N

nach, hilt aber stand in der

Fig. 125 Richtung K L. Die Tragfihigkeit

im einfachsten Einspannungs-

falle ist, wie die Festigkeits-
ehre zeigt, hichstens

A

wo P die Tragfihigkeit, & der

Elasticitiitsmodul des Materials,

| [ S/ | die Hohe ist. (Alles auf Kilo-
II &/ / o grammeund Millimeter reduziert.)
\\\ e ' Bei Biegungsheanspruchung
K -

durch emn in senkrechter Ebene
wirkendes !'(r';'if'f'c'-]rz!'rtt‘ wiirde es
am giinstigsten sein, M N hori-
zontal anzubringen. Im Falle des Freitriigers wiirde die Grenze der Trag-
fihigkeit sein P = '\f” ; Wo S die zulissige Spannung des Materrals,
[ die Linge des Freitriigers, W — KI bezw. W = :r das Widerstands-
moment (auch Querschnittsmodul Z genannt) des Quersehnitts be-
deutet. M N ist bei dieser Belastungsart neutrale Achse. e, und e,
sind die Entfernungen der fuflsersten Fasern des Materials, wo die
Zug- und Druckspannung am stirksten werden. Welcher von den
beiden Moduln zu wihlen ist, hiingt von den Tragmoduln des Materials
fiir Zug und Druck ab.

Die Festigkeitslehre zeigh ferner Folgendes. Wird der Frei
triiger in beliebiger Lage eingemauert, z. B. in der gezeichneten, und
wirkt das Kriiftepaar in  senkrechter Ebene. so gilt als neutrale
Achse der zu dieser Ebene konjugierte Durchmesser der
Ellipse, dessen Richtung sich aus der Tangente im Schnittpunkte
ergiebt.

Denkt man sich den Querschnitt homogen mit Masse helegt
und um eine in seiner Ebene liegende Schwerpunktsachse gedreht, so
setzt er der beschleunigten Drehung den grifsten Widerstand ent-
gegen, wenn M N Drehungsachse ist, den germgsten, wenn KL als

soleche gewiihlt wird., Die entsprechende Energie wird im ersten

Fal

rrr o SR B 3 = . . S
e 7, im andern 7 5 » Wo & die Winkelgeschwindigkeit ist.

max = min =

Aus der Drehung um eine Achse, die in § auf der Querschnitts-
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ebene senkrecht steht, wird die Centrifugalkraft gleich Null, die Energie
wird 7, -

5
i) Die Culmannsche Triigheitsellipse. Ihre.lange Haupt-

achse fillt mit der der ersten '.I.“r'i.lf_:'ltl,'ii'rif"l|i1!h‘£'ﬂ

zusammen, der sie iihnlich ist. Die Hauptachse Fig. 126.
4, = 104 mm fillt in die Richtung MN. Die N
Brennpunkte # und F; liegen in den Ent-

fernungen

P = l"fQ: - {]! = ]’:"f]H-I-2 — d44F = | 04 mm

nmax min

von S auf MN.
Triigt man diese Entfernungen von 5 aus aut

K L ab, so findet man die Fixpunkte €' und C, des
Querschnittes. Fiir diese sind also die Trigheits-

ellipsen Kreise vom Radius o = 104 mm. Fiir

max
beliebig gerichtete durch Cund () gehende Achsen

sind die Trigheitsmomente gleich 7'= 103 240 000. Man erhilt den
; max
Triigheitsradius fiir eine beliebige Achse der Ebene durch die Gleichung

P =0+ p 1= 104* + p, ps.,
nas
wo p, und p, die von den Fixpunkten aus auf die neue Achse ge-
fiillten Lote sind.

Fiir jede durch S gehende Achse findet man den Trigheits
radius, indem man auf die parallele Tangente der zweiten Ellipse
ein Lot fillt.

k) Die Lemniskate der Centri
fugalmomente fiir je zwei Schwer- 0

Fig. 127 a

N

punktsachsen.
Ihre Brennpunkte fallen in die
Richtung M N und haben von S die

Entfernung - I = 0= + 47. Der A~

»
grifste Halbmesser SG  wird gleich
1 1 o sl o
,,-].:’ - = 94 ].-" ;= 00 mm = A V-
I}i-.l ,;.-_I I": —..]'-lrmslx “‘(‘_‘T'Ei{*“ 'I]']l[[‘.‘%: 50
ergiebt sich hier eine wichtige Rech- : _
nungsprobe. Man erhiilt in der That den M U R
fritheren Werth A%. 9600 — 42 420 000.
Einige Punkte der Lemniskate hitte man aus dem Obigen
ableiten kénnen. Fiir die unter 45° geneigte Gerade hiitte man als
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; i y :p . T 17 My /81500 000
Radius des Centrifugalmoments gefunden 2,, —= |/- = % o
— ~d{mm. Dies muls mit der Zeichnung iibereinstimmen und

giebt durch Symmetrie noch drei andere Punkte déer Kurve,
1) Bei der Drehung um irgend eine in der Querscl

liegende Scl

mittsebene
hwerpunktsachse entsteht im

allgemeinen ein aus zwei
senkrecht gegen diese gerichteten Centrifugalkyiiften zu

[lelli_'_Tlf!l,'."I
Centrifugalmoment, dessen Grofse durch d

en winkelhalbierenden Radins

der Lemniskate angegeben wird. Dieser Radius ist gleich Null in

Fig, 127D,

den Richtungen der Tangente R @ und V W, folglich ist das Centrifugal
moment gleich Null fiir die Hauptachsen KL und MN., Diese

Fig. 127 e

sind also freie Achsen des Querschnittes. Die dritt

e freie Achse
ist das in S auf der Querschnittsebene errichtete Lot
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m) Auf andere Aufgaben der Mechanik, bei denen es sich um
Pendelschwingungen, excentrischen Stols, um Mittelpunkt des Wasser-

drucks und degl. handelt, sei gelegentlich dieses Ubungsbeispiels nur

kurz hingedeutet, da sie nur fiir die Ubung im Ansatze, nicht aber

fiir die Praxis Wert haben.
149) Im Anschluss an Culmanns Graphische Statik sind in den

nebenstehenden Figuren mnoch einige Centralellipsen zweiter Art
ewisse Querschnitte skizziert worden, die fiir Ubungsbeispiele

fiir g
brauchbar sind.

Fig. 187 ¢

|
E-_"'- ______ ""' ‘:-'—-__i:'-_-:\li'__'_'_"_-'--------’-’.
7 Fig. 127Th

stellt den Querschnitt einer Schiene dar, Fig, 127° ein
127° ein Z-Eisen, Fig. 127f

Fig. 127"
Winkeleisen, Fig. 127 ein L-Eisen, Fig.
ein U-Eisen, Fig. 127¢ ein T -Eisen,

Fig. 127* em Quadrant-Kisen, auch Fig. 128
Zores-Kisen genannt. e .
| R ¥
. = glo
150) Aufeabe. Die Grenztrig- . X
- i = = et ¢l ;
Viertelkreises ) i \\

] Ll \

|

[]L_‘?‘i

heitsmomente
fiir den Mittelpunkt zu berechnen
. e roaw "
Aus T, = T, = -~ folot nach der P45
15 08 —y = 1y
U b =
s

Gleichung

lo=1T,cos*c-} T, sin*e¢—sin2aM,,

fiir den <C ¢ = 45"
sin 2&.M,, = 1T, sin 2a M, , .

I. = T,(cos* ¢ + sin®e)

L , folglich

Nun ist aber M,




||
i
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—= I TN L5 el i )
T. — sin (245 M, — — = 7 o) el
s o5 — S 4  f T = T T,
7 i - { - ria g4 rd o -
f,r == T Sl == HHIIJ'I_{.,-_.I. == 16 l— g === T T _l' 2) = ir-!11ux-

Fig. 129 151) Aufgabe. Dasselbe fiir den
Achtelkreis.

Nach vorigem Abschnitt folot aus 7.
fiir 7%, die Hilfte, also

-, - pd
Y = Ly
[ 32
. \ D I ] e ;
a aber T, = 1st, so folet
T A i Ak
A : : 2yt I
3 T, =1 Ir—== - (=2
_ : \ : 92 32
/i e d
= (RS
gy (% + 2

Fiir die Gleichheitsachsen OG und O @G, hat man

e T rix
= i - e .
1 2 32

Wie vorher, ist

T f g [ 'K 1 . . f- 110 .
T, = T, (cos® & | gin? @) — sin 2aeM,,— T,— sin {2'23 = } M,

folglich
M,, sin 45 = T, 7

und das Maximum des Centrifugalmomentes fiir O

( - B
W Tg — Tz 32 33 \ T =il /5
ROUAREE ST ERY I/ 1 =2 y'2.

Folglich ist

|
¥ 1 ] v T - ! -
M., =cos 2aM,, + 5 sin 2a (T, — T.) = cos 459 - i V:f
9 2 { ‘ : .
=Virya="C
TS 167
demnach
1
m - 1Y e 19 ; o 2 - 14 l’r 2
I'e = T.c0822 5 4 T,8m 22 — sindb'M,, — - (z — 2) L3
5 2 ! g ‘ 282 ¢
s
1
ol 1 ],f 4 o | F vd -
R | O 2 9/1 1 rm r /1 T AT
I ) ; = /
|y A b -- - — i - i
T 39 2 } 2 16 32 ita] 2 1:;' 2
riog ) i i T o ; T
=, 19 —— H- ].i g — 39 r:'.r -v__j J‘-__?J — -"‘m'in 3
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dagegen

S R g i el e B R
Fmimins =t ae — = 2\l = 2 l/— T w42} 2) = Tiax.-
Diese Resultate werden sich spiiter in einer allgemeinen Formel
bestitigen.

152) Eine brauchbare Beziehung zwischen dem Trigheits-
moment und dem Centrifugalmoment ergiebt sich aus folgender
Betrachtung.

Nach Nr. 133 ist fiir die um « und die um § = « 4 90° gegen die
grofse Hauptachse geneigten Achsen -

o

E
o D

sin® « -+ ¢ o0 cos’

0 =0

o 5 1

0, =@, Cos” - 0 sin® «
& (9‘, o;) SIN € COS €.

Man bilde aus den beiden ersten (Gleichungen durch Multiplikation
eine neue, aus der dritten durch beiderseitige (Quadrierung ebenfalls.
Aus den meuen Gleichungen bilde man eine weitere durch beider-
seitige Subtraktion. Dann erhilt man

10, — A =p,sin’« P R L e
0,0, — A =0, sin” @ cos® o + 0,90, \sin” & | cos &) 4 0, SIn @ CoS™ &
Fod 28 AR o g2 2 e 2 e L= 2 7
| @, SIN @ COS" @ — 20,0, SN & COS™ ¢ -+ 9, SI” @ cOS™ ¢ |
Pl Sl S SR Gl R e i
= 0,0, (hm o+ 2 sin” @ cos” & | cos it)
2 2[ i I J 2 3
"'—-OI 9, ~a|i’1 o — LtJ-. (14 : {]|9:
Demnach 1st
14 2 2 cA)
= '9.39\' r hﬂ]'\oj

{ H:{!-‘ r

Daraus folgt z. B.

oder
& s al 2 2 2
j.{.:-'.u T ir: / RrE=s / 01@;’ ?
Von der letzteren Beziehung soll spiter eine wichtige Anwendung
gemacht werden.
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153) Zu ¢

gebnisse der vorstehenden Abschnitte léshar seworden sind, gehiren
= = =

en rein mathematischen Aufgaben, die durch die Er-

solche iiber ganz beliebig abgeschriigte Korper, z B. folgende: Der
Normalschnitt eines Kiorpers sei ein Halbkreis, der Korper werde
durch eine ganz heliebige Ebene abgeschriigt. Sein Schwerpunkt
soll bestimmt werden. Dasselbe ist fiir den Fall zu leisten, dals
er oben und unten durch ganz willkiirlich geneigte Ebenen ab
geschriigt wird. Aufgaben physikalischer Art wurden bereits mehr-
fach angedeutet.
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