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KAPITEL 1

Einleitung

“Realityis the murderof a beautiful
theoryby agangof ugly facts’
(RobertL. Glass,Communicatias of the ACM, 1996)

eutigeBetriebssystembietenmit ihren DiensteneinekomfortableEntwicklungsurgelung

fur sequentielld’rogrammeSoerlaubtbeispielsweiselasKonzeptdesvirtuellen Speichers
eineautomatisch&€uordnungvon Variablenzu SpeicherzellenDurch solcheautomatisch&u-
ordnungsmechamen logischerBetriebsmittel(z.B. Variablen)zu physikalischerBetriebsmit-
teln (z.B. Speicherzellenwird eine weitgehenddJnabhangigkeitlesQuellprogramma von der
Maschineerreicht.

Im Bereichder parallelenProgrammierungst dieseUnabhangigkeitm Allgemeinennicht
gageben.Der Grundist in denungleichkomplizierteen Zuordnungsproleimenzu suchen.Par
allele Programmezeichnensich dadurchaus,dasssie ein gegebenedroblemin Teilprobleme
zerlgen, die dannvon den Prozessorees Systemsbearbeitetverden. Es emgebensich zwei
Fragestellungeri&rstenswie soll dasProblemzerlegt werden?Zweitens wie sollendie Teilpro-
blemedenProzessoremugeteiltwerden(FragenachderLastverteilunyf?

Zundachststdie konzeptionek FragenachderArt derParallelisierungzu beantverten. Dabei
kannentwederein daten-oderein aufgabenparallelAnsatzverfolgt werden.

Bei einemdatenparalleleAnsatzwird daszu lésendeProblemdurcheineMengevon Date-
nobjektenbeschriebenauf deneneweils dieselberOperationerausgefihriverden.Die Lésung
von partiellenDifferenzialgleichngendurchnumerische&simulationerfiihrt beispielsweiseu ei-
nerBeschreibngdesProblemalurcheinenGraphenDie KnotendesGrapherreprasentieredie
Datenobjektaind die Kantendie Abhéngigleiten zwischendenDatenobjektenDa dieserGraph
einhohesMafR anLokalitataufweist,kanner sehrgutin kompakteGebieteaufgeteiltwerden die
weitgehendunabhangigyoneinandebearbeitetverdenkdnnen.

Beim aufgabenparalleh Ansatz wird das Ausgangsproblenin Teilaufgabenzerleggt, die
durch eine Reihevon Parameterrbeschriebemverden. JedemdieserParametemwird entweder
initial ein Wert zugeordnetpder er belkommt seinenWert wahrendder parallelenBerechnung
nachderBearbeitungandereiTeilaufgabenlm erstenFall wird ein Parameteials gebundenund
im zweitenals offenbezeichnetSobaldalle offenenParameterinerTeilaufgabesinendefinier
tenWert habenkannsiebearbeitetverden.Wahrendder BearbeituncdnnenneueTeilaufgaben
definiertwerden.
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ABBILDUNG 1.1.1. UnterschiedlicheAnwendungstyen verlangenden Ein-
satzunterschiedlicheLastwerteilungsechriken.

Eine eingehenddetrachtunglesLast\erteilungprdlems fir datenparallel@dnwendungen
findetsichin der DissertationDiekmanng42]. Bei dendort betrachteteAinwendungerhangt
die BerechnungeinesDatenobjekteson einer (kleinen) MengebenachbarteDatenobjekteah
Ein Datenobjekist somitauf demProzessoameffizientestereu verarbeitenauf demsichseine
benachbarteDatenobjektdefinden.Diesebesonderd&ignungeinesbestimmterProzessor§ir
die BearbeitungeinesDatumswird als Affinitat bezeichnetDie bei derVerteilungvon datenpar
allelenAnwendungerzum EinsatzkommenderiLastwerteilungtediniken zeichnersich dadurch
aus,dasssie die Affinitatenbertcksichtigen.

Auch beiaufgabenparalleleAnwendungerkdnnenAffinitdtenvorliegen. Ein typischeBei-
spielsindverteilteDatenban&n,daeineTransaktiorjeweilsvondemSenerameffizientesterbe-
arbeitetwerdenkann,derdenschnellsterZufgriff aufdie betrofenenDatenhat. In dieserArbeit
werdenAnwendungerbetrachtethbei denenAffinitdtennicht odernurin geringemMalReauftre-
ten. BeispielesolcherAnwendungersind parallelesBranch&BoundundreineDivide&Conquer
Algorithmen.

Die Klasseder aufgabenparalleleAnwendungerkann nachunterschiedlicherriterien in
Anwendungstypeunterteiltwerden. Es zeigt sich, dassdie Beantwortung der Fragenachder
Lastwerteilungvom Typ der Anwendungabhangt.Im folgendenAbschnittwerdendieseZusam-
menhangém Einzelnendiskutiert.

1.1. Parallele Programmierparadigmen

AufgabenparalleldnwendungerkénnendurcheinengerichteterazyklischerGraphernAuf-
gabengaphen DAG) G' = (V, S U D) beschriebenverden. Hierbeiist V' die Mengeder Tei-
laufgaben. Die Kantenmenges reprasentierdie Abhangigleiten, die durch die Generierung
der Teilaufgaberentstehen Eine Kante (u, v) ist genaudannin der Menge S enthaltenwenn
die Aufgabev von u generiertwird. Die KantenmengeD bezeichnetlie Datenabhéangigkesih
zwischenden Aufgaben. Es existiert eine Kante (u, v) genaudannin D, wennu einenWert
berechnetdereinemoffenenParameteron v zugaviesenwird.
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Die KlassederaufgabenparallelreAnwendungenasstsich durch Einschrankungn der zu-
lassigerGraphernin Unterklasseraufteilen.Abbildung1.1.1zeigteinesolcheKlassifizierung.

Betrachterwir zunachstAnwendungendie sichin voneinandeuunabhangigdeilaufgaben
zerlggenlassenD = (, linker Astin Abbildung1.1.1). Beispielefiir solcheAnwendungersind
parallelesBranch&Boundund Anwendungendie dasFarmingParadigna nutzen.Bei der Ver
wendungdesFarming-Rradignasgehtmanim einfachstenFall davon aus,dasseinenProzess
(der Farmer) Aufgabengeneriert,die von den Arbeiterprozessebearbeitetverden. Nachder
Bearbeitungler Aufgabenwerdendie Ergebnissean den Farmerzuriickgeliefert.Falls esmeh-
rere Farmergibt, sprecherwir von verteiltemFarming Um bei derartigenAnwendungerein
parallelesSystemoptimal zu nutzenmussbei der Lastwerteilungdafirgesogt werden dassalle
Prozessoremdglichstununterbrochean Aufgabenknotemrbeiten DieseArt derLastwerteilung
wird alsLastteilung(load-sharing bezeichnetim GegensatzlazuverfolgenLastbalancierung-
methoderdas Ziel, die Last aller Prozessorerzu jedem Zeitpunkt auf dem gleichenWert zu
halten.

Eine Balancierungder Lastist unteranderendannerforderlich,wennjede Teilaufgabemit
einerPrioritatverseherist. Ein gutesBeispieldaflrist parallelesest-firstBranch&Bound Eine
weit verbreiteteTechnik, Branch&BoundAnwendungereu parallelisierenpestehtdarin, jeden
ProzessoeinensequentielleBranch&BoundAlgorithmusausfiihrerzulasserf96]. Die Prozes-
sorenarbeitenausschlief3lictan denihnenzugeviesenerireilproblemen.Dabeistartenzunéachst
alle Prozessoremit einemunterschiedlicheeilproblem(initiale Partitionierung. Sobaldei-
ne neueSchrank gefundenwird, wird sie analle Prozessoregeschickt.DasEmpfangeneiner
neuenSchrank hatzur Folge, dassalle Teilproblememit einerschlechtererschrank geléscht
werden.

Die initiale PartitionierungkannauszweiGrindereueinerschlechtersystemauslastg fih-
ren. Erstensgkanndie Arbeit, die in unterschiedlichefieilendesSuchraumntstehtnur schwer
von vornhereinabgeschétaiverden. DiesequantitativeUnbalancierthé kannzu unbeschaftig-
ten Prozessorefilhren. Zweitenskénnensichdie unterschiedliche Teile in ihrer Qualitatoder
in der AnzahlguterLésungerunterscheideijqualitativeUnbalanciertteit). Da der sequentielle
Branch&BoundAlgorithmusdie Teilpoblemein einerstriktenbest-firstReihenfolgebearbeitet,
kénnenqualitatve Unbalanciertheite dazufiihren,dassder paralleleBranch&BoundAlgorith-
musTeilproblemebearbeitetdie vom sequentielleAlgorithmusnicht bearbeitetverden.

Um der quantitatven Unbalanciertheientggenzuwiken, reicht der EinsatzeinesLasttei-
lungs\erfahrens aus.Fur die Vermeidungqualitatver Unbalanciertheiterst esjedochnotwendig,
die ProzessoreantsprechenderQualitatder Teillésungereu balancierenAuf dieseWeisewird
gewahrleistetdassalle Prozessorean,gleich wichtigen” Teilproblemenrarbeiten.Eine weitere
Madglichkeit, beideArten derUnbalancierthié zu vermeidenpestehtlarin,die LasteinesProzes-
sorsin Abhangigleit von AnzahlundQualitatderaufihm platziertenTeilproblemezu definieren,
unddie LastderProzessoreentsprechendiesesMalReszu balancierenDieseProblematikwur-
deunteranderenin der DissertatiorLulings ausfuhrlichbehandel{96).

Falls die TeilaufgabenDatenabhénglgiten aufweisen(D # (0, rechterAst in Abbildung
1.1.1),ist zunachskzu unterscheidemb dieseAbhangigleiten bereitsvor der parallelenBerech-
nungbekanntsind. Sind sie bekannt,verlierendie Abhangigleiten die ausder Aufgabengene-
rierungentstehenan Bedeutungund wir kénnenS = () annehmenln diesemFall specherwir
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ABBILDUNG 1.1.2. Eine strikte Baumberechnung Die schattierterRahmen
zeigendie einzelnenAufgabenklasserfThread3. Die durchgezogeneRfeile
zwischendenThreadsveranschauliotn die Generierungskden und die gestri-
cheltenPfeile die Datenabhangigkeiten

von statistien Datenflussbechnungen Durch Verwendungron Planungsalgathmen fur Auf-
gabengrapheftaskgraphsceduling kanneineProzessorzuteihg vor der AusflihrungdesPro-
grammesberechnetverden.Insbesonderevennder Aufgabengrapteingabeunabhargyist, und
viele Laufe durchgefuihriwverdensollen, kannessich lohnen,aufwendigePlanungsalgahmen
einzusetzendie im Allgemeinenzu deutlichbessererergebnisserilihrenals Lastwerteilungsil-
gorithmen die die ZuordnungwéahrendderLaufzeitbestimmen.

Falls die Datenabhanglgiten nicht bekanntsind, missersie wahrendder Laufzeit aufge-
|6st werden.Fernermussdie Prozessorzuordmg wahrendder Laufzeit vorgenommerwerden.
Hierbeiist eswie bei dendatenparallelednwendungemotwendig,bei der Lastteilungdie Affi-
nitaten,die durchdie Datenabhangigkeih entstehenzu berticksichtigen

BeideVorgénge die Auflosungder Datenabhéngigkeiteund die Lastwerteilung,kdnnener-
heblichvereinfichtwerden wenngewisseStruktureigendtaften der Datenflussgrapimebekannt
sind. DaBaumewegenihrer vielfaltigen Anwendungervon besonderennteressesind, wird die
folgendeKlassebetrachtet:

DerINITION 1.1.1 Ein Aufgabengraph? = (V, S U D) heif3t strikte Baumbeecnung
wenneineAquivalenzrelatiors auf V' existiert, so dassdie folgendenBedingungererfiillt sind:

(1) Die durchdie AquivalenzklassemlefiniertenTeilgraphensind jeweils isomorphzu ei-
nemPfad.

(2) DerGraphG’ = (V, S) istisomorphzu einemBaum.

(3) Furalle Datenabhangigktn (u, v) € D qilt, dassu # v, und
EI'U’,U’EV v=v!, u=u’ (l"la U'/) €S.

In Abbildung 1.1.2ist ein BeispieleinerstriktenBaumberechnundagestellt. Die Aquivalenz-
klassenbilden paralleleKontrollflisse die oft als Threadsbezeichnetverden. Wir sagendass
eineKanteausderKantenmengd zwischerewei Threads4 und B existiert, wenneseineKante
(u, v) € Emitu € Aundv € B gibt. Die ThreaddildenbeziiglichS einenAufrufbaum Eine
wichtige UnterklassalieserBerechnungesind die Fork-Join-Berechmngen. Sieunterscheiden
sich insofernvon strikten Baumberechnurem, dasses zwischenzwei Threadshéchstensine
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KanteausD gibt. Die Klasseder Fork-Join-Beechrungen umfasstbeispielsweis@lie der Divi-
de&ConquerAlgorithmen. Generellkonntefir die Lastwerteilungvon striktenBaumberechnmu
gengezeigtwerden,dassdie Verwendungeiner Work-StealingTechnk, bei der unbeschaftigte
Prozessorewon beschéaftigterProzessoreleweils einenmoglichstweit obenim Aufrufbaum
stehendefMhread,stehlen”, zu aymptotischoptimalenErgebnisserithrt [9].

Wir habengesehengdassEinschrankungn der Aufgabengrapheru verschiedeneAnwen-
dungstyperfihren, die jeweils andereParallelisierungtediniken erfordern. Dadurchergeben
sichAnforderungeranein allgemeinverwendbarekastwerteilungsysem, auf dieim Folgenden
nahereinggangenwerdenwird.

1.2. Anforderungen an ein universellesLastverteilungssystem

In denletztenJahrenwurde eine Vielzahl von Systemenvorgestellt,die die Lastwerteilung
in parallelenAnwendungernibernehmen.Analog zur Deklarationvon Variablenmussin den
parallelenProgrammerspezifiziertwerden worausdie einzelnenTeilaufgaberbestehenyundin
welcherBeziehungsie zueinandestehen.Die Systemeunterscheidesich vor allem darin, auf
welcheWeisedie Aufgabenbeschriebemverden,undwelchesProgrammiergradgmasie unter
stitzen.Beispielesind die Cilk Programmiersprde fur strikte Baumberechnigen, die DOTS-
Bibliothek fiir Fork-Join-BerechungenoderdasRAPID Systemfir statischeDatenflussberée
nungen.

Die meistenSystemelegen den Programmiene auf ein bestimmtesParadigmafest. Auf
GrundfehlenderKompatibilititdieserSystemast esnicht méglich, verschieden®aradigmerin
derselberAnwendungzu nutzen.DieseTatsachdereitetvor allemdannSchwieriglkiten wenn
AnwendungerausmehrererParallelititsebemebestehenAls Beispielseiein Divide&Conquer
Algorithmusgenanntdessereilaufgaberparallelbearbeitetverdenkdnnen.Ein solcherAlgo-
rithmusverflgt Uberzwei Parallelitatsebeen: der Baumparallelit§ die durchdie gleichzeitige
BerechnungnehrererTeilaufgabenentstehtund der Knotenparallelit§ die durchdie parallele
Berechnungeder einzelnenAufgabeentsteht. Vor allem wennder Aufgabenbaurmur schmal
ist, kanndurchdie AusnutzungderKnotenparalleliit die Laufzeitverkirztwerden Wiinschens-
wert ist somitdie Ausnutzungder Parallelitatauf beidenEbenen.Die Festlgung auf ein Para-
digmabedingt,dassdiesesnicht mdglich ist, wenndie Parallelisierungder beidenEbenenauf
unterschiedlicheParadigmerberuht. SelbstwennbeideEbenermit demselberParadigmapar
allelisiert werdenkonnen, kann die mit den SystemereinhegehendeEinschrankungauf eine
einheitlicheLastwerteilungsecmik zuineffizientenParallelisierunge fihren.

Ein univessell einsetzbarekast\erteilungssgtemsollte daher

e mehrereParadigmerunterstitzen,

o fur jedesdieserParadigmereffiziente Lastwerteilungsechnken zur Verfigungstellen,
und

e esermd@glichenyerschiedend@aradigmernund Lastwerteilungséchnken zu kombinie-

ren.

1.3. Resultateund Gliederung der Arbeit

Im Mittelpunkt der Arbeit stehtdasuniverselleLastwerteilungssgtem, Virtual Data Spacé
(VDS. Das Systemintegriert sovohl bekannteLastwerteilungserfalren als auchneue,die in
dieserArbeit vorgestelltwerden. Bevor in Kapitel 6 auf die KonzeptiondesSystemsingaan-
genwird, werdenin Kapitel 2 Grundlagerfur die Beurteilungder Skalierbarkit einesparallelen
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Algorithmuseingefiihrt.In denfolgendenKapiteln3 und4 werdenzwei statischePlanungsstra-
tegien vorgestellt,undin Kapitel 5 wird die statischd_astbalanciemig unabhangigeAufgaben
diskutiert.In Kapitel 7 wird die Parallelisierungder DescartedMethodefir die Isolierungreeller
Nullstellenmit Hilfe von VDS vorgestellt.

In denAnalysenwird die Dominanznotabn nachCollins[26] benutzt:Wennzweireelwer-
tige Funktionenf und ¢ auf einemgemeinsameiVertebereichS definiertsind, wird f von g
dominiert(f < g¢), wenneseinepositve Zahl ¢ gibt mit f(z) < cg(x) fur allex € S. Wenn
f 2 gundg < f, sagenwir f ist kodominantmit g undschreiberf ~ g.

In Kapitel 2 wird dasvon Kumar eingefuhrteKonzeptder Isoefizienzformal definiert,und
eswerdeneinige grundlgendeEigenschaftendie sich ausdieserDefinition ergeben,hegelei-
tet. Mit Hilfe dieserDefinition kanndie Isoefizienz von Algorithmenanggebenwerden,deren
Effizienz nicht ausschliesslickron der sequentiellerRechenzeitibhéngt.Es zeigtsich, dassdie
KlassederProblemefir die eseinenAlgorithmusmit polynomiellerisoefizienz gibt, eineechte
Unterklassalervon Kruskal, Rudolphund SnireingefiihrterKlasseEPist [88].

In Kapitel 3 werdenstatischd’lanungserfahran fir densogenannteRyrami-
dengaphendiskutiert. Eine Pyramideder Hohen bestehtausdenKnoten(i, j) /.\
mit0 < i, 5 <nundi+j < n. JederdleserKnotenbenotlgtfur seineBe- /.\A
rechnunglie ErgebnissealerVorgangerknoterf: — 1, j) und(i, j —1). Derartige /.\ A /.\
Abhangigleiten werdenunteranderenvon Algorlthmen erzeugt, dle auf dyna-
mischerProgrammierug beruhen(z.B. Triangulierungvon Polygonen).WeitereAnwendungen
mit diesemAbhangiglkeitsmuger findensichin derComputeralgefa (z.B. vollstandigedHorner
Schema,Taylor-shift). Die AufgabedesPlanungsalgoritinus bestehtdarin, die Knoten einer
PyramidederHohen auf P Prozessoreabzubilden.

ZunachstwerdenuntereSchranlke fur die Isoefizienz von Anwendungerhegeleitet,deren
Abhangigleitsgragh einePyramideist. Unteranderenwird gezeigtdassdie Isoefizienz P? do-
miniert, wennalle Knotendie gleicheBearbeitungszettaben.AnschlieRendvird ein Planungs-
verfahrenanggeben(Pie-Mapping, das,im Geagensatzu denbislangbekannten/erfahren,den
Graphenin P etwa gleich grol3e,zusammenhdend Zonenteilt und so eine Reduzierungles
Kommunikatiosaufvandesvon einemquadratischeilermzueinemlinearenTermerreicht.Die-
sesmachtsichin Experimenterbereitsbei einereinfachenebenenweiseAbarbeitungderZonen
durch einedeutlichhdhereEffizienz bemerkbar Eine weitereVerbesserungler Effizienz wird
durch eine blockorientiate Abarbeitungsreibnfolge erreicht. Es wird gezeigt,dassbei dieser
Reihenfolgemehr Zeit fir die Kommunikatiom zur Verfligungsteht, als bei der ebenenweisen
Bearbeitung.

Dasin Kapitel 4 betrachtetd_astwerteilungprdlem beziehtsich auf unabhéngigeAufga-
ben,die ihrerseitsparallelbearbeitetverdenkdnnen. DasInteressagilt vor allem demFall, in
demwenigerAufgabenals Prozessorermorhandersind. Eswird davon ausggangen dasssich
die Aufgabengleich verhalten,und dassdie Zeit ¢(p) fur die Bearbeitungeiner Aufgabeauf p
Prozessorebekanntist. DasProblembestehtarin, bei gegebeneProzessoranzalit und Auf-
gabenanzahh jederAufgabeeineProzessormengedeinenStartzeitpunksozuzuordnendass
jederProzessonur an einer Aufgabegleichzeitigarbeitet,und dassdie Gesamtberechmgszit
minimiertwird. Im Fall, dassdie Aufgabennicht dieselbelaufzeitfunkton haben,ist dasPro-
blem selbstbei einerkonstanterProzessoranzalm strengentSinneNP-hart[48]. Im Fall, dass
die Aufgabengleichartigsind, wird ein Planungsalgorithos anggeben,desserLaufzeit von
n (2n+1)7~" 2P dominiertwird. DieseSchrank kannaufm (k#(1))"~! 27 reduziertwerden,
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falls die Bearbeitungszeitet(p) rationalsind. Hierbeiist & daskleinstegemeinsamé&/ielfache
derZeitent(1),...,t(P). DaderAlgorithmuswegenderexponentiellerAbhangigleit der Lauf-
zeitvonderProzessorzalih derPraxisnichtanwendbaist, wird ein Approximationskgorithmus
anggebendersogenanntphasenpallele Planein einerZeit berechnetdie von m? dominiert
wird. Die mit Hilfe dieserPlanebewirkte Gesamtbearbeihgszeit ist héchstensloppeltsolang
wie die einesoptimalenPlans.

In Kapitel 5 wird die PlatzierungunabhangigeAufgabenfir denFall betrachtetdassmehr
AufgabenalsProzessoremorhandersind. Eswird von gleichartigenAufgabenausggangendie
am Anfangbeliebigauf denProzessorenrerteilt vorliegen. Der Lastwerteilungsalgaithmus soll
die Aufgabenso um\erteilen,dassjeder Prozessoanschlie3endiberdieselbeAufgabenanzahl
verfugt. DiesesProblemist in der DissertatiorDiekmanngd42] fur datenparallelé&nwendungen
behandelworden. In diesenAnwendungeremgebensich durchdie Nachbarschaftgzielungen
zwischendenAufgabenkanonischauchNachbarschafteawischenden ProzessorenBasierend
auf diesenNachbarschaftemwerdenDiffusionstechnikereingesetztum eine Balancierungdes
Systemszu erreichen[50]. DieseTechnilen kénnenjedochauchbei unabhangigemufgaben
eingesetziverden. Durch die Unabhangig&t der Aufgabenentféllt in diesemFall die durch
die AnwendungvorgegebendProzessornachlsrhat. Esemibt sich somitdie Mdglichkeit, eine
kiinstlicheProzessortopobie so zu definieren,dassder Lastwerteilungsalgrithmus moéglichst
effizient arbeitet. Wir betrachterzwei auf Diffusion basierendé.astwerteilungskgorithmen, die
jeweilsin zwei Phaserarbeiten.In dererstenPhasgFlussbeechnunggphas) wird ein Lastfluss
berechnetundin derzweitenPhasgMigrationsphasgwird die Lastentsprechendiesed-lusses
verteilt.

Der AufwanddieserPhasemwird experimentelluntersuchtEs zeigtsich, dassder Aufwand
sawvohl von Topologieeigenshafen (wie Grad, DurchmesserAnzahl der positven Eigenwerte
derLaplacematrixjalsauchvon derBalanciertheitlesFlussesabhéngtDaein balancierteFluss
zu einerkirzerenMigrationsphasdihrt, dafiir aberaufwendigerin der Berechnungst, emibt
sichein Tradeof zwischendemAufwandfir die FlussberechnigunddemAufwandderMigra-
tionsphase.

In Kapitel 6 wird im einzelnenauf dasLastwerteilungsysem VDS einggangen. Es wird
gezeigt,dassdie Konzeptiondes Systemsadie im voranggangenerAbschnitt diskutiertenAn-
forderungeran ein universellesLastwerteilungssgtemerfiillt. Fernerwird die Programmierng
von VDS AnwendungeranhanceineseinfachenBeispielserlautertunddie von VDS unterstiitz-
ten Lastwerteilungstediniken beschrieben.Schlie3lichzeigt ein experimentelle Vergleich mit
andererSystemendassVDS die effizientesteUnterstitzundtr strikte Baumberechnungeauf
Systememnit verteiltemSpeichembietet.

In Kapitel 7 wird die Anwendungvon VDS bei der Parallelisierungder Descartedviethode
fur reelleNullstellenisolieung beschriebenEszeigtsich,dassdieseAnwendungdoeispielhaftfir
die KombinationunterschiedlicheProgrammierparagimen (strikte Baumberechmgenundsta-
tischeAufgabengraphénst, und dasssie denEinsatzeinesuniversellenLastwerteilungsgstens
erfordert.

Nebender experimentellenUntersuchungler Skalierbarkit wird die Isoefizienz der Des-
cartesMethodeanalysiert. Eswird gezeigt,dassdie Isoefizienz der Methodebei beschrankter
Koefizientenlang von P> log? P dominiertwird.

Die in dieserArbeit vorgestellterErgebnissesindin folgendePublikationereingeyangen.

1.3. Resultataund GliederungderArbeit
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KAPITEL 2

Grundlagen

n diesemAbschnittwerdeneinige grundleggendeDefinitioneneingefihrt. Zunéchstwird auf

dasverwendetdRechenmodekingegjangen DerHauptteildieseKapitelsbefasstsichmit dem
Konzeptderlisoefizienz, mit demdie Skalierbarkit von Algorithmenanalysierundklassifiziert
werdenkann.

2.1. Rechenmoddl

Die technischeinfachsteArt, paralleleSystemezu konstruierenpestehtarin, Monoprozes-
sorsystemelurchein Kommunikationsryedum zu verbinden.Die bei einerparallelenRechnung
notwendigeKooperatiorderProzessorewird hierbeidurchdenAustauschvon Nachrichterrea-
lisiert. Demgegenibetbestehtie konzeptionelkeinfachsteArt, Algorithmenfur paralleleSyste-
mezuentwerfendarin,voneinemgemeinsameBpeichederProzessoreauszugeherDerartige
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teil reinerShared-MemonArchitekturenist daggenseit1995ricklaufig.
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Systemesind jedochtechnischungleichschwierigerzu realisieren.Insbesonderést eszur Zeit
nicht moglich, siein beliebigerSystemgroRéerzustellen.Systememit 64 ProzessoreRonnen
heutzutagschomals“grof3” bezeichnetverden.FirdenAufbaugréRereiSystemevird daherauf
daswenigerkomfortableKonzeptdesNachrichtenaustescts zuriickggriffen. Abbildung2.1.1
zeigt, dassetwa drei Viertel der Systemen der Liste der 500 leistungsfahigste Supercomputer
keinengemeinsameBpeichetaben.

Die Zielarchitekturerderin dieserArbeit diskutiertenVerfahrensindin ersterlLinie Systeme,
die aufdemAustauschvon Nachrichterberuhen Fur SystemedieserArt sindin derVergangen-
heit vielféaltige Modellierungenvorgestelltworden[98]. Die bekanntestesind dasLogP-Modell
[35] unddasBSRModell [12§. Im Gegensatzu demLogP-Modellist jedochdasBSP-Modell
kein reinesArchitekturmalell, da eseine Aufteilung der Anwendungin Kommunikatios- und
Rechenrundeworschreibt.

Das LogP-Modellbeschreibkin parallelesSystemmit Hilfe der ParameterL, o, g fir die
Beschreibng derKommunikatioseigaschaftenund P fir die Anzahlder(identischenProzes-
soren. Im einzelnenbezeichnetl die Latenzzejtalsodie Zeit, die eine Nachrichtbraucht,um
vom Senderzum Empfangerzu gelangen. Der Parametero bezeichnetden Aufwand der not-
wendigist, eine Nachrichtzu verschiclen bzw sie zu empaingen(overhead. Wahrenddieser
Zeit kannein ProzessokeineandererRechnungemnlurchfiihren.Der Parametely (gap gibt die
Zeit an, die mindestengwischenzwei Sende-bzw Empfangsoperanen vergehenmuss. Er
modelliertdie Kommunikatioskamzité desSystemaundverhindert,dassdasSystemdurchzu
viele Nachrichteniiberlastetvird, undsomitdie AnnahmeeinerkonstanterLatenzzeinichtmehr
realistischware. Wir werdenbei der VerwendunglesLogP-Modellsallerdingsdavon ausgehen,
dassdie Kapazitatausreichendyrof3ist, und g = o annehmenFernerwerdenwir geleggentlich
die Latenzzeitvon der Gro3eder Nachrichtabhangignachen.

2.2. Skalierbarkeit von Algorithmen

Fir die AnalyseeinesAlgorithmusbetrachterwir zunachsseineLaufzeit7T (x, P) flr eine
Eingabex im LogP-Modell. Insbesonderést also7'(x, 1) die sequentielld_aufzeitdesPro-
gramms. Die Ausfihrungauf P > 0 Prozessorerrzeugtim AllgemeinenzusatzlicherAuf-
wand, der durch Kommunikatiom und Wartezeiterentsteht.Die SummeT, (x, P) aller Zeiten,
zu denenein Prozessonicht mit der Bearbeitungeiner Teilaufgabebeschéftigtist, bezeichnen
wir alsOverhead Da die Summeder Zeiteinheitendie jedereinzelneder P Prozessoremit der
Berechnungerbringtdurch P T'(z, P) gegebenist, emibt sichfir denOverhead:

T(x, 1)+ T,(x, P)
Iz .

Diesessagtjedochnoch nichts tiber die Qualitatder Parallelisierungaus. Diesewird nor
malerweisedadurchbewertet,indemmanfragt, in welchemMalieein Programmschnellemwird,
wenn mandie Prozessoranzaldrhéht. Formal verbegen sich hinter dieserFragestellunglie
Begriffe des Speedupsind der Effizienz Der (relatve) SpeedupS(z, P) ist definiertals das
Verhaltniszwischensequentielleund parallelerLaufzeit:

T.(x, P)=PT(x, P)—T(2x,1) = T(x, P)=

T(x, 1) PT(x,1)
T(z, P) T(x,1)+T,(zx, P) "

S(z, P) =

2. Grundlagen



Die Effizienz E(x, P) ist definiertalsdasVerhaltniszwischenSpeedupndProzessorzahl.

E(r. P) = S(x, P) T(xz, 1)
ST TP T T 1) + L(x, P)
1
1+ TEm,'l))

Aus Gleichung2.2.1 wird deutlich, dassdie Effizienz von dem Verhaltnisdes Overheadszur
ProblemgroRédamgestelltdurchdie sequentiellBerechnungszedesProblems}abhangt. Typi-
scherweisesteigtder Overhead wenndie Prozessoranzatdrhohtwird. Umgelehrt verkleinert
sichmeistenglasVerhaltnisdesOverheadzursequentielleiRechenzeitwenndie Problemgrolle
wachst.Esist somitein immerwiederlehrenlesPhanomengassdie Effizienz sinkt, wennmehr
Prozessorebenutztwerdenund dasssie steigt,wenngroéf3ereProblemeberechnewerden.

Der Begriff der Skalierbarleit einesparallelen Systemseziehtsich darauf, wie sich die
LeistungeinesSystemsandert,wennsich die System-und ProblemgroRemndern. Intuitiv ist
ein parallelesSystemskalierbar wennseinelLeistungsféahigeit bei gleichzeitigerErhéhungder
System-und ProblemgroRevachsi114]. Ein Konzeptdieseintuitive Beschreibing zu quantifi-
zieren,ist die von Kumaru.a. eingefihrtelsoefizienz[90, 65]. Die Isoefizienzeinerparallelen
Anwendunggibt an,in welchemMalRedie Problemgréerhéhtwerdenmul3,um beiwachsender
Prozessorzaldine vorgegebenetffizienz einzuhalten.Die Ideeist, Gleichung(2.2.1)wie folgt
umzuformen:

E(x, P)
(2.2.2) T(x, 1) = 1 E(r. P) To(x, P) ,
=K
wobei I’ eineKonstantdst, die von dervorgegebenEffizienz abhéngt.Die Isoefizienz wird in
[65] wie folgt definiert.

Throughalgebraiananipulationsye canusethis equatiorto obtainZ'(z, 1) asa
functionof P. Thisfunctiondictateshow T'(x. 1) mustgrow to maintainafixed
efficiengy asP increasesThisis the systems isoeficiencyfunction

Demnachkanndie Isoefizienzwie folgt charakterisieriverden.Wenne einegegebeneEffizienz
ist, und I (P) die Isoefizienzfunkton, dannimpliziert T'(z, 1) = I.(P), dassE(x, P) = e.
DieseEigenschafteichtjedochnicht, um die Isoefizienzfunktionzu definieren,daesmehrere
Eingabemmit derselbersequentielleBerechnungszeitnd unterschiedlicheikffizienzengeben
koénnte. Ebensaist es moglich, dassmehrereEingabenzwar unterschiedlichesequentielleBe-
rechnungszeitehaben trotzdemaberdieselbeEffizienz erreichen.Beide Situationenentstehen
bei parallelenSuchalgorithran. Der Grundist, dassdie Effizienz nicht nur von der sequentiel-
len Laufzeit(alsovon der Anzahlder Suchknoten)sonderrauchvon der Form desSuchbaumes
abhangt.

Um auchin diesenSituationeretwasuberdie Skalierbarkit aussageru kdonnen fragenwir
deshalbnachder kleinstensequentiellerRechenzeitdie eine vorgegebenekffizienz garantiert.
Falls X die Mengeder EingabereinesparallelenProgrammsst, definierenwir

(2.2.3) I(P):=inf{T(x,1) |(Vye X)T(y, 1) >T(x,1) = E(y, P) >e} .

Die Isoefizienz ist genaudannnicht definiert, wenn die Mengeauf der rechtenSeitevon
Gleichung(2.2.3)leerist. Also genaudann,wennflr jede sequentielld_aufzeit eine Eingabe
existiert, derensequentielldBerechnungnindestenso langedauert,derenEffizienz jedochauf

2.2.Skalierbarkit von Algorithmen
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TABELLE 2.2.1. Isoefizienzfunktonen einigerparallelerAlgorithmen.

Algorithmus Isoefizienz | Architektur
A*-Suchd99] ~ Plog? P | Hypercube
FaktorisierungdiinnbesetzteMatrizzen[67] ~ PP Clique
Matrix-Vektor Produkt[141] ~ PVP Clique
All-pairs shortespath(Dijkstra) [91] < (Plog P)*/? | Hypercube
All-pairs shortespath(Dijkstra) [91] < p9/5 Gitter
DescarteMethode([39], Kapitel 7) < P3log® P Clique
FFT[6] ~ PT=27 log P | Hypercube

P ProzessoredenWerte nichterreicht.In diesenfall ist essinnvoll, voneinernichtskalierbaren
Anwendungzu sprechenWennI,(P) definiertist, dannist garantiertdassede Eingabe deren
sequentielld aufzeitgroRerals I. ( P) ist, mindestenslie Effizienze auf P Prozessoresrreicht:

(2.2.4) T(x,1) > I.(P) impliziert E(z, P) > e .

Trotz einerfehlenderrigoroserDefinitionist dasKonzeptderlsoefizienzin vielen Arbeiten
fur die Analyseder Skalierbarkit von Algorithmenherangezogeworden(vgl. Tabelle2.2.1).
In demfolgendenAbschnittwird dasKonzeptder Isoefizienz formal definiertund eswerden
einigegrundlggendeEigenschaftemeigeleitet. Abschnitt2.2.2 setztdie Isoefizienz mit dervon
Kruskal u.a. eingefihrterKompleitatsklasseder effizient parallelen Algorithmen (EP) in Ver
bindung[88]. Schliellichwird in Abschnitt2.2.3die Anwendungderlsoefizienzexpemplarisch
fur Polyalgorithmengezeigt.

2.2.1. Definition und Eigenschaftender Isoeffizienz. Bislangist die Isoefizienzfunktbn
fur die AnalyseparallelerAlgorithmen benutztworden, bei denenein direkter Zusammenhang
zwischender sequentiellerLaufzeit und der Effizienz besteht.In [39] wurdedie ersterigorose
Definition der Isoefizienz eingefihrt. Sie liefert auchdannsinnvolle Aussagenwenn dieser
direkteZusammenhangwischensequentiellet.aufzeitund Effizienz nicht gegebenist.

DEFINITION 2.2.1 Esseiein parallelerAlgorithmusgegebenund essei X die Mengeder
erlaubterEingabenFirjedesr € X und P € INseiT(x, P) die paralleleBerechnungszeder
Eingaber auf P ProzessorerEssei

T(x, 1
E(z, P):= %

die EffizienzdieserBerechnungFire € [0, 1) sei
Se(P):={T(x,1)|(Vye X) T(y,1) >T(x,1) = E(y, P) > ¢}

die Mengealler sequentielleLaufzeiten die die Effizienze garantierenFalls S, (P) nichtleer
ist, dannist die Isoefizienzfunktn I.(P) definiertdurch

I.(P) :=inf S.(P);
falls S.(P) leerist, dannist I.( P) undefiniert.

THEOREM 2.2.2 Die Isoefizienzfunktionst monotonin e. Genauer
(2.2.5) e1 < ey impliziert dassl,, (P) < I.,(P)
fur alle Effizienzere;, e5 undjedeProzessanzahlP.

2. Grundlagen



BEweIls. Die Behauptundolgt unmittelbarausS,, (P) C S., (P). O

Dasnachstel heoreneeigt,dasssicheineobereSchrank fir dielsoefizienzauseineroberen
Schrank fur die paralleleBerechnungsieherleitenlasst. Esist klar, dasssichauseineroberen
Schranke fUr die paralleleBerechnungszegofort eine untereSchrantk fir die Effizienz ergibt.
Intuitiv fihrt nun eine Unterschiatzungler Effizienz zu einer Uberschatzungler ProblemgroRe,
die manbendtigt,um einegegebeneEffizienz zu erreichen.

THEOREM 2.2.3 Die FunktionenE : X xIN— (0, 1JundE : X x IN— (0, 1] seienuntee
bzw ober Strankenfir die EffizienzE,

E(x, P)< E(x, P) < E(x. P)

furalle z € X undP € IN. Fir alle Effizienzere € (0, 1) sei

5.(P) = {T(x,1)](Yy€X)T(y,1)>T(x,1) = E(y. P) > ¢} und
Se(P) == {T(x,1)| (VyeX)T(y, 1) >T(x,1)= E(y, P) > e} .
Weiterhinsei
I (P):=infS.(P) ,und I.(P):=inf S (P)
wannimmerdie entspechenderMengen nicht leer sind. Danngilt
(2.2.6) L(P) < I.(P)<T.(P)
fur jedeProzessanzahl P undalle Effizienzere.
BEWEIS. UnmittelbarausS, (P) C S.(P) C S.(P). O

DEFINITION 2.2.4 EineMengereellerZahlenist diskret, falls einepositive untereSchrank
fur denabsoluterBetragder Differenzje zweierElementeexistiert.

In jedemRechenmodelin demdie Zeit fiir die BasisoperationeWielfacheeinerfestenEin-
heitszeitsind, sinddie Rechenzeitediskret.

THEOREM 2.2.5 Wenndie Berechnungszeite diskret sind, danngeltendie folgendenAus-
sagen.

(1) I.(P) € S.(P),und
(2) T(x, 1) > I.(P) impliziert E(x, P) > e.
(@) T'(x, 1) > I.(P) impliziert T'(x, 1) > & To(x, P).

BEWEIS. Die ersteAussagast wahr, dawegender Diskretheitinf S, (P) = min S.(P) gilt.
WennT'(z, 1) = I.(P), folgt ausdererstenAussagel’ (z, 1) € S.(P), undsomitE(x, P) > ¢
FallsT(x, 1) > I.(P) folgt diezweiteAussageusdercharakteristischeBigenschaff2.2.4)der
Isoefizienzfunktion. Die dritte Aussagest einedirekteFolgerungausderzweitenAussage. O

Ublicherweisesinkt die Effizienz einer Anwendungwenndie Prozessoranzalerhohtwird.
Die folgendeDefinition beschreibtliesenZusammenhang.

DErFINITION 2.2.6 Eine Effizienzfunktionerfilllt die speed-ugEigenschaftwennfir alle
x € X gilt:
P, < Py impliziert E(xz, Py) > E(z, Py) .

2.2.Skalierbarkit von Algorithmen 13
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THEOREM 2.2.7. Falls die Effizienzfunktia die speed-ugkigenshaft erfillt, ist die Isoefizi-
enzfunktiormonotonin P. Esgilt

Py < P impliziert I.(Py) < I.(P)
fur alle Effizienzere undjedeProzessanzahl P; und Ps.

BeEwels. Der Beweis erfolgt indirekt. Es seienP; < P, natirlicheZahlenmit I.(P;) >
I.(Py). Danngilt S.(P2) ¢ S.(P;) undfolglich gibteseinz € X mitx € S.(P) \ Sc(P1).
Folglich gibt eseiny € X mit T'(y,1) > T(x,1) und E(y,P;) < e < E(y, P»). Dieses
widersprichtder speed-ugEigenschafton E. O

Falls die folgendeBedingungzutrifft, ist esmaoglich, vonderEffizienzeinerEingabeaufihre
sequentiellBerechnungszeruriickzuschliBen.

DErFINITION 2.2.8 Eine Effizienzfunktionerfillt die speed-ugEigenschaftwennfir alle
x,y € XundP > 1 gilt:

T(x,1) <T(y, 1) genauwdannwenn E(z, P) < E(y, P) .

THEOREM 2.2.9 WenneineEffizienzfunktionE die size-upEigenstaft erfillt, danngelten
die folgendenAussaenfir alle x € X undP € IN.
(1) E(x, P) = e impliziert T'(x, 1) = I.(P), und
(2) E(x, P) > e impliziert T'(x, 1) > I.(P).

Bewels. Fur denBeweis der erstenund einesTeils der zweiten Aussageseix € X so
gewahlt, dassE(x, P) = e. Wegen der size-upEigenschafgilt T'(z, 1) € S.(P). Daalle
Eingabemmit einerkleinerensequentiellerLaufzeit eine geringereEffizienz haben,ist 7'(x, 1)
daskleinste Elementvon S.(P) und somit gilt 7'(x, 1) = I.(P). Um denRestder zweiten
Aussagezu zeigen,seixz € X sogewahlt, dassE(x, P) > e. Nun gilt wiederumT (z, 1) €
Se(P) undsomitT'(x, 1) > I.(P). O

Wenndie Berechnungszeitetiskretsindunddielsoefizienzfunkton die size-upEigenschaft
erfullt, danngilt

E (x,P) < e impliziert T (z,1) < I. (P) .
BEwEIlS. Die Aussagdolgt unmittelbarausdenTheoremer2.2.9(1)und2.2.5(2). O

Abbildung 2.2.1zeigtanhandeinerparallelenMethodefur reelle Nullstellenisolerung wie
Isoefizienzgraphe experimentellkonstruiertwerdenkdénnen. JederGraphin demlinken Dia-
grammwurdemit einerandererProzessoranzalgemessenHierbeiwurdejeweils die Effizienz
verschiedeneEingabepolynom (Mignotte Polynome)der Grade100, 200,...,500 gemessen.
Die Effizienz jeder Messungemgibt einenPunktim linken Diagramm. Die Graphenentstehen
durch Verbindender Punkte,die zur gleichenProzessoranzatyehdren. DasrechteDiagramm
zeigtdie IsoefizienzgraphenJedereinzelneGraphwird konstruiertindemmandie Grapherim
linken DiagrammdurchhorizontaleLinien schneidet.Dabeiergibt jederSchnittpunkteine Pro-
zessoranzahlnd eine sequentielleRechenzeit—und somit einenPunktim rechtenDiagramm.
In diesemFall entsteherdie Graphendurch Verbindender Punkte,die zu derselberEffizienz
gehdren.

2. Grundlagen
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ABBILDUNG 2.2.1. Die Diagrammezeigen,wie Isoefizienzgrapherexperi-
mentellkonstruiertwerdenkénnen.In diesemBeispielerfillt die Effizienzfunk-
tion savohl die speed-upalsauchdie size-upBedingung.

2.2.2. Isoeffizienzund die KlasseEP. Kruskal,RudolphundSnirklassifiziererin [88] par
allele Algorithmennachder Arbeit und der parallelenRechenzeit.Sie betrachterAlgorithmen,
beidenendie AnzahlderbenutzterProzessorep(x) von der Eingaber abhang{groRenabhén-
gige Algorithmen). Fur dasRechenmodelvird angenommenjassesselbstsimuliegndist. Das
heil3t,dasgdie Zeit, die eineMaschinemit p Prozessorehengtigt,um einenSchritteinerMaschi-
nemit ¢ > p Prozessoremusimulierenyvonq/p dominiertwird. Die Simulationszeitst daggen
konstantwenndie simulierteMaschinewenigerProzessoreals die simulierendehat. Demnach
gilt fir die paralleleRechenzeif88, Gleichung3.1]

(2.2.7) T(x, P)~ [p(x)/P] T (x, p(x))

Ein Algorithmusist effizient wenndie gesamteérbeit 7'(x, p(x))-p(x) vondersequentiellen
LaufzeitT' (=, 1) dominiertwird. Die Klasseder effizientenAlgorithmenwird weiter nachder
parallelenRechenzeifl'(x, p(z)) unterteilt.

DEerINITION 2.2.1Q EP (Efficient, Polynomiallyfast; oderEfficient Parallel) ist die Klasse
dereffizientenAlgorithmen,derenparalleleRechenzeitir ein= < 1 die Ungleichung
T (x, p(x)) <T(x, 1)°

erfullt.
Basierendauf dieserDefinition werdenProblemklassewie folgt eingefiihrt.

DEFINITION 2.2.11 Ein Problemist in derKlasseEP, wenneseinenAlgorithmusfir das
Problemgibt, der beziiglichaller sequentiellerilgorithmenfir dasselbd’roblemin derKlasse
EPliegt.

Effiziente Algorithmensteherin einerengenBeziehungzu Algorithmen,derenisoefizienz-
funktionfir alle P € IN definiertist. Analogzu Definition2.2.11definiererwir die Problemklas-
sePI (polynomiellisoefizient).

2.2.Skalierbarkit von Algorithmen



DEFINITION 2.2.12 Ein Problemist in der KlassePI, wenneseinenAlgorithmusfir das
Problemgibt, dessensoefizienzfunkton I.(P) bezuglichaller sequentiellerAlgorithmen fur
dasselbéroblempolynomiellfur eineEffizienze ist.

In diesemAbschnittwerdenwir zeigen,dassdie KlassePI eineUnterklassevon EPist. Fer
ner zeigenwir, dassesAlgorithmengibt, die zwar in EP sind, trotzdemabereine exponentielle
Isoefizienzfunktion haben.Wir benutzerhierfir einedquivalenteCharakterisiemg derKlasse
EP[88, Theoreme3.1(3) und3.2(3)].

THEOREM 2.2.13 Esseik eineKonstante Ein Problemkanngenaudanndurch einen(gro-
Renabhangign) Algorithmusder KlasseEP berecdnetwerden,wennesdurch einen(gré3enun-
abhangign) Algorithmus fir desserparallele Laufzeit

T(x, P)<T(x,1)/P + P*
gilt, berechnetwerdenkann.
DasfolgendeLemmastellt eineVerbingungzwischenEP und demlsoefizienzlonzepther

LEMMA 2.2.14 Esseieinparalleler Algorithmusmit derRetenzeitl'(x, P) gegeben.Falls
T(xz, P) < T(«x, 1), dannsindfolgendeAussaen aquivalent.

(1) Esgibt eineKonstante: sodass
T(x, P)<T(x,1)/P + PF .
(2) Esgibt eineKonstante: undeineEffizienze sodassfir alle z € X
T(x,1)>P" = E(x, P)>e¢ .

BEWEIS. (“1. = 2.”) Esseik eineKonstantemit T'(x, P) < T(x, 1)/P + P*. Esseic so
gewahlt,dassT’(z, P) < ¢(T(z, 1)/P + P*) undesseie := 1/(2¢). Betrachterwir nuneine
Eingaber mit T'(x, 1) > P**1, Esfolgt

T(x, 1) + P*+D) T(x, 1
Tz, P) < ¢ (@ );— < 2c (; )
, : T(x, 1) 1
= E(x, P)= 7PT($. ) 5—0 .

(“2. = 1.”) Nunseik unde sogewdhlt, dassfir alle Eingaben: mit 7'(z, 1) > P* die
AussageF(z, P) > e gilt. Esseix eineEingabeFallsT(z, 1) > P* erhalterwir

E(z,P) > ¢
T(xz, 1)
—— > ¢
PT(x, P) ~—
1T(x, 1
S 1T@ D S p Py
e P ‘
o T(x,1)  T(x,1)
v < <
= T(r,P) 3 —F—3=5—+P
Andernglls, fallsT'(x, 1) < P*, gilt
T(x, 1
T(x, P) < T(x, 1) < P* < (:'1; ) L ph

2. Grundlagen



THEOREM 2.2.15 Esseiein paralleler Algorithmusgegeben,desserparallele Rethenzeit
vonseinersequentielledominiertwird. Der Algorithmusist in EP, wennseinelsoefizienzfunk-
tion I.(P) polynomiellist.

BEWEIS. Esseic eineKonstantemit I,(P) < ¢ P*. GemaRder charakteristischeEigen-
schaftderlsoefizienzfunkton gilt

T(x,1)>cP" = E(x, P)>e .
Somitgibt eseineKonstantely’, sodass

T(x,1)>PK = E(x, P)>¢ .

THEOREM 2.2.16 Die Problemklassél ist eineUnterklassesonEP

Algorithmus 1 Durchdie gleichzeitigeSimulationder parallelenund der sequentielleBerech-

nungerhaltenwir einenAlgorithmus, dessersequentielleRechenzeistetsgroRerdie parallele
ist.

W (Algorithmus A, Eingaber, P € IN)

if P <2then
FuhreA auf Prozessot mit Eingaber aus.

else
parbegin
FlhreA auf Prozessot mit Eingaber aus.
FuhreA aufdenProzessoren,.. ., P mit Eingaber aus.
Halte sobaldeinederbeidenRechnungemerminiert.
parend

BEWEIS. EsseiA ein AIgorithmusundIﬁA) (P) seiseinelsoefizienzfunktion Die parallele
Rechenzeifl Y (x, 1) wird nicht notwendigerweis von der sequentiellerLaufzeit dominiert.
Wir betrachterdaherdenAlgorithmus 1. Bei jeder Eingabex berechneW (A, z, P) dieselbe
Ausgabewie A. Die paralleleRechenzeif ") (A, =, P) von W wird wegen

TW)(A, 2, P) = min (T("‘)(I, 1), TW(x, P — 1)) <TW(a, 1) =TM)(4, 2, 1)

vondersequentielleiRechenzeiiominiert. Fir die Effizienzvon W erhaltenwir

- 1 P—1 P—1
EWN(A, 2. P) = max|—, ——EW(@, P-1)) > ——=EW(x, P—1)
~ PP P

vV
Do |
52
=
—
~
N
|
—
S—
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Mittels dieserUngleichungkénnenwir die MengenSﬁ’” (P) undSe(W) (P) in Beziehungsetzen.
SMI(P) = {T(, 1) | (Vg€ X)T(y, 1) > T(x, 1) = EM(A, y, P)> ¢}

2 {T(x,1) | (Vye X)T(y, 1) > T(x, 1)

P-1
= TE(A)(y. P—1)> e}

P-1

= s“ (p-1

> s P-1) .
Folglich gilt 1" (P) < IV (P — 1).
EsseinunY ein ProblemausPl undessei A ein Algorithmus,dessensoefizienzfur)ktbn
Ic(f'“(P) polynomiellin P fir eine Effizienz e ist. Dannist die Isoefizienzfunktionlgg)(P)

ebensmolynomiell. Wegen Theorem2.2.15ist somitder AlgorithmusW (A, x, P) in ER und
dasProblem istin derProblemklass&PR O

THEOREM 2.2.17 EsgibteinenAlgorithmusin ER, dessensoefizienzfunktia I; ,»(P) nicht
durch einepolynomielleFunktionin P bestirdnktwerdenkann.

Algorithmus 2 Ein parallelerAlgorithmus,dersehrineffizient wird, wenndie sequentielldauf-
zeitkleinerals P ist. Der Parametep gibt denProzessorindean. Die Funktion f(n) ist rekursv
durchf(1) = 4 und f(n) = 27"~ 1 definiert.

bad_algo(n € IN, P € IN, p € {0,...,P —1})

if f(n) < P then
if p = 0 then fuhre f(n) Operationeraus.
elseterminiere.
else
if p< f(n) mod P thenfuhre[f(n)/P]| Operationeraus.

elsefiihre | f(n)/P| Operationeraus.

BeweEls. Fur denBeweis betrachterwir denAlgorithmus 2. Die sequentielleRechenzeit
von bad_algén, 1, 0) ist geggebendurchT(n, 1) = f(n) > 4. Wennder Algorithmusauf P
Prozessoremit Eingaben ausgefiihriwird, ist seinegesamteArbeit gleich der sequentiellen
Rechenzeif'(n, 1). FallsT(n, 1) > P, istdie Effizienzmindestend /2, da

fn) o f(n) __fn) o fn)
P[] 7 (i 1) F+P 7 25

Der Algorithmusbad_algast alsoin ER. Abbildung 2.2.2zeigtdie Beziehungzwischender
sequentiellehaufzeitundder Effizienz.

Esseinunm, P € INmit f(m) = P. Da die sequentiellerRechenzeitemliskret sind,
gibtesn € INmit T(n, 1) = I,,5(P) und E(n, P) > 1/2. Diesesimpliziert bereits,dass
T(n,1) > P. Falls namlichT(n, 1) < P ware, dannwére die Effizienz desAlgorithmus

1
E(n, P)= =3 -

2. Grundlagen
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ABBILDUNG 2.2.2. Die Menge der sequentiellenRechenzeiterist gegeben
durch{f(n) | n € IN}. Furjedesequentiell&eit T undjedeProzessoranzal
gibt eseineBerechnunglhre Effizienzist > 1/2 genaudannwennT > P (die
gefillitenPunkte).Die Linie zeigtdenGraphvon I, 5 (P).

E(n, P) =1/P = 1/f(m) < 1/4. Die kleinstesequentielleRechenzeitdie grol3erals P ist,
ist f(m + 1) = 2/(™)_ DaE(m + 1, P) > 1/2, erhaltenwir I, 5(P) = 2F'. Daesunendlich
viele Wertefur P mit I »(P) = 2P gibt, kanndie Isoefizienzfunkton I, /5(P) nichtdurchein
Polynomin P beschréankterden. d

2.2.3. Isoeffizienzvon Polyalgorithmen . Zum SchlusslieseKapitelsleitenwir ein Resul-
tather, dasbeiderAnalysederlsoefizienzderDescarteethodebenétigtwird. Esistgleichzei-
tig ein gutesBeispielfir die Verwendungleslsoefizienzlonzeps. Und zwar betrachterwir die
Isoefizienzfunktian von Algorithmen,die auf unterschiedlichérten parallelisiertwerdenkén-
nen. Wennesmaglichist, die Effizienz derverschiedeneRarallelisierungeriir eine gegebene
Eingabevorauszusagemyird mandie Parallelisierungvahlen die die grof3teEffizienzverspricht.
DasfolgendeTheoremanalysiertdie Isoefizienz desresultierendeiolyalgorithms.

THEOREM 2.2.18 Es seienA und B parallele Algorithmenmit derselbenEingabemen-
ge X und derselbensequentiellerRehenzeitT (x, 1) fir jede Eingabex. EsseienEY) und

E®B) die Effizienzfunktione der Algorithmen A und B, und es seienIe(A) und IE(B) die Iso-
effizienzfunktioan. Der PolyalgorithmusC' verwendebei Eingabex den Algorithmus A, falls

EW(z, P) > EB) (2, P) undsonstAlgorithmusB. Essei E(*) die Effizienzfunktiorund 1.
die Isoefizienzfuntion von AlgorithmusC'. Danngeltendie folgendenAussaen.

@) 1'(P) < min (15:“) (P), 1P (P)).

(2) WennE und E(®) die speed-ufEigenschaferfiillen, dannwird sie auchvon E(©)
erfullt.

(3) WennE und E(®) die size-upEigenschaferfiillen,dannwird sieauchvon E(©) er-
fullt. Wennzusétzlichdie Berechnungszeitatiskretsind,gilt IC(,C)(P) = min (Iﬁ"“ (P), IC(,B) (P)).

2.2.Skalierbarkit von Algorithmen 19
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BEwEIS. Die ersteAussagayilt, daSﬁC)(P) 2 SéA)(P) U SéB)(P) impliziert, dass
I9P) = inf S9P)
< inf (5&4)(13) U 5§B>(P))

= min (inf 56(‘4)(13)7 inf SE(B)(P))

= min (Ie(A)(P), IE(B)(P))

Die zweite Aussagdolgt ausder Definition 2.2.6. Um die dritte Aussagezu zeigen,betrachten
wir zwei Eingabenz undy mit T'(z, 1) < T'(y, 1). Falls C' den Algorithmus A auf = an-
wendetund den Algorithmus B auf y, danngilt E(©) (2, P) = EW (2, P) < EW(y, P) <
EPB)(y, P) = E©)(y, P); fir die andererFalle geltenahnlicheBeziehungen Ebensampli-
ziet E\9) (z, P) < E\9(y, P), dassT'(x, 1) < T(y, 1). Um denzweitenTeil der Aussagezu
zeigen,seiT(x,1) € 5L (P). Wennder Algorithmus A auf = angevendetwird, erhaltenwir
EW (2, P) = E©) (2, P) > e undsomitwegenTheoren2.2.9(2). T (x, 1) > I (P). Weiter
hin folgt wegenTheoren®.2.5,dassT (z, 1) € Sﬁ")(P). WennAlgorithmus B fur » ausgavahlt
wird, erhalterwir stattdesseff’'(x, 1) € SéB)(P). Esgilt somitSE(‘,C)(P) - 56(‘4)(P) u S(EB)(P),
undfolglich 1<) (P) > min (I&“, I§B>). O

2. Grundlagen



KAPITEL 3

Planungs\erfahrenfir die Pyramide

Wenn der AufgabengrapleinerparallelenAnwendungbereitsvor der eigentlichenAusfih-
rung bekanntist, kanndie Lastwerteilungebenélls im vorausfestgelgt werden(Ablauf-
planung). Wir werdenin diesemFall von Berechnungen einesAufgabengaphensprechenDie
AufgabedesPlanungsalgoriths bestehtdarin, fir jede AufgabemindestensinenProzessor
und einenBearbeitungszgunk zu bestimmensodassdie Datenabhangigkest berticksichtigt
werdenunddie BerechnungszeitesGraphenMakespan)Cmax minimiert wird.

Fur allgemeineAufgabengraphehandeltessichin denmeistenFallenum NP-wllstandige
Planungsproblem BestimmteEinschréankungeder GraphstruktuioderdesVerhaltnissegwi-
schenAufgabenberechmgszeitund der Kommunikatimszét ermoglichenjedochpolynomielle
Algorithmen. In diesemKapitel betrachterwir Aufgabengraphe die gitterférmige Abhéngig-
keitenaufweisen Ein Knoten(i, j) ist somitvondenKnoten(:, j — 1) und(: — 1, j) abhéngig
(sieheAbbildung 3.1.1). AnwendungerdieserGraphenfindensich vor allem bei Algorithmen,
die auf dynamischeProgrammierungeruher{62].

Beispielsweisdretenumgelehrte Pyramidenbei der BerechnungeineroptimalenKlamme-
rung einesMatrizenproduktsund beim Findeneiner optimalenTriangulierungeineskorvexen
Polygonsauf[32, 12]. DasProblemeineléangstegemeinsamé&eilsequenzweierZeichenletten
zufinden(LCSS-Problemund daraufaufbauendéroblemeausder Biologie [92] erforderndie
BerechnungeinesDiamantengraphemnwendungerder Pyramidefindensich unteranderemin
derComputeralgeta (vollstdndigedHornerSchemd93], TaylorShift [85]).

Abschnitt3.1fasstdenStandderForschungzusammentn Abschnitt3.2betrachtenvir unte-
re Schrankenfir die Isoefizienz von BerechnungederPyramide.In Abschnitt3.3werdenzwei
bekanntePlanungsgrfahen analysiertund ein neuesPlanungsgrfahen vorgestellt. Abschnitt
3.4diskutiertoffeneFragen.

3.1. Standder Forschung

EsseiG = (V. D) ein Aufgabengraphundt(:) die BearbeitungszeeinerAufgabe: € V.
Abweichendvom LogP-Modellwird derKommunikatiosaufwail haufigdurchAngabederLa-
tenzzeit:(:, j) modelliert,die entstehtwennDatenuberdie Kante(i, j) € D geschicktverden.
Wennalsodie Aufgaben: und j auf unterschiedlichefrozessorebearbeiteiverdenund Auf-
gabei zum Zeitpunktt abgearbeiteist, ist inr Ergebniserstzum Zeitpunkt? + (i, j) fur die
Bearbeitungvon j verfigbar Der Overheadwird bei dieserModellierungnicht betrachtet.Wir
bezeichnemit ¢, die minimale Bearbeitungsik einesKnotensund mit cmax die maximale
Kommunikatioszet. Der Quotientcmay/tmin ist somit ein MaR fir die Granularitateiner An-
wendung.

In derLiteraturwerdendie folgendenEinschrankungebzgl. derLatenzzeiterbetrachtet.

DS: EssindbeliebigelLatenzzeiterzulassiglengl. delaysdieduling.
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ABBILDUNG 3.1.1. Aufgabengraphemit gitterférmigenDatenabhangigkeite

UDS: Die Latenzzeitersind gleich einemWert, der von dem Graphenabhangerkann
(engl. uniformdelaysdeduling.

CDS: Die LatenzzeitersindgleicheinerKonstantedie nichtvom Grapherabhang{engl.
constantdelaysdceduling.

SCT: Die Latenzzeitererfullendie Bedingung:max/tmin < 1 (engl. smallcommunication
time).

Wir unterscheidelie Algorithmendanach ob sie eine Duplizierungvon Aufgabenfir die
Minimierung der Kommunikatonskosen durchfiihren. Abbildung 3.1.2 zeigt eine Zusammen-
fassungeinigerkompleitatsheoraischer Ergebnisseauf die im Folgendenweiter eingggangen
wird.

3.1.1. Planungs\erfahren ohneAufgabenduplizierung. Betrachterwir zunachstlie Kom-
plexitat desPlanungsproblem Esist bereitsflr sehreinfacheGraphenNP-wlistandig, selbst
wenneineunbeschrankt®rozessoranzalzur Verfligungsteht. Soist dasPlanungsproblerbe-
reitsfur Baume[23] und fur Baumemit von denBlatternzur Wurzel gerichteterKanten(Rudk-
wartsbaumgNP-wlistandig[22]. Baumemit Tiefe 1 lassersichallerdingsin polynomiellerZeit
planen.

Auch Beschréankunen der Berechnungsund Kommunikatimszéten beeinflussemlie Kom-
plexitat. So zeigt Picouleau[107], dassdasPlanungsproblenNP-wollstandigist, wennt(i) =
c(i, j) = 1 furallei, j € V. Einfacherwird dasProblemjedochbei denfolgendenAufgaben-
graphenwenndie SCP-Bedingungerfilllt ist. Crétiennezeigt, dassesin demFall in linearer
Zeit moglichist, Planefir Baumeund Rickwartsbaum zu berechnerj21]. Ebenélls polyno-
miell planbarsind gerichtetebipartite Aufgabengrapherwie sie durchdasFarming Paradigma
generiertverden[24].

Eineweiterein polynomiellerZeit planbareGraphklasssinddie seriell-paallelen (SP) Gra-
phen[129. Sie werdenvon Anwendungererzeugt,die dem Fork-Join Paradigmafolgen und
sindrekursv wie folgt definiert. Der kleinsteSP-GraptbestehtauseinemeinzelnerkKnoten,der
gleichzeitigEingangs-und AusgangsknotedesGraphenist. Grol3ereGraphenwerdenmit den

3. Planungserfahre flir die Pyramide
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ABBILDUNG 3.1.2. Kompl&itat von Planungsprobleen mit Latenzzeiten.

KonstruktionsfaktionenSERuUndPAR gebildet.SeienalsoGy, . . . G4 seriell-paralleleGraphen.
DannentstehSER G, . . . G4) durchHintereinandeichalien dereinzelnenGraphenBeim Hin-
tereinanderschah wird jeweils der AusgangsknotexesVorgéngersmit dem Eingangsknoten
desNachfolgersvertunden. Der Eingangsknotewon SER G, ... Gy) ist der Eingangsknoten
von G; und sein Ausgangsknoterst der Ausgangsknoternon G;. PAR(G1, ... G4) verbindet
die Eingangsknotewon G, . .. G4 mit einemneuenEingangsknotemind die Ausgangsknoten
mit einemneuenAusgangsknoterDie einzelnenGrapherkdnnensomitparallelberechnetver
den.

Der ersteApproximatiorsalgorithmus fir dasPlanungsproblemmit unbeyrenzterProzesso-
ranzahlwurdevon Sarkarvorgestellt[115. Daraufbasierendvurdevon Gerasoulisund Young
derDSC Algorithmusentwiclelt undanalysierf14(Q. DSCfindeteinenPlanfir einenGraphen
mit n Knotenund m Kantenin Zeit O ((n + m)log n) und erreichteinenMakespanCmax mit
Cmax < Chax(1 + 1/g(G)). Hierbeiist Cp,,, derMakespareinesoptimalenSchedulesind g(G)

3.1. StandderForschung 23
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ABBILDUNG 3.1.3. DreiPlanungsalgotitmenfir die Pyramide.

die Granularitdtvon G, diein diesemFall wie folgt definiertist. FUrjedenKnotenj € V' sei

w; = min {t(z max {c(z, J

j o= uin {100}/ max {c(i )
;o= 1 t(k ax {c(y, k und
vj (ﬁl;})“elp{ (k)}/ e {c(: B)}

gi = min{uj, v;} .

Dannist g(G) := minjey {g;}. Folglich emibt sichfur SCFGrapherein Approximationsfakdr
von 2.

In realistischerAnwendungerstehtjedochnur eine begrenzteProzessoranzaldur Verfu-
gung. Eswurde von Rayward-Smithgezeigt,dassein NP-wlIstandiges Planungsprolgim vor-
liegt, wennt(i) = c(i, j) = 1 furallei, j € V [112. Fernerwurdevon Hoogereenu.a.gezeigt,
dassesin diesemFall bereitsNP-wlIstandigist, zu entscheidenpb esflr einengerichteterbi-
partiten GrapheneinenPlan mit Crmax < 4 gibt [72]. DieselbeFragekann fir Chmax < 3 in
polynomiellerZeit beantvortetwerden[24]. Afrati u.a. untersuchemlie Planungvon Bin&rb&u-
menauf2 Prozessorefur denUDS-FRall undzeigen,dasssieim AllgemeinenNP-wlIstandigist
undfir vollstandigeBinarbaumen polynomiellerZeit durchfuhrbaiist.

Auch fur denFall, dassdie Prozessoranzaliegrenztist, wurdenHeuristiken und Appro-
ximationsalgoritmen vorgestellt. Die meistenbasiererauf einemlistenbasierterAnsatz(engl.
list scheduling. Ein listenbasiertePlanungsalgathmus fuhrt wiederholtfolgendeSchritteaus.
(1) Alle ausfuihrbarerAufgabenwerdengemalieiner geeignetgevahltenPrioritatin eine War
teschlangeingeflgt. Eine Aufgabeist ausflihrbgrsobaldalle Vorgéngeraufgbenabgearbeitet
sind. (2) Fur die ersteAufgabein der Warteschlangevird ein geeignetefProzessobestimmt.
Normalerweisést diesesein Prozessqmer die Aufgabeamfriihestenderechnerkann.

Einer der effizientestenPlanungsalgotiimen ist der listenbasierteeTF-Algorithmus (engl.
earliesttaskfirst) [74]. ETF gewahrleistetiir denMakespan

1\ ~
Cmax < <2 - F) Cr?ax"'AG )

Wobeiﬁﬁnax derminimaleMakespanunterVernachlassigunderKommunikatimskosenund A
die LangedeskritischenPfadesist. Boeresu.a. zeigen,dassder ETF-Algorithmus den Dia-
mantenin diagonalvon obenlinks nachuntenrechtsverlaufendeStreifeneinteilt, die jeweils
denProzessoreaugeaviesenwerden.DiesesentsprichtdemPipeliningAnsat (b) in Abbildung
3.1.3.Die Autorenzeigenferner dassdieseAufteilung optimalist, wennalle Knotendie gleiche
Berechnungszeithabenunddie Kommunikatimszeten hochstensogro3wie ¢ sind[11].
Lewandavsky u.a. vergleichendenPipelining-Anstz mit demDiagonalverfainen beidem
der Graphin waagerecht&treifeneingeteiltwird [94]. JederProzessobearbeiteetwa 1/ P der
EintragejedesStreifens(vgl. Abbildung 3.1.3(c)). Nachjedem Streifensynchronisierersich
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die ProzessorerDie AutorenanalysiererbeideAnsatzefir Systememit gemeinsame®peicher
unterderAnnahmevonexponentiellverteiltenBearbeitungszedn. SiekommenzudemErgebnis,
dasswegenUnbalanciertheitein jederSynchronisationghag dasDiagonalerfalren schlechter
alsderPipelining-Ansatast.

Karypisund Kumarstellenfir die umgelehrtePyramidedaszyklischeSchachbrettmapipg
vor [82]. Esteilt denGraphenin Zonenmit jeweils P Knotenauf undweist jeweils jedemPro-
zessoreinenKnoten ausjeder Zone zu (Abbildung 3.1.3(a)). Die Autorenzeigenam Beispiel
einesauf dynamischeProgrammierundperuhendemgorithmusfir die Bestimmungeinerop-
timalenKlammerungeinesMatrixprodukts,dassdurchVergréRerungler Eingabejede Effizienz
erreichtwerdenkann. Kumaru.a. kommenallerdingsin [89] zu demfalscherErgebnis,dassdie
Isoefizienzfunktion dieserAnwendungvon P'-> dominiertwird (Abschnitt12.4.2).In Abschnitt
3.2zeigenwir, dasssiein diesemFall sogarP? dominiert.

In Abschnitt3.3.1stellenwir dasPie-MappingVerfahrenvor, dasmit demDiagonalerfah-
renvergleichbarist, jedochkeineglobale Synchronisatione benotigt. Fernerwerdendie ersten
beidenin Abbildung 3.1.3 dagestelltenAnsatzegenaueranalysiertund mit dem Pie-Mapping
Verfahrenvemglichen.

3.1.2. Planungs\erfahren mit Aufgabendlizierung. Betrachterwir wiederzunachstlie
Kompleitat fur denFall einerunbeyrenztenProzessoranzahli-ir allgemeineGraphenzeigen
PapadimitriouundYannakakisgdassereitsim UDS-Fall dasPlanungsproblemiP-wllstandigist
[106. Fernergebersie einenApproximationsajorithmus mit Approximationsfator 2 an. Colin
und Crétiennezeigen,dassdasProblemim SCTFall allerdingsin P liegt [25]. Fernergeben
Jungu.a. fur konstanteLatenzzeiten(CDS) einenPolynomialzeitlgorithmus an [80]. Jaloby
und Reischukzeigen,dassdasPlanungsproblenm Fall CDS P-wlIstandigist [76]. Dieselben
Autorenzeigenin [75], dassesim UDS-Rall fir BinarbaumeNP-wllIstandigist, fur vollstéandige
Baumeallerdingsnochin P liegt. DasPlanungsproblenst jedochauchfir vollstandigeBaume
NP-wlIstandig,wennbeliebigeLatenzzeiterzulassigsind[75].

Papadimitriouund Ullman betrachterdie Planungdesn x n-Diamantenfir den CDS-Fall
[105. Siezeigenfir die paralleleBerechnungszeT und die Anzahlder Kommunikatonsvor
gangeC, dasdr jedenPlandie Beziehung C'4+n) T > »? gilt. Weiterhinzeigensiefir die An-
zahl D derKommunikatiosopeationenaufdemkritischenPfad die Beziehung D +1) T > n?.

Die Beschrankungler Prozessoranzélfiihrt dazu,dassdasPlanungsproblenbereitsdann
NP-wllIstandigist, wennalle Latenzzeiterd sind[61]. Esgibt dahereineReihevon Arbeiten,in
denerheuristisché’lanungsalgorithem (fiir beliebigel atenzzeitenyorgestelltwerden.Parku.a.
stellenin [57] die listenbasiertélanungsheuristiOFRN (DuplicationFirst ReductionNext) vor.
Ein experimentellerVergleich mit anderenteilweise ohne Duplikation arbeitendenVerfahren,
zeigt,dassDFRN effiziente Planeberechnetind dassdie Verfahrenmit Duplikationdenenohne
Duplikation Gberleggensind[58]. Der ersteApproximatinsalgrithmuswurde1997von Munier
undHahnervorgestellf102. Die Autorenzeigendassder Approximationsaktor durch2 —1/P
beschrankist und dassdieseSchrank scharfist.

3.2. Untere Schrankenfiir die Isoeffizienzvon Berechnungender Pyramide

In diesemAbschnittbetrachterwir die Skalierbarkit von AnwendungenderenAufgaben-
grapheine Pyramideoder eine umgelehrte Pyramideist. Zunachstwollen wir dieseGraphen
genauedefinieren.

3.2.UntereSchrankenfir die Isoefizienz von BerechnungederPyramide
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DEFINITION 3.2.1 Die Pyramideder Hohen ist ein gerichteterazyklischerGraphZn =
(Vo EZH), wobeiV;, = {(i, j) |0 < i,j <n, i+ j < n} die Knotenmengeind

E,={((i. ). (+1.5)) € Vo x Vil U{((0.). (1.5 +1)) € Vo x Vi)
die Kantenmengést. Die Knotenauf Ebenek sindalle Knoten(:, j) € V miti 4+ j = k.

DEFINITION 3.2.2 Esseia = (V, f) ein gerichteteiGraph.Der umgalehrteGraph(C? =
(V, %) von EE ist der Graph,derdurchUmkehrenaller Kantenrichtunge in 8 entsteht.

Die erstenbeic}gnin Abbildung 3.1.1dagestelltenGraphersind somitisomorphzu Z)-z be-
ziehungsweiseu A,. Der Overheadder BerechnungeinesAufgabengraphemntstehtdurch
die Datenabhéangigiten und durch Kommunikatioskost&. Um eineuntereSchrank fur den

Overheadzu erhalterreichtesaus,die Datenabhéngigkeih zu betrachtenWir betrachtersomit
folgendePlane.

DEeFINITION 3.2.3 EsseiG = (V, E) eingerichtetermzyklischetGraph.Die Berechnungs-
zeit einesKnotenv € V seigegebendurche(v) € IR™. Ein gultigerPlanS = (p, t) fur G
bestehtauseinerFunktionp : V' — {1,..., P} undeinerFunktiont : V" — IR, wobeip und¢
die folgendernBedingungererfullen:

(1) Der GraphhateinenStartknotendasheif3t,esgibt einenKnotenv € V mit ¢(v) = 0.
(2) Alle Datenabhangigkeite(v, w) € E werdenberticksichtigtalsot(v) + ¢(v) < t(w).
(3) JederProzessoarbeiteimmernur aneinerAufgabe.Esgilt alsofur allev, w € V' mit
v # wundp(v) = p(w), dasgt(v), t(v) + c(v)] N [t(w), t{w) + c(w)] = 0.
Fur denMakespangilt somit Cmax = max{t(v) + ¢(v) | v € V'}. Der Overheadist gegeben
durchT, = P Cmax—)_ ¢y c(v). Weiterhinerhalterwir durchUmkehreneinesPlanedir einen

Graphena einengultigenPlanfur seinenumgelehrtenGraphen.

LEMMA 3.2.4 Essei G = (V, f) ein gerichteterazyklistier Graphund S = (p, t) ein
gultiger Planfur € mit MakespanCmax DannistderPlan'S = (p, ) mitf(v) = Cmax— (t(v) +

¢(v)), v € V einglltiger Plan fir denumgelehrtenGraphenvona. Die PlaneS und S haben
denselber©verheadund Makespan.

BEwEIS. DerBeweisfolgt direktausDefinition 3.2.3. O

Somitist alsoinsbesondergede untereSchrank fir den Overheadder Berechnungeiner
PyramideaucheineuntereSchranle fir denOverheadder Berechnungler entsprechendetim-
gelehrtenPyramide.

Um untereSchrankn fiir die Isoefizienz von Berechnungeron (umgelehrtan) Pyramiden
zu erhaltenpetrachterwir die folgendendrei Falle.

(1) JedeiKnotenhatdie gleicheBerechnungszei

(2) Die Berechnungszeitesteigeninearvon einerEbenezur ndchsten.

(3) Die Berechnungszeitesinkenlinearvon einerEbenezur nachsten.
In allenFéllenist die EingabederBerechnunglie HohederPyramide Die Mengederzulédssigen
Eingaberist somitIN.

Wir werderzeigen dasdlie Isoefizienzfunktionim erstenFall P? undin denandererbeiden
Fallen P? dominiert. Die untereSchrank im erstenFall lasstsichintuitiv wie folgt erklaren.In
diesemFall ist der Overheadl,(n, P), derausdenDatenabhangigktsn resultiert,quadratisch
von P abhangigWennmannundie Effizienz T, ;)/T(m T konstanthaltenwill, somussdie
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sequentielleZeit T'(n, 1) ebendlls quadratischin P ansteigen.Die Ergebnissdn denanderen
beidenFallenlassersich auf ahnlicheWeiseherleiten.Hier ist der Overheadkubischin P.

THEOREM 3.2.5 WennjederKnotendie gleiche Berechnungszeit bendtigt,danndominiert
die Isoefizienzl, (P) der Berechnungvon (umgekehrten) PyramidenP?,

BewEels. Um eine untereSchrank fiir den Overheadeiner Berechnungoei Eingabern €
IN herzuleiten,reicht eswegen Lemma3.2.4, die Berechnungeiner Pyramideder Hohe n zu
betrachtenDerKnoten(0, 0) mussvonmindestenginemProzessoberechnetverden.Wahrend
dieserZeit konnendie anderenP — 1 Prozessoretkeine Berechnungermlurchfiihren,die ein
sequentiellerAlgorithmus durchfiihrenwiirde. Sie tragensomit (P — 1) ¢ Zeiteinheitenzum
Overheadbei. Allgemeingilt, dassn Ebend < P héchstens + 1 Prozessorebeschéatftigsind.
Folglich betragtderin dieserZeit entstehend®verhead P — (I + 1)) t Zeiteinheiten Somitgilt
fur denOverheadl,(n, P):

min(n,P)—1
T,(n.P) 2 ) (P=(+1)t
1=0
T nP)= 1(;111:: p-2)t falls n<P-1
PN falls n>P—1
Die sequentielleZeitist gegebendurchT (n, 1) = 2% ¢ und
(3.2.1) T(n,P):= % (T'(n,1)+T,(n, P))

ist eineuntereSchranle fur die paralleleLaufzeit. Basierendauf dieserSchrank definierenwir
eineobereSchrank fur die Effizienz

T(n,1) 5 falls n<P
Eln )= 576 p) {1/(1+ E) falls n> P

Wie manleicht sieht,ist E(n, P) fur festesP monotonsteigendauf IN. Dahererfiillt E size-up
Bedingung.

Esseil, (P) eineuntereSchrank fir die Isoefizienz gemalRTheorem2.2.3. Falls I (P)
existiert, gibt eswegenTheorem2.2.5einn € IN, sodass

(3.2.2) L(P)=T(n,1)>

T, (n, P).

— €
Wir unterscheideawei Falle.
FALL 1. e = % In diesemFall folgt ausderUngleichung(3.2.2)n > P — 1. Einsetzerin
(3.2.2)emibt
L/z(P)Z@ftPZ :
FALL 2. e # 1 3 Da wir dasasymptotische&/erhaltenvon [ (P) fir P — oo betrachten,
kénnenwir von P > 2 7 ausgehenin diesenfall gilt » > P—1. Fallsnamlichn < P—1 ware,

hatte(3.2.2)die FormT'(n, 1) > 1= (nP -5 = 7) t — eineUngleichungdien > 2eP — 1

3.2.UntereSchrankenfir die Isoefizienz von BerechnungederPyramide
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impliziert. DieseswirdejedochwiederumP < ﬁ implizieren.Wegenn > P — 1, folgt aus
Gleichung(3.2.2)

WegenTheorem?.2.3gilt I.(P) > I.(P) undsomitl,(P) = P2. a

THEOREM 3.2.6 Falls fur jedeEbené die Berechnungszeidurch (I 4+ 1)¢ fureint > 0
gebebernst, danndominiertdie Isoefizienzl. ( P) der Beredhnungvon (umgekehrten) Pyramiden
P3.

BEWEIS. AnalogzumBeweisvon Theorem3.2.5erhalterwir fir denOverheadl,(n, P):

min(n,P)—1
T,(n, P) > S o(P=(+1)(I+1)t
=0
=: T, (n,P)
nP n n n°P n>
_ R _T)f if n<P
%3 — %) t if n>P

Die sequentiell&erechnungszeistT'(n, 1) = (? + § + %) t. EsseiT(n, P) gemal3.2.1)

definiert. Da E die size-upBedingungerfiillt, gibt es,falls I (P) existiert, einn € IN, dasdie
Ungleichung(3.2.2) erflllt. Wir betrachterzundchsdenFall ¢ # f und beschrénén unsauf
P> ﬁ Damitgilt n > P undUngleichung(3.2.2)impliziert, dass

e (P> P 5
2. (P)> ——)t=P.
(3.2.3) 16(13)_1_0(6 6)1‘_P

Fallse = % folgt ausUngleichung(3.2.2)n > P. Esqilt somitfur P > 1

Dal.(P) > I.(P), erhalterwir I, > P3. O

THEOREM 3.2.7. Fallsfir jedeEbend die Berechnungszeitlurch (n—(I+1)) ¢t fireint > 0
gegebenist, danndominiertdie Isoefizienzl,. ( P) der Berechnungvon (umgekehrter) Pyramiden
pP3,
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ABBILDUNG 3.3.1. Durchdie GruppierunglerKnoteneinerPyramidederHo-
hen in KachelnentsteheineneuePyramidederHohen' < n.

BEWEIS. FuUrdenOverheaderhaltenwir

min(n,P)—1
T,n.P) > Y (P=(+1)(n—(+1)t
=0
n’P npP n n3
B ] _T-l_F_T)f fa”s Hsp
PEAL, B4 B)t falls 0> P
> T,(n,P)
n’P nP n n3
()t falls a<p
(Pi—;—%g+%)t falls n>P

. . - . . "3 .
Die sequentiellerechnungszeistin diesemFall T'(n, 1) = <% — %—1) t. Esgilt

" 1jc<%3—%2+%)1‘ falls e#1 und P> L

I(P)> o ' '

e (5-rPP+E)t falls e=% und P>1
Esistalsol.(P) > I.(P) »= P3. =

Wir kénnemuneinigederin derEinleitungzudiesenKapitelerwdhnterProblemebeziiglich
ihrer Skalierbarkit bewverten. So dominiertdie Isoefizienzfunktio fir die Berechnungeiner
optimalenKlammerungeinesMatrixproduks und das Finden einer optimalenTriangulierung
eineskonvexen PolygonswegenTheoren®.2.7 P3, unddie Isoefizienzfunktion derBerechnung
desvollstandigerHornerSchema undeinesTaylor-Shifts dominiertwegenTheoren3.2.5 P> L,

Im nachsterbschnittwerdenwir Abbildungserfahrenangebenderenisoefizienzfunktbn
kodominantmit P? ist. Allerdings liegen bereitssehreinfacheAbbildungenin dieserKlasse,
so dasses notwendigist, einegenaueréAnalysedurchzufiihrenum die Verfahrenbewertenzu
kdénnen.

3.3. Abbildungsverfahren

Wir wollen nundasProblembetrachtenginePyramideder Hoher auf P Prozessoreabzu-
bilden. Wir werdendavonausgehenjassalle KnotenderPyramidedie gleicheBerechnungszeit
haben.EinegrundlgendeTechnikist die Gruppierungder Knotenzu Kachelnwie esAbbildung

IDjese Behauptunggilt nur, wennwir von konstanterAdditions- und Multiplik ationszeiten ausgehenwie es
beispielsweie bei derVerwendungion Fliefkomma-Arithmetilder Fall ist.

3.3.Abbildungswerfahren



30

3.3.1zeigt. DurchdiesenVorgangerhalterwir wiederumeine Pyramideder Hohen’ < n. Fir
die Berechnungsiet' einerKachelin denEbenerp. ..., n' — 2 gilt

["J2t<f’< [71-‘21‘
n' - — '

undflr die Kachelnin derletztenZeile gilt

sl (1] +0) <o <3 (31 (1 +)

Wir erhaltenalso,falls»’ ein Teiler vonn ist, einePyramidedie bis auf die Knotenin derletzten
EbenewiederumausKnotenmit gleicherRechenzeibesteht.Die Rechenzeitler Knotenin der
letztenEbeneist etwa halb sogroRwie die derandererknoten.

Ein naheliggenderAnsatzist, durchKachelungeine Pyramideder Héhe P zu bilden, diese
in P von obenlinks nachuntenrechtsverlaufendeadiagonaleStreifeneinzuteilenunddannjedem
ProzessoeinenStreifenzuzuweisen.Gehenwir einmaldavon aus,dassP ein Teiler von n ist.
DannbetragtderOverheaddiesesAnsatzes

P(P—1) /n\2 (P —1)n?
Tin. P)> ———(5) t="—p 1

Fur grolReWerte von P ist der Overheadalso ungefahrso gro3 wie die sequentielleLaufzeit
n (n+ 1) t/2. Asymptotischbetragtsomitdie maximalemit diesemAnsatzerreichbareeffizienz
1

Die Kachelungstechkialleineerméglichtalsokeineeffiziente Abbildung. Allerdingsist sie
sehrnitzlich, um die Granularitatder Berechnungeu erhdhen.Da der Ergebnisgraplebenélls
einePyramidast, kannsiealsVorstufefir andereAbbildungserfahen benutztwerden.

Wir werdenim Folgendenuntereund obereSchrankn fir die Dauereiner Pyramidenbe-
rechnungbetrachtenindemwir jeweils denkritischen Pfad der RechnunguntersuchenDer kri-
tischePfad ist eine Kette unnmittelbaraufeinanderfolgeder voneinandeabhangendeRechen-
und Kommunikatimserégnisse. DasersteEreignisdesPfadesbeginnt zum Zeitpunkt0, unddie
DauerdesletztenEreignissedestimmtdie Dauerder Gesamtrechnunddie Summeder Zeiten,
die durchdie Operationerauf demkritischenPfad bendtigtwerden,ist identischmit derGesamt-
dauerderBerechnung.

Wir leitenuntereSchrankenfir die Berechnungszefter, indemwir eineuntereSchranknfir
die Summeder Zeiten, die durchRechenoperatione(Zcaic), AufsetzzeitenZovng) und Latenz-
zeiten(T}y) entstehenherleiten. ObereSchrankn fir die Berechnungszeitewerdenmit Hilfe
desfolgendenLemmashegeleitet.

LEMMA 3.3.1 EsseiT(L, o, P, t) die AuswertungszeeinesAufgabengaphen mit Aufga-
benbeednungzeitt, Latenzzeitl, und Aufsetzzeiv. Danngilt

T(L, o, P, t) < T(L. 0, P, 0) + T(0, 0, P, 0) + T(0, 0, P, t) .
Fur die Berechnungeiner Pyramideder Hohen gilt zusatzlid

T(L,o, P,0)<(n—1)L .

BEwEIS. Angenommendie Behauptungvirde nicht gelten. Nehmenwir auf3erdemrmoch
an,derkritischePfadderBerechnungnit denParameter L, o, P, t) enthaltemehrRechenope-
rationen,alsdervon (0, 0, P, t). Dadie Rechenoperatiomam kritischenPfadvon (L, o, P, t)
voneinanderabhangengxistiert dieseFolge ebenélls in der Berechnungmit den Parametern
(0, 0, P, t). Dasist ein Widerspruchzu der Annahme,dassder Pfad von (0, 0, P, ¢) weniger
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Aufgabengraph BerechnungsplafP =3, t =0 =1, L. = 0)

ay bl C1
l l Pg C Co C3 ) r3 Cy
77 4
/
as b2 €2
l l P | b 7y by [ b3 | ba
/
as bs \:’3 Py | ay | as %1{1 S3 as | aq
“ b, N Zeit

ABBILDUNG 3.3.2. Ein Aufgabengraph und ein Ablaufplan fir drei
Prozessoren. Beispiele fir kritische Pfade in diesem Ablauf sind
(b1, s1, 11, 83, 13, c4) UNd (c1, co, c3, 19, 13, c4). Dageenbestehtdie Ereig-
niskette (cy, ca, c3, ba, by, by) zwar ausaufeinanderfolgeden Ereignissensie
ist aberkein kritischer Pfad, da die Ereignisse-3 und b2 nicht voneinandeab-
hangen.

Rechenoperati@n enthalt,alsdervon (L, o, P, t). Auf analogéWeiseist einzusehengdassder
Pfadvon (L, o, P, t) ebenélls nichtmehrAufsetz-oderLatenzzeiterenthalterkannalsdervon
(L, o, P, 0) bzw von (L, 0, P, 0).

Die zweite Aussagédfolgt ausder Tatsachegdassjederkritische Pfad in einer Pyramideaus
héchstens — 1 Kommunikatioen besteht. O

3.3.1. Pipelining. Wir betrachterPyramidenderenHohen ein VielfachesderProzessoran-

zahl P ist. Esseis := n/P. Die PipeliningMethodeteilt die Pyramidein s von obenlinks nach
untenrechtsverlaufendediagonaleZonenein. JedeZone bestehtaus P Streifen,wobei jeder
ProzessokeinenStreifenin jederZone bearbeitet.Es entstehtsomit die in Abbildung 3.1.3(b)
gezeigteAufteilung. JederProzessoverarbeitets Streifen.

THEOREM 3.3.2 Esseis € INundessein = s P. Fur denMakespanl'(n, P) einermitder
Pipelining MethodegeplantenBeredinungeiner Pyramideder Hohen auf P Prozessan gilt

s(s+1)
——

4

T(n, P)> P(t+20)—(s+sP)o+(P—-1)L .

BEwEIS. Betrachtenwir zundchstProzessof. Der Streifenvon Prozessof in Zone: €
{0,...,s — 1} bestehtaus(s — i) P Knoten. Fir die BerechnunglieserKnotenwird somitdie
Zeit

s—1
Tea(n, P) = (s—i) P =
i=0
bendotigt. Mit AusnahmedesStreifensin der erstenZone mussProzessof) die Ergebnissevon
ProzessolP — 1 empfaingen.AulRerdenmmusser mit AusnahmedesletztenKnotenseinesjeden
Streifensdie Ergebnissean Prozessofl weiterschickn. Insgesamerhaltenwir somit flr den
Kommunikatiosaufvand

s(s+1)

5 Pt
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Tovnd(n, P)=s(s+1)Po—sPo—so .

SchliefRlichberucksichtigemwir nochdie Wartezeitendie bei der BearbeitunglesletztenStrei-
fensauftreten.Falls Prozessob denletztenStreifenzumZeitpunktr beginnt, kannProzessot

seinenetztenStreifenfrihestengumZeitpunktr + 20+ L beginnen.Wir erhalteralsozusatzlich
mindestenslie Wartezeitvon

Tiln, P)=(P—-1)L .
Folglichist Tcai(n, P)+Tovnd(n, P)+T)5(n, P) eineuntereSchrank fur die Berechnungszeit
derPyramide. d

AusdieserLaufzeitschrankegibt sichfir denOverheadderdurchdie PipeliningAbbildung
verursachwird,

To(n, P)> = (sP*—sP) t+ (s?P*—=sP) o+ (P*=P) L .

D | =

Zu beachtersind hierbeivor allem zwei Eigenschaften Erstensentstehtdurch Wartezeiteram
Anfang jedesStreifensselbstohne Kommunikatimskosta bei dieserMethodeein Overhead,
der s P? dominiert. Zweitensist der Overhead der durchdie Kommunikationverursachwird,

guadratischin derPyramidenhéheTrotzdemist die Isoefizienz desPipeliningVerfahrenskodo-
minantmit P2.

THEOREM 3.3.3 Esseie € (0. t/(t + 20)). Dannist die IsoefizienzI.(P) desPipelining
\erfahensfir alle P > 1 definiertundkodominantmit P2.

BEWEIS. Esqilt Tiat(n, P) < (n — 1) L undsomitist

_ 1 ,/2 ,’2
T(n, P):= 5 (n?+n>t+ (%+71>0+71L

4

eineobereSchrank fur die paralleleLaufzeiteinermit PipelininggeplanterBerechnungHier-
durcherhaltenwir eineuntereSchrank fir die Effizienzdurch

E(n, P) T(n, P) (n+1)t
n, P):= = .
- PT(n, 1) n+P)t+2(n+P)o+2LP

Esseil. (P) dielsoefizienzfunkton bezuglichE. Die FunktionE ist monotonsteigendn » und
somitgibt esfiir jedeEffizienze < lim,,_,~ E(n, P) =t/(t+20) einn € INmit E(n, P) > e.
Da E die size-upBedingungerfiillt, gilt T(n, P) = I.(P) > I.(P).

Die UngleichungE(n, P) > e istaquvalentzu

=i ng .

eP(t+20)+2ePL—t
n >
- e(t+20)—t

Folglich gilt 7.(P) = T(ng, 1). Dang ~ P undT(n, 1) ~ n? folgt I.(P) < I.(P) < P

WegenTheorem3.2.5gilt I.(P) = P? undsomitgilt insgesamf. (P) ~ P2. a

3. Planungserfahre flir die Pyramide
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ABBILDUNG 3.3.3. ZS-MappingeinerPyramideder H6he18 auf9 Prozesso-
ren. Die Knoten,die von Prozessof) verarbeitetverden,sind schwarz gelenn-
zeichnet.Die Zonenbeziehersichaufdie dick umrandeterGebiete.

3.3.2. ZyklischesSchachbettmapping. DaszyklischeSchachbrettmaging (ZS-Mapping)
istengmit dersystolischeriProgrammierungerwandt. Esteilt die Pyramiden Zellenmit jeweils
P Knotenauf. JederProzessoist jeweils fiir einenKnotenin jederZelle verantvortlich. Abbil-
dung3.3.3zeigtdie hierdurchentstehend&inteilungin waagerechtétreifen. Die Prozessoren
bearbeiterdie Zellenstreifenweisgeweils von rechtsnachlinks.

THEOREM 3.3.4 Esseis, k € INundessein = s P = s k. Fiir denMakespanT'(n, P)
einermit ZS-MappinggeplantenBerechnungeiner Pyramideder Hohern auf P Prozessan gilt

T(n, P) > %((SQH) P+ (s+1)VP —2) (t+40) -
(P+(2.s—1)\/F+2) o+<P+\/F—1) L

BEWEIS. Zunachstbetrachtenwir die Zeit, die benétigtwird, um alle Knoten unter Ver-
nachlassigunder Kommunikationkostenzu berechnenBevor Prozessof denzweitenStreifen
beginnenkann,musszunéchstie Berechnungler Zelle in Streifen1 abgeschlossesein. Hier-

durchentstehffiir Prozessof) eineWartezeitvon (v/P — 1) ¢ Zeiteinheiten.Da Prozessof im
zweitenStreifenzwei Knotenzu berechnernat, verkirztsich dieseWartezeitbeimdritten Strei-
fenauf (VP — 2) t. Insgesamtverdenalsofiir die Berechnunglerersten,/P Streifen(Zone1
in Abbildung3.3.3) P ¢ Zeiteinheiterbendtigt.Bei derBearbeitunglerKnotenin verbleibenden
(s — 1) /P Streifen(Zonen2 und3) kommteszu keinenWartezeitermehr Wennwir zusatzlich
nochdie BearbeitungszeiferletztenZelle in Streifens /P beriicksichtigenerhaltenwir

Tcalc(”w P) =

(s= VP ((s= 1) VP +1)

=| P +(s—1)VP-VP+ 5 +VP-1]|t
Zonel Zone? ~~ = letzteZelle

Zone3

((*+1) P+(+1)VP-2)t.

|

3.3.Abbildungswerfahren 33



34

Alle Knotenim InnernderPyramideerforderr2 Empfangs-und2 Sendeoperati@n. Die Knoten
andenRanderrbendtigerdaggenwenigerEmpfangsoperanen Im einzelnererhaltenwir

Tovhd(n, P) = 2 ((52+1) P+(s+1)\/ﬁ—2) 0—

2(s —1) — 2
P+ 1 42(s—1)VP+VP-1+2] 0.
Zonel Zellel Zonen2, 3 letzteZelle

Durchdie LatenzzeitentsteheiWartezeitermindestensn Zonel undwéahrendder Berechnung
der letzten Zelle. Also, Ty,(n, P) = (P + VP — 1) L . SchlieRlichemibt sich die untere
Schrank fur T'(n, P) alsSummederZeitenTcac(n, P), Tovhd(n, P) undZ y,(n, P). O

Furdengesamter©verheaderhaltenwir

To(n, P) > %((s+1) PVP+(P—s—2) P> t+

(252P2+3P\/F+P?—6P) o+(P2+P\/F—P) L.

Der OverheadderbereitsohneBerlcksichtigng der Kommunikationkostenentstehtjst kodo-
minantmit s P /P + P? undist somitkleiner als der entsprechend®verheadder Pipelining
Methode.Allerdings wéachster ebensawie bei der PipeliningMethodemit wachsendePyrami-
denhtheAndererseitsinddie Kommunikatimskosenvon ZS MappinghdheralsbeiPipelining.
Insgesamtuihrt alsoZS-Mappingnur bei grobgranularefRechnungeru kiirzererBerechnungs-
zeitenalsPipelining.

3.3.3. Pie-Mapping. Die Skalierbarkit derbeidenin denvoranggangenembschnitterbe-
schriebenemMethodenwird durchzwei Faktorenbeeintréchtigt.Zum einenerfordertdie Bear
beitung jedesKnotensdas Sendenoder das Empfangenvon Nachrichten. Hierdurch entsteht
ein Kommunikatimsowerhead, der quadratischin der Pyramidenhoé ist. Zum andererist der
Overhead derbereitsohneKommunikatonskosen entstehtpei beidenVerfahrenvon der Pyra-
midenh6heabhangig.

DasPie-MappingVerfahrenteilt die Pyramidein zusammenhammde Zonenein, die jeweils
von einemProzessobearbeitetverden(vgl. Abbildung3.1.3(c)). Dadurchkdnnendie meisten
Knotenberechnetverden ohneDatenempfingenoderversenderzumissenDesweitererist der
OverheadbhneKommunikationskden nurvon derProzessorzatdbhéangig.

Wir nehmenwiederan, dassdie Pyramidenhéhelurchdie Prozessorzaltkeilbarist. Esist
alson = s P flr eins € IN. Wir definierendurcheineLastmatrix wieviele Knotenein Prozessor
jeweils in einerbestimmterEbenebearbeitet.Mit Hilfe dieserLastmatrixist dasPie-Mapping
eindeutigdefiniert. Um einengultigenPlanfir die Pyramidezu erhalten,ist esnotwendig,die
Reihenfolgeder Knotenauswertumninnerhalbder Zonenzu definieren.Hierflr werdenwir zwei
ReihenfolgeruntersuchenDie erstesiehteineebenenweisébarbeitungund die zweiteeinein
Blécken organisierteAbarbeitungvor. In beidenFallenwerdenwir zeigen,dassbei Vernachlas-
sigungderKommunikatimskosta ein Prozessgmachdener mit der BearbeitungseinerkKnoten
begonnenhat, nicht mehrauf andereProzessoremwartenmuss,und dass,wenns ungeradest,
alle Prozessorenur gleichenZeit fertig werden.Eswird sich allerdingsherausstellergassbei
Bericksichtigug der Kommunikationkostendie Blockreihenfofje effizienterist.

Wir benutzereinelLastmatrixL( P, s) fir die Beschreiling der Zonenaufteilungler Abbil-
dungeinerPyramidederHohes P auf P ProzessorenDer Eintragl;. ; definiertdie Anzahlder

3. Planungserfahre flir die Pyramide
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Lastmatrix Akkumulationsnatrix

ABBILDUNG 3.3.4. BeispieleeinerLast- und einer Akkumulationsnatix fur
denFall P = 4, s = 3. Die Akkumulationsnatix beziehtsichauf die ebenen-
weiseAbarbeitungder Knoten.

Knoten,die ProzessoP’ — k — 1 in derEbenei bearbeitetin Abbildung3.3.4ist die Lastmatrix
L(4, 3) dagestellt.Der Verlaufderdiagonaleriinien legt eine Definition der Matrix mittelsder
folgendenMatrizennahe.

DEFINITION 3.3.5 Esseik einenaturlicheZahl. Dannsind die MatrizenOp., Upy, €
IN"*P wie folgt definiert. Die Eintrageder Matrix Op,. sind gleich & auf und oberhalb der
Diagonalerund & — 1 sonst. Die Eintrageder Matrix Up, sindgleich & unterhalbund auf der
Gagyendiagonaleundk — 1 sonst.

BeziglichderMatrix L(4, 3) gilt also
L(4,3) =(041U42043) .
Allgemeindefiniererwir die Matrix L(P, s) wie folgt.
DEFINITION 3.3.6 EsseiP, s € IN. Die LastmatrixL(P, s) = (I;.;) k=0 pP_1
=0,....,sP—-1
ist definiertdurch
L(P, s) = (Op1Up20p3Upy -+ OP,s) falls s ungerade
8) = (Opﬁl L/YP’Q OP‘;; UP‘4 s Upﬁs) falls s gerade

Aus derKonstruktionder Lastmatrixfolgt unmittelbardie folgendeEigenschatft.

LEMMA 3.3.7. EsseiL(P,s) = (I} ;) eineLastmatrix. Danngilt fir 0 < i < sP — 2 und
0 < k < P — 1 dieBeziehung

U1 S lgiva -

BEwEIS. PerKonstruktiongilt die Beziehund;.1; < [ ;+1. Damitfolgt die Behauptung
ausly ir1 < lgivo- O

Im Folgendenbezeichnerwir die Ebenen(: — 1) P,...,i P — 1 als Phase:. Die Ebenen
innerhalbeinerPhasebezeichnenvir als Stufen Somitist die Ebene(i — 1) P + j die j-te Stufe
in Phase.

DEFINITION 3.3.8 EsseiP, s > 0 undessei L(P, s) = (li;) die Lastmatrix. DasPie-
Mappingfir P und s bildet denKnoten (r, ¢) auf denProzesso — k — 1 ab, wobei k die
kleinsteganzeZahlist mit r < Y25 1j .

Um auf der BasisdesPie-Mappingszu einemvollstandigenPlanzu gelangenjst nochdie
Abarbeitungsreibnfdge festzulgien. Wir betrachtereunachsteine einfacheebenenweis®e-
rechnung.

3.3.Abbildungswerfahren
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ABBILDUNG 3.3.5. Pie-Mappingmit Ebenenplanundir 4 Prozessoremnd
s = 3. Die Abbildung zeigt die Abhangigleiten zwischenden Knoten sowie
dasMappingderKnotenauf die ProzessorenEbentlls anggebensind die Be-
rechnungszeiteder einzelnenKnotenfir denFall L = o = 0 und¢ = 1. Die
Anzahl der Knoten, die Prozesso¥k in Ebenei abarbeitetsind durchdenEin-
trag/p_j_1; in derLastmatrixL(4, 3) gegeben. Die Zeit, zu der Prozesso¥k
die Ebene: beendetjst durchdenEintragap_;_1,; der Akkumulationsnatrix
A(4, 3) gegeben(Lemma3.3.11).

3.3.4. Ebenenplanung. Bei der Ebenenplanungverdendie Knoten einer Zone Ebenefir
Ebenevon rechtsnachlinks berechnet.Abbildung 3.3.5zeigtdie Berechnungszeitemie beim
Pie-Mappingmit Ebenenplanungir 4 Prozessoreand s = 3 entstehenUUm die Blockierungs-
freiheit zu untersuchendefiniererwir die Akkumulationsmgix.

DEFINITION 3.3.9 EsseiP, s > 0 undesseiL(P, s) die Lastmatrix. Die Akkumulations-
matrix A(P, s) istdefiniertdurch
A(P, s) = (a.i) k=0....P—1 .wobeiay, ; = Zmax(l. lij) -
i=0,....sP—1 =0

Abbildung 3.3.4zeigtdie Akkumulatiorsmatix fir denFall P = 4, s = 3. Die Akkumulations-
matrix hatdie folgendeEigenschaft.
LEMMA 3.3.1Q EsseiL(P,s) = (I ;) eineLastmatrixund A(P, s) = (ay ;) die zughorige
Akkumulationsmatrix. Danngeltenfir 0 < k < P — 1 die Beziehungn
(1) (Lk_1’;<ak‘[+1fur0SiSSP—lund0<kSP—1,
(2) ag41,i—1 + 1< A it 1 firo<i<sP—-1und0<k< P -—1.

BEwEIS. (1) Wir kdnnenohneEinschrankunglavon ausgehendasss ungeradast. Falls s
geraddst, benutzerwir die AussagedesLemmasdfir denFall s + 1.

Essei0 < k < P — 1. Wir bewveisendie Aussagedurch Induktion. Sie ist richtig fir
0 < < P —1. Esseinunfir einungeradeg mit 1 <! < s bewiesen,dassdie Behauptundir
0 < ¢ < 1P — 1richtigist. Nunbetrachtemwir die Matrix (Up,;+1 Op;+2). Die Zeilenk — 1 und
k dieserMatrix habendie Form ' '

l l I+1 - 141 142 142
I I14+1 1+1 -+ 141 1+1 142

3. Planungserfahre flir die Pyramide



Dadie Eintragea_; ; unda; ; durchSummierungler Eintragein diesenZeilenvon links nach
rechtsentstehengilt fir [P — 1 < < (I +2) P — 1 dieBeziehungi;_; ; < ay, ;.

(2) WegenderKonstruktionder Akkumulationsmatrix gilt die zweite Behauptundur i = 1.
Esgeltenunay,i; 1 + 1 < ay ;4 furein: > 1. Dannfolgt wegenLemma3.3.7,

apt1i+1=appric1 Hlegr,i +1 < apipr + e < apgipr + lrivo = agizo

O

LEMMA 3.3.11 Eine Pyramideder Hohe s P werde durch Ebenenplanunguf P Prozes-
soren abgebildet. Es sei A(P, s) = (aj ;) die Akkumulationsntax. Wenn alle Knotendie
Beredinungszeil habenund die Kommunikationskasn vernadlassigtwerden, dannbeendet
Prozessork die Ebenei: zumZeitpunktap ;. Insbesonder beenderalle Prozessan die
letzteEbenezumZeitpunkt((s? 4+ 1) P + s — 1)/2 wenns ungeradeist. Wenns geradeist, dann
endetdie BerechnungzumZeitpunkt((s% + 2)P + s — 2)/2.

Bewels. Der Beweis erfolgt durch Induktion beztiglichder PyramidenebeneDa in den
erstenP Ebenerpro Ebeneein weitererProzessobenutztwird, verlauftdie Berechnungn der
erstenPhaseblockierungsfreiund die Aussagedes Lemmasgilt. Es sei die Behauptungdes
Lemmasfir ein: > 0 und0 < k < P — 1 gezeigt. Esseik mit 0 < k < P beliebigaber
fest. Weiterhinsei (a, b) ein Knotenin Ebenei + 1, dervon Prozessoi® — k& — 1 berechnet
wird. Der KnotenbendétigtDatenvon denKnoten(a — 1, b) und (a, b — 1) (falls dieseKnoten
existieren).Wir betrachterzundchstlenKnoten(a — 1, b). Eskannnur dannzu Verzégerungen
kommen,wenndieserKnotenvon Prozessol” — k — 2 berechnetvird. In diesemFall ist der
Knoten(a, b) derletzteKnoten,denProzessoP — k — 1 in Ebenei + 1 berechnemuss.Nach
Induktionswrausetzung ist derKnoten(a — 1, b) zumZeitpunkta.,; ;—; + 1 berechnetWegen
Lemma3.3.10(2)gilt aj41 ;-1 + 1 < ax;+1, undfolglich kanndie Berechnungron (a, b) zum
geforderterZeitpunktay ;1 abgeschlossewerden.

Falls derKnoten(a, b — 1) nicht von Prozesso#” — k — 1, sonderrnvon Prozesso’ — k
bearbeitetvird, dannist derKnoten(a, b) derersteKnoten,dervonProzessoP —k—1 in Ebene
i + 1 zuberechneiist. Der Prozessol® — k berechnetlenKnoten(a, b — 1) alsletztenKnoten
in Ebenei nachVoraussetzungumZeitpunktay ;. WeiterhinbeendeProzessoP’ — k — 1 die
Ebene zumZeitpunkta; ;. DanachLemma3.3.10(1)ay 1 ; < ay; + 1 gilt, kannderProzessor
P — k — 1 dieEbene + 1 ohneVerzégerundgeginnen.

Dadie Zeitpunkte zu denerdie Berechnungier Ebenerin deneinzelnerZonenabgeschlos-
senist, durchdie Akkumulationsnatix gegebensind,ist schlieRlichdie Gesamtberechmgszit
gleichdemEintragap 1 sp_1. O

Wir erhaltersomitfir denOverheadbei Vernachlassigunder Kommunikationskdsn

PP=P4 falls sungerade
To(n. P) { (PZ _ P) t falls s gerade

In beidenFallenist der Overheadnicht von der Pyramidenhdhabhangig.Abbildung 3.3.6
zeigtein AusfuhrungsprofieinerBerechnungginerPyramidederHohe8000 auf16 Prozessoren.
Mit Hilfe der Kachelungstechkiwurde zundchseine Pyramideder Héhe48 (s = 3) erzeugt.
In Phasel beginnendie Prozessoremacheinandemit der Rechnung.In denPhasen = 2, 3
berechnenlie Prozessorehis zu: Knotenpro Ebene.Deutlichist zu erkennendassdie Prozes-
sorenin der Tatdie ungeraderPhaser{nahezu)gleichzeitigbeendenin diesemBeispielhatder
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37



38

[ Iwartezeit Il gPuS
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ABBILDUNG 3.3.6. Pie-Mappingmit EbenenplanunginerPyramidederHohe
48. In demAusfihrungsprofilst aufderx-Achsedie Zeit aufgetragenDie waa-
gerechterStreifenzeigendie Aktivitatender ProzessorenDie weil3enFlachen
reprasentierelVartezeitenDie Abklrzungerin derLegendesteherfir “gerade
PhasegeradeSpalte”,“geradePhaseungeradeéspalte”und soweiter, wobeidie
SpalteeinesKnotens(i, j) geradedruchj gegebenist. Die Messungemwurde
aufdemParsytecCC durchgeftihrt.

Kommunikatiosoverhead kaumEinflussauf die paralleleRechenzeitDiesesandertsich, wenn
die Hoheder Ausgangspramide kleinerist undsomitdie Berechnundeingranularewird.

Im Folgendernwollen wir denOverheadderdurchdie Kommunikatioskostenentstehtge-
naueruntersuchenHierfur betrachterwir denFall, in demdie Latenzzeitund die Berechnungs-
zeit 0 sind. Der einzigeAufwandentstehtalsodurchdenKommunikatiososerhead. Abbildung
3.3.7zeigtdie Berechnungsztsn fir 6 Prozessorennd s = 5. Aul3erbei denbeidendulieren
Prozessoresteigendie Berechnungszeiteam Endeder dritten Phasevon rechtsnachlinks um
jeweils einenZeitschrittan. In denfolgendenPhaserkommtesbeidenProzessorei, ... P — 2
zukeinenweiterenWartezeitermehr DaderKommunikationaufward dieserProzessoregleich
ist, bleibt esbei diesemAnstieg der Berechnungszeiteam Endejeder Phase.Es kommenalso
abeinschlie3lichPhaset pro Phase P Kommunikatiosvorgangedazu. Insgesamerhaltenwir
fur die GesamtberechnusgeitToynd(n. P) = (2s +1) P — 1.

Dafur die Analyseinsbesonderdie Berechnungszeitean denZonengrenzenon Interesse
sind,fUhrenwir die Bezeichnunggl‘]’.) fur die BerechnungszedesKnotensanderlinken Grenze
in derStufe; =0,...,P—1 innerhalbderPhase = 1, ... ,s vonProzessok =0,...,P—1
ein. Entsprechendbezeichnerwir mit zf';) die Berechnungszeitean der rechtenGrenzevon
Prozessok. Abbildung3.3.8verdeutlichtdiesedndexierungsschaa. Die Zeitenin derPhasel

werdenmit demSchemdur ungerades bezeichnetallerdingssind hier die Zeitenlﬁ’f; undrﬁl‘“j)
fur0 < 7 < P — k — 2 undefiniert.

LEMMA 3.3.12 EinePyramideder Hohe3 P werde durch Ebenenplanunguf P > 3 Pro-
zessaen abgebildet. Wenndie Berechnungszeisowiedie Latenzzeivernatlassigtwerdenund

3. Planungserfahre flir die Pyramide
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ABBILDUNG 3.3.7. Berechnungszeitehei Ebenenplanundlir denFall P =
6,s =5 L =t =0undo = 1. Der graueStreifenzeigt den Verlauf des
kritischen Pfades. Ab einschlieB3lichPhase4 entsteherdurch den Kommuni-
kationsaerhead nur nochWartezeiterbei denbeidenaul3ererProzessorengie
jedochnicht auf demkritischenPfadliegen.

3.3.Abbildungswerfahren
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1 P—k—1
Ebenen—,
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P—k
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¢ gerade 7 ungerade

ABBILDUNG 3. 3 8 Die Berechnungszeitean den Kantenwerdendurch die
Wertel( ) undz furz €{l,....s}, j,k€{0,...,P —1} dagestellt.

der Kommunikatiosoverteado = 1 ist, danngilt

TP—-5 falls k=0
= 7TP—k—4 fals 0<k<P-1

P—1
5P—2 falls k=P—-1.
BEWEIS. Phasel: In dieserPhasailt stetslﬁ‘ E]) ProzessoP — 1 versendewahrend
dieserPhaseP Botschaften.Es gilt daherl(lPP__lf = P. JederProzessol: € {0....,P — 2}

beginnt seineRechnunghachP — k — 1 SendeundP — k — 2 Empfangsoper@&nen. Danach
fihrtjederProzessok € {1,..., P — 2} in diesePhase: + 1 Sendeund Empfangsoperéonen
aus,d.h. lglf))_l =2(P—-k)—-3+2(k+1) = 2P — 1. Prozessob fiihrt lediglich eine
Empfangsopeation aus.Insgesamt,

P—-1 falls k=0
i®), =rf =L 2P-1 falls 0<k<P-1
oP—2 falls k=P —1 .

Phase2: JederProzessok € {1,...,P — 2} berechnetzunéchstdie erstenk — 1 Kno-
tenin denendie ZonenbreitegenaueinenKnotenumfasst. Da fur jedenKnotengesendetind
empaingenwerdenmuss,gilt IEL,E ) = l}k}_l + 2 (k — 1). Betrachterwir nuneinenProzessor
ke l,...,P—3. FurdenEintragin Stufek — 1 ist lediglich eineEmpfangsoperion nétig. Pro-
Zessotk weiredeshall:zumZeitpunktlgl",z_l = 2 (P + k) — 2 bereit,denrechterEintragin Stufe
k zuberechnenHierfur wird dasErgebnisderStufeL- — 1 vonProzessok + 1 bendtigt.Dieses

|stJedocherstzumZeltpunktlgk,\“l = 2(P + k) — 1 versendetvorden.Prozessok beendetlie

BearbeitunglesKnotensin Stufek somitzum Zeitpunktlg",} =2(P+ k) + 1. In Stufek fallt
nocheineSendeoperationndin denverbleibender? — k — 1 Stufenfallenjeweils eineSende-
undeineEmpfangsopert#on an, alsolgf)) | =2(P+k)+2+2(P—k—1)=4P. Wennwir
auRerdendie Wartezeitvon Prozessof in Stufe0 unddie von Prozesso — 1 in StufeP — 1

3. Planungserfahre flir die Pyramide



berilicksichtigenerhalterwir

3P falls k=0
(k) 4P falls 0<k< P -2
=7 +1=
2,P—1 2,P—1 4pP—1 falls k=P -2
4P-3 fals k=P—-1 .

Phase3: Ahnlich wie in Phase kommtesauchin dieserPhasezu Wartezeitenwennsich
die Zonenverbreitern.Allerdingsnehmerdie Wartezeiterin Phase3 mit abnehmenderRrozes-
sorindex zu. Seik € {1,..., P—3}. Dannbetragtdie Wartezeitvon Prozessok genauP —k — 3
Zeiteinheiten.Zusammemnit denerforderlicher2 P — 1 Kommunikatiolgsopeationen erhalten
wir die Berechnungsztalg'f])y_1 =4P+P—-k—-3+2P—-1=7P—Fk— 4. Inshesondere

gilt fur die Stufe P — 2 von Prozessot somitl_gf;;_2 = 7P — 6. Prozessof beendetseine

Rechnungnachdemer dasErgebnisdieserStufe empfingenhat, d.h. l:(;)}fl = 7P —-5. Bei

Prozessol’ — 2 kommteszu keinenWartezeiten;;usol_g(_]])L1 = 7P — 4. Schlielicherhalten
wir fr Prozessol® — 1 durchBericksichtigungler Wartezeitin der erstenStufevon Phases,
), =5P—2. O

LEMMA 3.3.13 EinePyramideder Hbhen = s P mit s > 3 werde durch Ebenenplanung
auf P > 2 Prozessanabgebildet. Wenndie Berechnungszeisowiedie Latenzzeivernadlassigt
werden und der Kommunikationsovedad o = 1 ist, dannist die Berechnungsdaue gegeben
durch

3s—1 falls P=2

T("’P):{ (2s+1)P—5 fals p>3 SZstlP—4.

BEwEIS. Wir betrachterzundchsdenFall P = 2. In diesemFall bestehfede Phaseaus
zwei Stufen. Mit Ausnahmeder erstenPhaseerfordertdie erste Stufe von einemder beiden
ProzessoreiProzessoA) eine Empfangsopeation. Desweiterenist in jedemFall eine Sende-
operationnotwendig. Die zweite Stufe erfordertjeweils von demandererProzessofProzessor
B) eineEmpfangsoper&n. Falls weiterePhaseriolgen,kannProzessoA gleichzeitigeineSen-
deoperatiordurchfiihren.Insgesamtragenalsoin der erstenPhasezwei undin allenweiteren
Phaserdrei Kommunikationseperdionen zur Laufzeitbei.

FurdenFall P > 2 erfolgtderBeweisdurchinduktionnachs. Firs = 3 ist die Behauptung
wegen Lemma3.3.12richtig, daT'(n, P) = TP —5 = (2-3+4+ 1) P — 5. Esseinunk €
{1,...,P —2}unds > 3.

FALL 1. s gerade.Dalili)LP_1 > liljl})j_l, kommtesanderrechtenGrenzein denStufen
0,...,k zukeinenWartezeiterbei Prozessok. Bevor Prozessok denlinken Eintragauf Stufe

k berechnethater 2 Kommunikatimsoperatonenmehrdurchgefiihrials Prozessok — 1 in den

Stufeno,. ..,k — 1. Dahergilt 151‘2 > lEl‘A_ff Der linke Knotenin Stufek von Prozessok kann
alsoohneWartezeitberechnetverden.In denStufenk 4+ 1,..., P — 1 fihrendie Prozessoreh
undk — 1 die gleicheAnzahlanKommunikationa aus.Eskommtalsoauchin diesenStufenzu
keinenWartezeitermehr

FALL 2. s ungeradeWegenrg'O) = lik_)l pop+1> ri':l}j_l konnendie erstenP — k — 1
Stufenohne Wartezeitervon Prozessol: berechnetverden. Am Endevon Stufe P — k — 2
gilt li’f})_k,_Qzli'f;iL_Q. Somitkanndie Stufe P — k — 1 ebenélls ohneWartezeitberechnet

werden.Daderlinke Knotenvon dieserStufeeineSendeundeineEmpfangsoperigon erfordert,
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vemgroertsich der Zeitunterschiedan der rechtenGrenzeum eine weitereZeiteinheit,so dass
auchaufdenrestlichenStufenkeineWartezeitermehrentstehen.

Somitist gezeigt,dassesbeidenProzessoren, . . . , P — 2 zu keinenWartezeitenn Phases
kommt. DaProzessot die 3. Phasealsletzterbeendetbeendetrfolglich die folgendenPhasen
alsletzter Er beendebei der BerechnungeinerPyramideder Tiefe s — 1 denletztenKnotens
in Phases — 1 nachl.V. zum Zeitpunkt(2s — 1) P — 5. Bei einerPyramideder Tiefe s endet
die BearbeitungliesesKnotenseineZeiteinheitspéater da einezusatzliche&Kommunikationzum
Prozesso#, falls s geraddst, bzw zumProzessog, falls s ungeradast, durchgefuhrwird. Es
folgenweitere2 P — 1 Kommunikatimsogeratonen sodassl'(n, P) = (2s — 1) P — 5+ 1+
2P —-1=(2s+1)P —5. O

THEOREM 3.3.14 Esseis, P € INmits > 3 undessein = s P. Essei

% ((s24+2)P+s—2) t falls sgerade
5 (s+1)P+s—1)t falls sungerade
Fur denMakespanT'(n, P) einer mit Pie-Mappingund EbenenplanungrganisiertenBerech-
nungeinerPyramideder Hohen auf P Prozessan gilt
Teac(n, P)+ (sP—1)o+(P—-1)L
< T(n,P) <

Teac(n, P)+ ((2s+1)P—4) o+ (sP—-1)L .

BeweEls. DieuntereSchrank folgt ausderTatsachegasgederProzessomindestens P—1
Kommunikatiosopeationen durchfiihrtund dassmindestenglie Latenzzeitenin denerstenP
StufenentstehenDie obereSchranke folgt ausdenLemmata3.3.1und3.3.13. d

Tcalc("« P) =

FUrdenOverheaderhaltenwir beiungeradens
To(n, P) < % (P2~ P)t+ (((2s+1)P?—4P)) o+ (sP*~P) L .

Durch die Ebenenplanungvird somit der EinflussdesKommunikatiosoverheads auf den Ge-
samt@erheadum denFaktor s im Vergleich zum Pipelining-und ZS-Mappingverringert. Eine
weitere EigenschaftdiesesVerfahrensist, dasssich die Anzahl der Knoten, die ein Prozessor
zwischenzwei Kommunikationa verarbeiterkann,in jeder Phaseum einserhdht. Nach etwa
L/t Phaserbetragtder Rechenaufanddie Grof3enordnunger Latenzzeitso dasssie durchdie
Rechnungersteckiverdenkann.Die Grenze abderdie Latenzzeitversteckiwerdenkann,kann
jedochnochverkleinertwerden,wennmandie Anzahlder Knoten, die zwischenzwei Kommu-
nikationsschritte berechnetverden erhdht.Beispielsweis&tnnenwir die Abarbeitungsreihe
folge so verédnderndassinnerhalbder Zonennicht strikt von rechtsnachlinks, sondernauch
in die Tiefe gerechnetvird. Im nachstembschnittbetrachterwir eine Reihenfolgedie diesen
Ansatzverfolgt.

3.3.5. Blockplanung. BeiderBlodckplanungwerdendie Zonenin Bldcke unterteilt,die nach-
einanderberechnetwerden. Abbildung 3.3.9 zeigt eine Blockplanungfir 4 Prozessoremnd
s = 9. Alle Definitionenund Satzein diesemAbschnittbeziehersich auf diesegedrehtd~orm
der Pyramidendarstieing, bei derdie Knotenin einemkartesischeniKoordinatensysim dage-
stellt werden.Die Indizierungder Knotenandertsich dabeinicht. WennmaneinenProzessok
mit 0 < k& < P — 1 betrachtetkannmansichdie Konstruktionder s Blocke in derZonevon Pro-
zessolk: wie folgt vorstellen.Jedesvaagerecht&tuckderunterenZonengrenzéildetdie untere

3. Planungserfahre flir die Pyramide
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ABBILDUNG 3.3.9. BeiderBlockplanungwerdendie ZonendesPie-Mapping
Schemasn Blocke eingeteilt,die nacheinandeberechnetverden. Die hier ge-
zeigteAbbildungentsprichieinerum135° gedrehteriPyramide Die schrafierten
Bereichesind die ungeradernund die grauenBereichedie geraderBlocke. Die
Pfeile gebendie Auswertrichtuig der KnoteninnerhalbderBlocke an.

Kante einesBlocks mit gerademndex und jedessenkrechtestiickder oberenZonengrenzelie
linke KanteeinesBlocks mit ungeradenindex.

Im Folgendenbetrachterwir die Blockplanungeiner Pyramideder Hohen = s P auf P
Prozessoren.

DEFINITION 3.3.15 Esseik € {0,...,P — 1} ein ProzessorBei derBlockplanungeiner
Pyramideder Hohe s P wird die Zonevon Prozessof: in s Blocke (1, k),. .., (s, k) eingeteilt.
Wir nenneneinenBlock (i, k) gerade falls i geradeist, und sonstungerade Ein Block ist
unvollstandig wenner von der Pyramidengreregeschnitterwird. Mit #(i, k) bezeichnerwir
die AnzahlderKnotenim Block (i, k). Die Blocke sindwie folgt definiert.

Blockindex i Unterelinke Ecke Breite Hohe
T | Y

gerade (i —1)(P —k) ki 2(P —Fk) i

ungerade i(P—k—1) |(i—=1)(k+1) i 2(k+1)

Die Knotenin denungeraderBlécken werdenzeilenweisevon links nachrechtsund die in
dengeraderBlécken spaltenweis&on untennachobenberechnet.

Um die WirkungsweisaliesesVerfahrenszu verstehenbetrachterwir die Bearbeitungeines
vollstandigengeradenBlockes (i, k) mit & > 0. Die einzigenKnoten, die auf Dateneines
andererProzessorangaviesensind,sinddiein deruntererZeile desBlocks. Dadie Bearbeitung
geraderBlocke spaltenweisezorgenommerwird, und jede Spalte: Eintrdgehat, kdnnensomit
i Eintrdgezwischenzwei Empfangsopratonenvorgenommenwerden. Der Produzentdieser
Datenist Prozessok — 1. Ein Teil dieserDatenentstehtdurchdie Berechnunginesungeraden
Blocks, und (eventuell) ein andererTeil durch die BerechnungeinesgeradenBlocks gleicher
Hohe.DaderungeraddBlock zeilenweiséberechnetvurde,wurdendie zu Gibermittelnderaten
unmittelbamacheinandegeneriert.Somitdriften die Zeitpunkte zu denendie Datenverschickt,
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unddie, zu denensie bendétigtwerden,immerweiterauseinandetWahrendder Bearbeitungder
Daten,die von demgeraderBlock stammenbleibt die Zeitdifferenzkonstant.

AllerdingssetztsichdieseTendenaichtbis zum SchlussderRechnundort. DagegenEnde
die Blocke nicht mehrvollstandigsind, schrumpftdie ZeitdifferenzzwischenSenderund Emp-
fangenwiederzusammenUm dieserEffekt analysiererzu kdnnenjst einegenauerdnalyseder
Schnittmustenotwendig.Zunachsfragenwir unsnacheinemKriterium, mit demwir beurteilen
kdnnen,ob ein Block vollstéandigist, odernicht.

LEMMA 3.3.16 Esseik € {0....,P — 1} ein Prozessor Ein gerader Blo (i, k) ist
vollstéandig genaudannwenn

- P+1
Ein ungeraderBlodk (i, k) ist vollstandig genaudannwenn

c-DP+k+1

3

sP—Fk
1 < .
- P+1

BEwEIs. DerobererechteEndpunkt(z, y) einesBlockes(i, k) ist gegebendurch

Blockindex i | x y
gerade (i+1)(P—Fk)—1 i(k+1)—1
ungerade i(P—Fk)—1 (i+1)(k+1) -1

Ein Punkt(zx, y) ist genaudanninnerhalbder Pyramide,wenner zu einer Ebeneausder
Menge{0,...,s P — 1} gehdrt. Also genaudann,wennz + y < P s — 1. Wir erhaltendie
BehauptunglesLemmaswennwir dieseBeziehungauf die Eckpunkteanwenden. O

LEmMMA 3.3.17 Falls ein Blodk (i, k) mit¢ > 1 vollstandigist, dannist auch der Blodk
(1 — 1, k) vollstdndig Umgekehrt gilt, falls ein Blodk (z, k) mit: < s unvollstéandigist, dannist
auc derBlodk (i + 1, k) urvollstandig

BEWEIS. Essei(i. k) einvollstandigergeradeBlock mit i > 1. Danngilt

. (s—1H)P+k+1 ) sP—2P+k sP-—k
1 < =:1—1< <
P+1 rP+1 P+1
Die restlichenBeziehungerassensich ebenélls mit Hilfe von Lemma3.3.16einfachherleiten.

O

Ein Schnittdurch einenBlock schneidefeweils zwei seinerSeiten. Je nachdemwelche
Seitengeschnitterwerden,unterscheidenvir verschiedené&chnittmuster Hierflr bezeichnen
wir die SeiteneinesBlockesmit denBuchstaberD, U, RundL (fur die obere,untere Jlinke und
die rechteSeite). Um eine eindeutigeKlassifizierungder Schnittezu erhalten,ordnenwir den
rechtenunterenEckpunktder rechtenKanteund denoberenlinken Eckpunktder oberenKante
zu. Ein Schnitt,der zuerstdie obereSeiteund danndie rechteSeiteschneidetbezeichnemwir
dementsprechenmals OR-Schnitt. Da der Schnittvon obenlinks nachuntenrechtsverlauft, sind
die moéglichenSchnittmustelOR LR, LU und OU. Die folgendenbeidenLemmatasetzenden
VerlaufdesSchnittesund die Lagesawie die GroRedesBlockesin Verbindung.
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ABBILDUNG 3.3.10. Berechnungler AnzahlderKnotenin einemurvollstan-
digenBlock (Beweisvon Lemma3.3.19).

LEMMA 3.3.18 Essei(i. k) ein urvollstandigr Blod der Breite b und der Héheh. Die
Position der unteen linken Edce sei(x, y). Esseic :== Ps —b+ 1 — (z + y). Danngelten
folgendeAquivalenzen.

Blokindex : gerade ungerade
;o D) PHE [ - s Ptk+l
c>1 & | < T2 i < A
b—h+e>1 e |i< IR <Pkl
BEweEls. Die AussagerolgendirektausderDefinition 3.3.15derBlockplanung. O

LEmMMA 3.3.19 Gayebenseiein unvollstandigerBlod der Breite b und der Héhe h. Die
Position der unteen linken Ecke sei (z, y). Esseic := Ps —b+ 1 — (x + y). Dannwird
die rethte Kante genaudann gestinittenwennc > 1 gilt. Die obee Kante wird genaudann
gesdinittenwennb — h + ¢ > 1 gilt. Fur die Anzahlder Elementém Blodk gilt:

| c>1 | c<1
b—h+c>1 hb—%(h—c)(h,—c+1) h(b—h+c—1)+%h(h+1)
b—h+c<l1 be+3b(b—1) T(b+e)(b+ec—1)

BeEwels. Die AnzahlderKnoten,die aufderuntererKanteoderaufderrechterKanteliegen
undnochinnerhalbder Pyramidesind,ist gegebendurchd := P s — (x + y). Esseinunc > 1.
Dannistd > b unddeswgenwird die untereKantenichtgeschnittenln diesemFall bezeichnet
die AnzahlderKnotenaufderrechterKante,die nochzur PyramidegehérenFallsb —h+¢ > 1
gilt, istd > h, waswiederumimpliziert, dassdie rechteKantenicht geschnitterwird. Fernerist
in diesemFall b — h + ¢ geradegleichder AnzahlderKnotenauf deroberenKante,die nochzur
Pyramidegehdren.

Die AnzahlderElementen demBlock emibt sichdamitgemafAbbildung3.3.10. O

Mit Hilfe von Lemma3.3.18und 3.3.19kdnnenwir nundie Schnittformeinesurvollstandi-
genBlocksbestimmenTabelle3.3.1zeigteineZusammerdssungder moglichenSchnittmuster
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TABELLE 3.3.1. SchnittmusteeinesurvollstandigerBlocks (i, k). Die einge-
klammerterMusterkommennachdenAussagervon Lemma3.3.20flr ungera-

dess nichtvor.

igerade | < L=lPHh |y (ol Prk
: s+1) P—k
7 AN BT
Uy o LR (LU)
iungerade | i < SR | > s bR
i < sP}k—l OR ouU
i>25=1 R LU

EskdnnendurchausmehrereBlocke in einerZoneurvollstandigsein. Beispielsweisdiegen
in demin Abbildung3.3.9gezeigterBlockplanungdie folgendenSchnittmustewor.

Prozesso Block
k (6, k) | (7, k) \ (8, k) | (9, k)
0 vollst. | vollst. | OR LU
1 vollst.| OR LR LU
2 vollst. | OR LR LU
3 vollst. | OR LR LU

Allerdings sind nicht alle Kombinationervon Schnittmusterrmaéglich. Im Folgendenbe-
trachtenwir die mdglichenMusterlombiratioren flir ungerades genauer

LEMMA 3.3.20 Esseis ungeradeundesseik € {0,...,P — 1} ein Prozessor Es sei
(1%, k) derersteurvollstandig Blodk in derZonevonProzessok, undessei(i. k) einbeliebiger
unvollstandiger Blodk mit: < s. Danngeltendie folgendenAussaen.

(1) Falls i geradeist, wird derBlodk (7, &) in der Form ORoderLR gesdnitten. Sonswird
er in der Form ORoder OU gesdnitten.
(2) DerBlo (i, k) wird genaudannin der Form LR gestnitten,falls ;. geradeist und
(s+1)P—-Fk+1

Uk

P+1
(3) Falls 73, ungeradeist, wird der Blod (i, k) genaudannin der Form OU gesdnitten,
wenn
. _sP+k+2
T TP

(4) Falls: geradeistund: > ¢, gilt, wird der Blodk (¢, k) in der Form LR gesdnitten.

(5) Falls: ungeradeistunds > ¢ > i, gilt, wird der Blodk (7, k) in der Form OU gesdnit-
ten.

(6) DerBlo (s, k) wird, falls s > k + 1 gilt, in in der Form LU undsonstin der Form LR
gesdnitten Im letzteenFall ist (s, k) dereinzige urvollstandigeBlodck in der Zone
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Bewels. (1): Dadie Pyramidengrerenur senkrechté\bschnittederZonengrenzeschnei-
det, konnenper Konstruktionder Blockplanungkeine unterenKantenvon geraderBlocken und
keinelinken KantenvonungeraderBlécken (i, k) mit i < s geschnitterwerden.

(2) DerBlock (i, k) wird gemafTabelle3.3.1genaudannin derForm LR geschnittenwenn
ir > ((s+1)P—Fk)/(P +1) gilt. DaderBlock (i, — 1, k) nachVoraussetzungollstéandigist,
gilt
sP—Fk o (s+1)P—k+1
Prl unddamit ¢, < P
DerBlock (i, k) wird folglich genaudannin derForm LR geschnittenwenn:;, = ((s+1) P —
E+1)/(P+1).

(3) DerBlock (i, k) wird genaudannin der Form OU geschnittenwenni;, > (s P + k +
1)/(P 4+ 1) > 1 gilt. Nun folgt wiederumdie Behauptungausder Tatsachedasswegender
Vollstéandigleit von Block (i, — 1, k) gleichzeitigi;, < (s P+ k + 2)/(P + 1) qilt.

(4) Essei(i, k) eingeradewrvollstandigemBlock mit ¢, < :. Dannist derBlock (i — 1, k)
einungeradeurvollstandigeBlock undsomitgilt

. Ps—Fk _(s+1)P—-k+1 (s+1)P—k
A P+1 P+1

(5) Nunsei (i, k) einungeradeunvollstandigeBlock mit i, < ¢ < s. In diesemFall ist der

Block (i — 1, k) eingeradewunvollstandigeBlock, undsomit

i—1> (s—1)P+k+1 :>’,>.9P+L-_|_2>5p_|_],._|_1

(6) Das > ==L gilt, wird stetsdie linke Seitevon Block (s, k) geschnittenDie zweite
Schnittseiteergibt sichaus

in—1<

sP+k+1
I L — s < k41 .
s < il & s< k+
Falls die rechteSeitedesletztenBlocks geschnitterwird, ist dervorletzteBlock vollsténdig,da
, . . . 9 . .
‘< sP+Ek+1 o os< sP+Ek+2 o s 1< (s—1)P+k+1
- P41 - P+1 - P+1

O

Wennwir die jeweils erstenurvollstandigenBlocke in denZonenbetrachtengmgebensich
weitereEigenschafteisonvohl derindizesalsauchder Schnittmuster

LEMMA 3.3.21 Esseis ungeradeundesseii;, derIndex deserstenunvollstandign Blodks
in der Zonek. EsgeltenfolgendeEigensthaften.
(1) Esseik > 0. Falls i;, geradeist, dannisti;_; = 7, undderBlock (i;,_;, k — 1) wird
in der Form OR gesanitten.
(2) Essei0 < k < P — 1. Falls iy, geradeist, danngilt iy, — 1 < ipyq <ij + 1.
(a) Falls ix+1 = i, — 1, dannwird der Blo& (i, k) in der Form LR und der Blodk
(t+1, £+ 1) in der Form OR gesdnitten.
(b) Falls i1 = i + 1, dannwird der Blod (i, k) in der Form OR und der Blodk
(ik+1, k + 1) in der Form OU gesdnitten.
(3) Essei0 < k < P — 1. Falls i} ungeradeist, dannist i;,; = ¢; und der Blodk
(ig+1, k + 1) wird in der Form OR gesdnitten.
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BEWEIS. (1.) Esseik > 0 undesseii, gerade. Da SL=h=l < 2=k <y gilt, st

derBlock (i, k — 1) urvollstdndig(Lemma3.3.16). Block (i, — 1, k¥ — 1) ist vollstandig,da
ir—1< Slir_l"’ < SP;(ff”. WegenLemma3.3.17sindauchalle Blocke (5, k—1) mit j < i,—1
vollstandigundesgilt 7;,_1 = 7.

Fallsi;, = 1 gilt, wird derBlock (i1, k¥ — 1) in der Form OR geschnittendai; = 1 <

LD Pok=1) - sonstist derBlock (i, — 1. k) volistandig,undesgilt i, — 1 < 2%, woraus
wiederumiy, < LU foigt,

(2.) Essei0 < k < P — 1 undessei; gerade.Zunéchstist zu zeigen,dassder Block
(ix. — 2, k + 1) vollstandigist fallsi;, > 2. Esseialsoi; > 2. Da(i; — 1, k) vollstandigist, gilt
ir—1< 515;1"’ unddamitauchi, — 2 < (Sfll)jikfl < (Sfl)ljfﬁ’*l)“. Die Unvollstandigkeit
desBlocks (i + 1, k + 1) fur ¢;, < s folgt aufahnlicheWeisedirekt ausder Tatsachedassder
Block (i, k) urvollstandigist.

(2a.) DaderBlock (i — 1, k + 1) urvollstandigundder Block (i, — 1, k) vollstéandigist,
gilt

sP—Fk—-1 . sP—Fk
— << —1<
P+1 P+1
(s+1)P—Fk <in< (s+1)P—-Fk+1
P+1 P+1

WegenderGanzzahligkit von iy, folgt hierausdirekti, = (P (s+ 1) —k+1)/(P +1). Wegen
Lemma3.3.20(2)wird derBlock (i, k) alsoin derForm LR geschnittenAus

sP—k sP+(k+1)+1

P+l P+l

ik—i-l:ik_l:

folgt, dassderBlock (i1, k + 1) in derForm OR geschnitterwird.
(2b) DaderBlock (ir, k + 1) volistandigist, gilt i), < *£<F4442 Wegen0 < k < P —2
gilt —P + k + 2 < P — k unddesweeni;, < *E==2 . DerBlock (i, k) wird alsoin derForm

OR geschnittenWegenderUnvollstandigkit desBlocks(iy,, k) gilt i, > % unddamit

ir +1> 2EEEEUEL DerBlock (if, + 1, k + 1) wird somitin der Form OU geschnitten.

(3.) Die Volistéandigleit von Block (i, — 1, k + 1) folgt ausder Vollstandigleit von Block
(ix — 1, k) unddie Unvollstandigkeitvon Block (i, & + 1) folgt ausder Unvollstandigleit von
Block (ix. k). Fallsi, = 1, gilt i;, < *LHE2 Sonstfolgt dieseUngleichungdirekt ausder
Vollstandiglkeit desBlockes (i, — 1, k). Der Block (i, ¥ + 1) wird folglich in der Form OR
geschnitten. O

Die Lemmata3.3.20und 3.3.21reduzierendie moglichenSchnittmusteauf die beidenin
Abbildung 3.3.11dagestelltenSzenarien. Die in Abbildung 3.3.9 daigestellteBlockplanung
entsprichtdemnactSzenarial.

Um dasLaufzeitverhalten derBlockplanungzu analysierendefinierenwir analogzu Defini-
tion 3.3.9eine Akkumulationsnatrix. Allerdingsbeziehersichdie Eintragein diesemFall nicht
aufdie EbenerderPyramide sonderrauf die Blocke.
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Szenario 1 Szenario 2

s-oond N NNy 4o N NN
s-oor NN~ Ls3-oo NN
:-goo N Nx- x-ooigN NN
rcooo NN fr.oooNnN NN
o-ooo o g NN- -onNN NN
ABBILDUNG 3.3.11. Die mdglichenSchnittmustefassersichje nachdempb
der Fall (2a) oder(2b) von Lemma3.3.21eintritt, in zwei Szenariereinteilen.

Damgestelltsindjeweils 7 aufeinanderfolgndeBlocke und derenSchnittformen.
Der ersteBlock ist jeweils ein ungeradeBlock.

Prozessor
Prozessor

o

DEFINITION 3.3.22 Die Akkumulationsmtrix A(P, s) = (ar,;) ;. _

finiert durch
api=P—k—1+Y 4(j. k) .
j=1

Die Akkumulatiorsmatix kannfur konkreteWertevon P unds mittelsderDefinition 3.3.15
unddurchAusnutzender Aussagervon Lemma3.3.16und 3.3.19berechnetverden.Wir inter
essiererunsjedochfir geschlosseneormelnfir die EintragedieserMatrix. Um dieseangeben
zukonnenbetrachterwir die verschiedeneSchnittmusteeinzeln.

LEMMA 3.3.23 Essei(i, k) einvollstandigr Blok undessei A(P, k) = (ay ;) die AKku-
mulationsmatrix Danngilt

P (P+1)i?+(P—Fk)i+P—k—1 falls igerade
ki = LP+1) (> + 1)+ (k+1)i—1 falls iungrade

Bewels. Summierungiberdie BlockgroRergeradetundungeradeBldcke. O

Auf ahnlicheWeisekdnnenwir auchgeschlosseneormelnfir unvollstandigeBlocke (¢, k)
angebenWir musserdabeiunterscheidergb derersteurvollstandigeBlock (i, k) geradeoder
ungeradast, in welcherForm er geschnitterwird, und obi geradeoderungeradest. Insgesamt
sindsomit8 Félle zu unterscheidenin jedemdieserFalle seiderWert von a;;, durcheineFunk-
tion a“!®M) (i, k) mita, v € {g, u} unds € {OR, OU, LR, LU} gegeben Hierbeibeziehtsich
« aufdenBlock (i, k) (g fur geradeundu fir ungerade) 3 auf dasSchnittmustewvon Block
(ik, k) und~ aufdenBlock (i, k). Betrachterwir zumBeispieldenFall, dassderBlock (iy., k)
geradeist undin der Form LR geschnitterwird. Danngilt fur jedengeraderBlock (i, k) mit
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ABBILDUNG 3.3.12. Die AbarbeitungeinesBlocks verlauft blockierungsfrei,
wennalle Blocke ohneWartezeitbegonnerwerdenkénnen.

i <1< s,

ap; = a 9RO iy, i) = (

SR

p4

. , ; 1 .
ii—(lf+1)ik+(2+i)k—zt—;ﬂ) P?

o 0 3., 1. . .
+ ((2—1;0—23)k+2f,—+—(5—;)zk+;(1—22)+15—+—2)P

. L., . .
+ (1;,7—2)s+§(2f.—1k+2)—1 .

Im Folgendenbetrachterwir denFall, dassalle Knotendie Berechnungszeit habenund
die Kommunikatonskosén vernachlassigiverdenkonnen.Wir zeigen,dassder Eintragay. ; der
Akkumulationsnatrix die Zeitist, zuderdie BerechnunglesBock (i, k) vonProzessok beendet
wird. Die Blockplanungftihrt somitin dieserSituationzu der gleichenBerechnungszeivie die
EbenenplanungJm dieseszu beweisenmissernwir sicherstellendasskein Prozessowahrend
derBerechnunguf ein Ergebniswartenmuss.Wir nutzenhierfur die folgendeEigenschafaus.

LEMMA 3.3.24 Falls bei der Blodkplanungjeder Blodk (i, k) miti > 1 ohneWartezeit
begonnenwerden kann, dann braudt kein Prozessorauf Daten zu warten, sobald er mit der
BeredinungdeserstenBlodcks begonnenhat.

BEwEIS. Wir betrachterzundchsnur geradeBlocke. Der Beweis verlauftdurchinduktion
nachk. WennProzesso6 einengeraderBlock ohneWartezeitbeginnenkann,dannkannerihn
auchohneVerzégerungu Enderechnendadie Berechnung/on keinenDatenabhéngtdie von
andererProzessoreproduziertwerden.

Nun betrachterwir einengeradenBlock (i, k) einesProzessorsg > 0 (vgl. Abbildung
3.3.12). DerBlock (i — 1, k — 1) hatdie Breitei — 1. Der ersteKnotenin derobersterZeile
diesesBlockswird friih genugberechnetdaderBlock (i, k) ohneWartezeitbegonnenwerden
kann.Dadie Berechnunglerletzten: — 2 Knotenin dieserZeile nurnochvonbereitsberechneten
Datenabhangtkdnnensie ebenélls friih genugzur Verfiigunggestelltwerden. Falls der Block
(i, k) mehrals: — 1 Spalterhat,bendétigerdie letztenm := 2 (P — k) — (i — 1) SpaltenDaten
vonBlock (i, k —1). DerBlock (i, k — 1) wird nachinduktionswraussézung ohneWartezeiten
berechnetWir unterscheiderwei Falle.

FaLL 1. Der Block (i, k) ist vollstandig. Da er die gleicheHO6he wie der Block (i, k —

1) hat,und die i — 1-te Spaltevon Block (i, k) nicht vor der erstenSpaltevon Block (i, k —
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1) begonnenwerdenkann, werdendie restlichenm Spaltenvon Block (i, k) ebenélls ohne
Wartezeitberechnefvgl. Abbildung3.3.12(a)).

FaLL 2. DerBlock (i, k) isturnvollstandig.GeméafAbbildung3.3.12(b)sei A die Mengeder
Knotenin denersten —1 SpaltenvonBlock (i, k) und B die MengederKnotenin denrestlichen
Spalten.Fernersei A’ die MengederKnotenin derobersteriZeile von Block (i — 1, £ — 1) und
B’ seidie MengederKnotenin denerstenn SpaltervonBlock (i, k —1). Esseig die Hoheder
letztenSpaltevon Block (i, k). PerKonstruktiongilt g > 2.

Angenommeneslageein LR Schnittvon Block (i, k) vor. Dannhatdie ersteSpaltedes
Blocksg + 2(P — k) — 1 Knoten. Dam > 0 gilt, folgt 2(P — k) > ¢ — 1. Diesesimpliziert
wiederumdasdie ersteSpaltedesBlocksmehrals: KnotenhabermmusstewasperKonstruktion
nicht méglichist (Definition 3.3.15).Somitimpliziert m > 0 einenOR-Schnitt.

Esseinunt 4 die Zeit, zu derderersteKnotenvon A’ berechneist, ¢ 4 die Berechnungszeit
desersterKnotensvon A, ¢ g seidie ZeitzuderderletzteKnotenderMengeB’ berechneist und
t g seidie BerechnungszedesersterKnotensin derletztenSpaltederMengeB (vgl. Abbildung
3.3.12(b)). Die ZeitdifferenzAt := t4 — t 4 ist nachVoraussetzungositv. Somitgilt t5 >
ta+ At+|A|+|B|—g+1. Fernemilt perinduktionswrausetzingt g = t o +|A'|+|B'| — 1.
Die Zeitdifferenzzwischender BerechnunginesDatumsdurchProzessok — 1 undderseiner
BenutzungdurchProzessof: verringertsichwahrendderBerechnunglerletztenm Spalten.Da
siein derletztenSpaltevon Block (¢, k) einlokalesMinimum annimmt,reichtes,tp > tp/ zu
zeigen.DieseZeitdifferenzlésstsichwie folgt abschétzen:

tg—tp > At+|A|+|Bl—g—-(|A|+|B|)+2
> |A|+|B|—g— (|4 +|B']) +2

1
= ?—5i+2ig—g*+4=:f(i, g) .

Esseiig(g) := —g+5/2+1/2 \/8g% — 20g + 9. Dannist f(i, g) > 0 furallei,g € INmitg > 2
undi > ig(g). Wie manleichtnachrechnegilt ¢ > iy(g). WegendesOR-Schnittgilt : > ¢ und
daherinsbesonderé > iy(g) und f(i, g) > 0. Somitistalsoin derTatdie Zeitdifferenzig — ¢ g/
positv unddie BerechnunglesBlocks(z, k) blockierungsfrei.

Der Beweisfir die ungerademldcke erfolgt analogdurchinduktionnachP — k. Falls hier
der Block (i, k) urnvollstandigist, liegt entwederein LR- oder ein OR-Schnittvor. Im ersten
Fall gilt wegenLemma3.3.20,; = s. Wennwir die MengenA, B, A’ und B’ sawie die Zeiten

ta, tg, t4 undt g analogdefinierenerhalterwir bei einemLR-Schnittdie Aussage

w

1.
fB—fB/Z—.S‘Z—;S-{—lZO .

8]

Bei einemOR-Schnitterhalterwir wie beidengeraderBlockentp — tg > f(i, g) > 0, wobei
g die LangederletztenZeile in Block (z, k) darstellt. d

Wennwir die Kommunikationkostenvernachlassigerhabenwir somit zwei Bedingungen
nachzuweisen.

(1) Fir alle geraderBlocke (i, k): Der ersteKnotenin derletztenZeile desBlocks (i —
1, k — 1) ist berechnetbevor derersteKnotendesBlocks (i, k) berechnewerdensoll.
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(2) Fur alle ungeraderBlécke (i, k): Der ersteKnotenin der letzten SpaltedesBlocks
(1 — 1, k+ 1) istberechnetbevor derersteKnotendesBlocks (i, k) berechnetverden
soll.

DErINITION 3.3.25 Essei (¢, k) ein Block derBreiteb und der Hoheh. Die Positiondes
unterenlinkenKnotensseigegebendurch(z, y) undesseic := Ps—b+1 — (2 + y). Dannsei

2(P—k)—1)i+1 falls

(i, k) geradeundvollstandig
fi, k) —c+1 falls (
(
(

k) geradeundunvollstandig

k) ungeradaindvollststandig
k)
(

/. _ f 1.7

fi, k) —=b+h—c+1 falls

17
1, k) ungeradeundurvollstandig
LEMMA 3.3.26 Esseil <i < s. EingeraderBlod (i, k) enthalt((i, k) — 1 Knotenin den
ersten2 (P — k) — 1 Spalten Ein ungeraderBlod (i, k) enthélt((i, k) — 1 Knotenin denersten
2(k+1)—1Zeilen.
THEOREM 3.3.27 Esseis > 3 ungerade Essei A(P, s) = (ay ;) die Akkumulationsatrix
undessei(i, k) einBlodk mit: > 1. Falls i geradeistund0 < k < P — 1, danngilt

(api—1 +1) = (ap—r e+ (i =1, k1)) =

2i—2>0 falls (i — 1, k — 1) vollst und(i — 1, k) vollst
26=2) PR BZREPHL 5 falls (i — 1, k — 1) vollst und (i — 1, k) unvollst

2((s—i+1)P+1—k))—1>0 sonst
Falls i ungeradeistund0 < k£ < P — 1, danngilt

(api—1+1) = (apgri2 + (i =1, k+1)) =
2i—1>0 falls (i — 1, k + 1) vollst und (i — 1, k) vollst

w >0 falls (i — 1, k + 1) vollst und (i — 1, k) urvollst

2((s—1)P+24+k))—1>0 sonst

BeweEls. FurdenBeweis sind die sich ausLemma3.3.21emgebenderkKombinatione von
SchnittmusterzweierbenachbartdProzessorenubertcksichtigenEsseialso(:, k) eingerader
Blockmit: > 1und0 < k< P —1.

FaLL 1. DerBlock (i — 1, k — 1) istvollstandig. Furi > 2 ist geméaRLemma3.3.17dann
auchderBlock (i — 2, k — 1) vollstéandig.Der Block (i — 1, k) kdnntejedochurvollstéandigsein.

FaLL 1.1. DerBlock (i — 1, k) ist vollstéandig. In diesemFall sind die Wertea;_; ; und
a; 9 1 durchLemma3.3.23gegeben Esgilt:

PN (kL)1)

i1, k41+1

(P+1)(i—22+ P -k+1)(i-2)+P—k+2k—1)(i-1)+1] = 2i-2.

N | —

A 0(i—1, k—1)

FaLL 1.2. DerBlock (i — 1. k) ist unvollstandig. Hier wird gemaRLemma3.3.21(2a)der
Block (i —1, k) in derForm ORundderBlock (i, £ —1) in derForm LR geschnittenWir haben
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alsodenfolgendenAusdruckzu betrachten.
aMORW (L 1 i — 1)+ 1= (apgrio+ (-1, k+1)) =

(—%(s2+i2+1)+(i—1)s+i> p?

1 ‘
5

[\’)lr—‘

(3i—s—1) (k+zf)s+(1—i)k—172) P

(3.3.1) 5i—i2—k k) —ki—2 .

Wegen3.3.20(2)gilt

P(s+1)—Fk+2
P+1
Die BehauptunglesTheromsfolgt durchEinsetzenvon (3.3.2)in (3.3.1).

FaLL 2. DerBlock (i — 1, £ — 1) ist unvollstdndig. WegenLemma3.3.21(3)ist dannauch
derBlock (i — 1, k) urvollstandig.Jenachdenob derersteunvollstandigeBlock von Prozessor
k — 1 geradenderungeradast, unterscheidewir die folgendenFélle.

FaLL 2.1. Der ersteunvolistandigeBlock von Prozessofk — 1 ist gerade.WegenLemma
3.3.21(2)ilt danni;,_1 —1 < i3, < 1;_1+1, undfolglich sinddreiweitereFallezuunterscheiden.

FaLL 2.1.1. 43 = i3, — 1. Hier wird derBlock (i, k) in der Form OR und der Block
(ig—1, k — 1) in derForm LR geschnittenWir betrachteralso

(3.3.2) i= i g =

aORY (i i = 1)+ 1= (ORI — 1 i+ 1, i =2)+ (i =1, k+1)) =

1 L
—;(S—Zk)ZPQ
+ (E(Ss—i-lk) (27k+k)s—iz,—2i—kik+2) P

1
(3.3.3) 5 (i —i%—Zk'ik—l@'2+1)
Gemal3.3.20(2)gilt

) ) Ps—Fk+1

3.34 ir=ip_1—-1=—=
( ) (7% Vp—1 P_|_1

Nun folgt die Behauptung/on Einsetzernvon (3.3.4)in (3.3.3).

FAaLL 2.1.2. i, = i;1. Nunisti; geradeundfolglich wird derBlock (i1, k — 1) wegen
3.3.21(1)in der Form OR geschnitten.Es sind somit die beidenmdglichenSchnittmustedes
Blocks (i, k) zubetrachten.

FaLL 2.1.2.1. DerBlock (i}, k) wird in der Form OR geschnittenHier folgt die Behaup-
tungdirektausder Auswertungvon

Q@IORY (. ) i 1) 41— <a(9|OR‘9>(k g i —2) i —1, k4 1))

Fall 2.1.2.2.Der Block (i, k) wird in derForm LR geschnittenln diesemFall gilt wegen
Lemma3.3.20(2)
P(s+1)—k+1

k= P+1 ’
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unddie Behauptundolgt durchEinsetzerdieserEigenschaftn
ORI (G i — 1)+ 1 — (a(9|Ong)(]{ —1,ip i —=2)+ -1, k+ 1))

FaLL 2.1.3. i}, = i;_1 + 1. Hier werdenwegenLemma3.3.21(2b)die Blocke (ix_1, k —
1) und (ig, k) in denFormenOR beziehungswsi OU geschnittenund esgilt wegenLemma
3.3.20(3)die Beziehung
sP+Ek+2
P+1
Insgesamfolgt die BehauptunglurchEinsetzernvon (3.3.5)in

(3.3.5) =11 +1=

@O g iy i = 1) 41— (aOORI (k1 i~ 1, = 2) + (i — 1, k1))

Fall 2.2. Der ersteunvollstandigeBlock von Prozessok: — 1 ist ungerade WegenLemma
3.3.21(3)gilt in diesemFall 7;, = i;,_; undderBlock (i, k) wird in derForm OR geschnitten.
Wir habemundie beidenmdglichenSchnittformerdesBlocks (i, & — 1) zubetrachten.

FaLL 2.2.1. DerBlock (ix, k — 1) wird ebenélls in der Form OR geschnitten Dannfolgt
die BehauptunglirektdurchAuswertungvon

a(UIORIU)(A,’ i 1) 41— <a(u|OR\g) (k=1 i, i —2)+0(i—1, k+ 1))

FaLL 2.2.2. DerBlock (i, k — 1) wird in der Form OU geschnitten.Es gilt dannwegen
Lemma3.3.20(3)
sP+Ek+1

P+1

I = lp—1 =
womit die Behauptungus
alORY (. i 1) 41— (aw‘OU'g)(k g i = 2) =1, k4 1))

folgt.

Der Beweis desTheoremdir einenungeraderBlock (i, k) erfolgt analog.Hier werdenfir
denFall, dassderBlock (i — 1, k + 1) vollstandigist, die Falle,in denenderBlock (i — 1, k)
vollstandigbzw nichtvollstandigist, unterschiedenfalls derBlock (i — 1, k£ + 1) urvollstéandig
ist, wird die weitereFallunterschalungdanachvorgenommenob derersteurvollstandigeBlock
von Prozessok geradenderungeradest. O

Esseis eineungeradenatirlicheZahl. Eine PyramidederH6he s P werdedurchBlockplanung
auf P Prozessoreabgebildet. Essei A(P, s) = (a;,;) die Akkumulationsnatrix. Wennalle
Knotendie Berechnungszel haberunddie Kommunikatioskostenvernachlassigiverdendann
beendeProzessok denBlock (i, k) zumZeitpunkta, ;. Insbesonderbeenderalle Prozessoren
die letzteEbenezum Zeitpunkt((s> + 1)P + s — 1)/2.

BEwEls. GemaliTheorem3.3.27ist die Blockplanungblockierungsfrei Folglich egeben
sichdie selbenBerechnungszeitewie bei derEbenenplanung O

DabeiderBlockplanungdieselberKommunikationgorgénge auftreterwie beider Ebenen-
planung,wirkt sichder Kommunikatimsowerheadin gleicherWeiseaus. Auf Grunddesanders
verlaufenderkritischenPfadeserhaltenwir einenetwasgeringererKkommunikatonsoerhead
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LEMMA 3.3.28 EinePyramideder Hohen = s P mit s > 3 werde durch Blodkplanungauf
P > 2 Prozessan abgebildet. Wenndie Beredhnungszeisowiedie Latenzzeivernahlassigt
werden und der Kommunikationsovedad o = 1 ist, dannist die Betrechnungsdaue gegeben
durch

T(n, P) =

3 — =2
{ 3s—1 falls P=2 <2sP_1.

2sP—1 falls P>3

Bewels. DerBeweisflur denFall P = 2 erfolgt analogzum Beweis von Lemma3.3.13flr
die EbenenplanungFur P > 3 betrachterwir denVerlaufdeskritischenPfades.In Abbildung
3.3.13ist seinVerlauffur sechsProzessorennd s = 5 daigestellt.

Prozesso? beendetlie BerechnungeinesersterkKnotenszumZeitpunkt2 (P — 2) — 1. Die
restlicherbeidenKnotenin dererstenPhasaindderersteKnotenin derzweitenPhasesrfordern
jeweils 2 Kommunikationa. Folglich kannProzessot denerstenKnotenin derzweitenStufe
von Phase zum Zeitpunkt2 P + 1 bearbeitenNachdiesemZeitpunktentsteherei Prozessor
1 keine weiterenWartezeitermehr Da fur jededer beidenZonengrenzemoch(s — 1) P — 1
Kommunikatioen folgen,erhaltenwir insgesameineBearbeitungszevon

Tn,P)=2P+1+2((s—1)P—-1)=2sP—1 .

THEOREM 3.3.29 Esseis, P € INmits > 3 undessein = s P. Essel

, L((s*+2)P+s—2)t falls sgerade
Tca(n, ) = { ; ((s*+1)P+s—1)t falls sungerade

Fur denMakespan?'(n, P) einermit Pie-Mappingund BlodkplanungorganisierterBerechnung
einerPyramideder Hohen auf P Prozessagn gilt

Teag(n, P)+(sP—-1)o+(P—-1)L
< T(n,P) <

Teag(n, P)+(2sP—-1)o+(sP—-1)L .

BeweEls. DieuntereSchrank folgt ausderTatsachegasgederProzessomindestens P—1
Kommunikatiosopeationen durchfuhrtund dassmindestenglie Latenzzeiterin denerstenP
StufenentstehenDie obereSchrank folgt ausdenLemmata3.3.1und3.3.28. O

Der entscheidend&nterschiedder beiden Abbildungserfahrenwird an Theorem3.3.27
deutlich. Die Zeit, die bei der Blockplanungfiir die Kommunikaton zur Verfigungsteht,steigt,
solangedie Blocke vollstandigsind,an. Wie in Abbildung3.3.5zu sehenist, stehtbei der Ebe-
nenplanungntlangdernachlinks verlaufenderZzonengrenzekeineZeit fur die Kommunikaton
zurVerfigung.An diesenStellenmussesalsozwanglaufigzu Verzégerungekommen.Die Aus-
wirkungendieseNerzégerungesindin demin Abbildung3.3.14(agezeigterAusfliihrungspriil
einerfeingranularerRechnungnit Ebenenplanungdeutlichsichtbar

Abbildung 3.3.14(b)zeigtdie zur Verfiigungstehendé&Kommunikatimszét bei Ebenenund
Blockplanungsawie die sich ausTheorem3.3.27emebendeauntereSchrantke fur die Blockpla-
nung. Mit Ausnahmeder Ebenenjn denendie Boxen nicht vollstandigsind, stehtbeim Block-
mappingmehrZeit fur die Kommunikationzur Verfligungals bei EbenenplanungDer Beitrag
der Latenzzeitzum Gesamteerheadder Berechnungst somit bei der Blockplanunggeringer
Dieseswird durch Abbildung 3.3.14(c)veranschaulidh Es existiert zwar bei beidenVerfahren
eine Pyramidenhtheab der der Einflussder Latenzzeitkonstantist, jedochtritt dieserEffekt

3.3.Abbildungswerfahren
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ABBILDUNG 3.3.13. VerlaufdeskritischenPfadesbei Blockplanungfiir P =
6, s =5, L =1t¢=0undo = 1. Ab einschlie3lichiPhase3 entstehemurchden
Kommunikiorsoserhead nur nochWartezeiterbeidenProzessore und P — 1,
die jedoch(wie bei derEbenenplanung)icht auf demkritischenPfadliegen.
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ABBILDUNG 3.3.14. VemgleichderAbbildungserfalrenfir die Pyramide.
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bei der Blockplanungbereitsbei kleinerenPyramidenhéherin. Abbildung 3.3.14(d)stellt den
minimalenWert flir s, ab demder Einflusskonstantist, fiir beide Verfahrenda. Im Falle der
EbenenplanunpéngtdiesefWert nicht von der Prozessoranzélabundist ungefahrsogrol3wie
die LatenzzeitBei derBlockplanunghéngtdieserWert zwar von der Prozessoranzahb,ist aber
nur etwa halb sogro3wie bei Ebenenplanung

Die Blockplanungstellt einendeterministische\nsatz dar, die durch die Ebenenplanung
erzeugterVerzogerungerzu verhindern. Ein weiterer Ansatzdieseszu tun bestehtdarin, die
Knoteninnerhalbder Zonenin der Reihenfolgezu bearbeitenjn der sie berechenbawerden
(FCFS-Reihenfige).

Abbildung 3.3.14(e)zeigt einenexperimentellenvergleich der in diesemAbschnittbehan-
deltenAbbildungserfahen. DasPie-MappingerlaubtbeiallenAbarbeitungsridenfolgen wegen
desnur linearin der PyramidenhéhansteigendeKommunikatiosaufvands héherekEffizienzen
als dasZS-Mappingund Pipelining. Die FCFS-Reihenfgje ist effizienterals Ebenenplanung,
daWartezeiterdurchdie Bearbeitungoereitsberechenbardfnoten iberbriicktiwerden. Da die
Blockplanungzudemdie Berechnungsrednfdgen der Prozessoreaufeinandeabstimmt flhrt
esvor allembeifeingranulareBerechnungeru hoherereffizienzenals die FCFS-Reiherdlge.

DasDiagrammzeigtzusatzlicheinenEffekt, derbereitsbei derDiskussionrdesZS-Mappings
unddesPipeliningsaufgezeigwurde. Furim Vergleich zur RechenzeigroReKommunikatios-
zeitenist in derTatdasPipeliningeffizienteralsdasZS-Mapping.

3.4. Offene Fragen

Wir habengesehendassder Kommunikatimsadwand reduziertwerdenkann, wenn den
Prozessorezusammenhammde Gebietedes Aufgabengraphezugeviesenwerden. Das Pie-
MappingVerfahrenkanndurchSpieggelungs-und Umkehrungsperdionen direktfur umgelehrte
Pyramidenund fir Diamantenangevendetwerden. Die Anwendungauf den Diamantenwirft
die Frageauf, ob andereAuswertungsreihdolgen bessersind als die, die sichausdem zusam-
mengesetzteRlan einer Pyramideund einerumgelehrtenPyramideergibt. Fernerist eseine
interessantéufgabe denPie-MappingAnsatzsozu verallgemeinerndasser auf Rechteck und
auf héherdimensiona Indexraumeangavendetwerdenkann. Ein Verfahren,dasautomatisch
geeignetésebietszerigungenund Ausfihrungsreianfdgen festlegt, kénnteim Bereichderpar
allelisierenderCompilersinnvoll eingesetziverden.

WahrendderBerechnunglererstenP EbenereinerPyramidetretenzwangslaufigiVartezei-
tenauf. InsbesonderdiesePhas&onntealsodurchredundantd’lanebeschleunigtverden.

Generellstellt sich schlieRlichdie Fragenachder Komplexitat, einenoptimalenPlanfir die
Pyramidezu berechnenWie in Abschnitt3.1 dagelegt, ist in derLiteraturdie Konstruktionvon
Planemit undohneAufgabenduplizieungfur verschieden&raphklassebetrachtetvorden.Es
ist bislangnicht bekannt,ob ein optimaler(redundanterPlanfir die Pyramidein polynomieller
Zeit anggebenwerdenkann. Da die Pyramidedurchihre Hoheeindeutigspezifiziertist, misste
die LaufzeiteinessolchenAlgorithmuspolylogarithmist in der Pyramidenhdhsein.

3. Planungserfahre flir die Pyramide



KAPITEL 4

Planung parallelisierbar er Aufgaben

I n diesemKapitel betrachterwir AnwendungenbeidenenParallelititin verschiedenekbenen
auftritt. DerartigeAnwendungergeneriererAufgaben die ihrerseitsparallel berechnetver
denkodnnen.Vor allemwennnurwenigeAufgabengleichzeitigherechnetverdenkdnnen,ist es
notwendig,dieseAufgabenparallelitiauszunutzenDiesesgeschiehtm Allgemeinenam effizi-
entestenwenndenverschiedeneAufgabendisjunkteProzess@ruppe zugeordnewerden.

Die Zuordnungkannbeispielsweiseladurchgeschehergassallen Aufgabeninitial die glei-
che Prozessoranzaldugeordnetwird. Sobaldeine Aufgabeberechnetst, werdendie frei ge-
wordenenProzessoreandererAufgabenzugeteilt. Eine solchedynamischeviethodewird von
demin VDS integriertenKonzeptderdynamishenProzessaruppenunterstitzt Esist zwar bei
derNutzungdieseKonzeptdereitsmoglich,durcheineGewichtungderAufgabenVorabwissen
Uberihre Skalierbarkit undLaufzeitzu nutzenjedochkdnnenbesser&rgebnisserzieltwerden,
indemdiesesNissenfiir eineinitiale Planungder Berechnungyenutztwird.

Im Folgendenbetrachterwir dasProblemeinersolcheninitialen Planung. Wir gehenda-
bei davon aus,dassdie AufgabendieselbeparalleleRechenzeifl (x, P) haben,und dassdiese
Rechenzein priori bekanntist. Abschnitt4.1 fasstden Standder Forschungauf diesemGebiet
zusammen.In Abschnitt4.2 stellenwir einenAlgorithmusvor, der einenoptimalenPlan flr
gleichférmige Aufgabenberechnet.Bei einer konstantenProzessoranzétst die Laufzeit des
Algorithmus polynomiell in der Aufgabenanzahl.Da die Laufzeit exponentiellin der Prozes-
soranzahlst, stellenwir in Abschnitt4.3 einen2—Approximatonsdgorithmus fir dasProblem
vor. SchlieRlichdiskutiertAbschnitt4.4 die AnwendungdesAlgorithmusfir baumstrukturige
Berechnungeninsbesonderarerdenzwei Aussageniberdie Isoefizienz solcherBerechnungen
hemgeleitet,die bei der Analyseder Skalierbarkit der parallelenDescartedethodein Kapitel 7
benutztwerden.

4.1. Standder Forschung

DasProblem, die BearbeitungparallelerAufgabenzu planen,ist in denletzten10 Jahrenn
unterschiedlicheuspragungemuntersuchivorden. Dieseergebensich zum Beispieldadurch,
dasdie BearbeitungeinerAufgabeunterbrochenverdenkann[87], oderdurchdie Existenzvon
Abhéngigleiten zwischendenAufgaben[132 133. WeitereAuspragungermebensich durch
unterschiedlich®ptimierungsiele wie zumBeispieldergewichtetenSummeder Bearbeitungs-
zeiten[119, 121] oderdergesamterBearbeitungszeitVeltmanu.a. [131] und Drozdavski [47]
gebenguteUbersichteriiberdie Vielzahlder Arbeiten.

In diesemKapitel betrachterwir die unterbrechungséie Abarbeitungvon n unabhéangigen
Aufgabenauf P Prozessoren.Das Ziel ist, die Gesamtbearbeitusget (Makespan)zu mini-
mieren. Wenn die Anzahl der Prozessorenimit deneneine Aufgabe berechnetwerdenkann,
unterschiedlicheNerte annehmerdarf, werdendie Aufgabenals verformbarbezeichnet. Bei
nicht verformbarenmufgabenist somitdie Prozessoranzalgder Aufgabeein Teil der Eingabe.
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Bei verformbarerAufgabenenthéltdie Eingabeanstatdessem\ngabeniberdasSkalierungser

haltender Aufgaben—dieBestimmungder Prozessoranzalpder Aufgabeist hier ein Teil des
Planungsprobles Da dasPlanungsprobleraowohl fur verformbareals auchfiir nicht verform-
bareAufgabenselbstfir einefesteAnzahlvon ProzessorefP > 5) im strengerSinneNP-hart
ist [48], stellt sichdie naturlicheFragenachApproximationsalgarithmen.

DasPlanungsprobta fur nicht verformbareAufgaben(PN\A) ist ein Spezialall desRes-
sourcen-beschriéten Planungsproblas (RBP), dasvon Garey und Graham60] formuliertwur-
de. Hierbeigibt eseineodermehrereRessourcenjon denerjedeAufgabejeweils einebestimmte
Mengebendtigt. DasPNVA kannalsRBP mit einerRessourcejenProzessorerformuliertwer
den. Gargy and Graham[60] zeigen,dassein einfacherauf ListenplanungoeruhendeAnsatz
ausreichtum einenApproximatiorsfaktor von 2 zu erreichen.

Falls den Aufgabennur Prozessoremit aufeinanderfolgerah Indizeszugeordnetwerden
koénnen,ist dasPNVA mit dem orthogonalorientiertenPackungsprobleniiir Rechteck iden-
tisch, daszuerstvon Baker, Coffman und Rivest untersuchtwurde [3]. Die Dimensionendes
Packungsprobims sind die Zeit und die ProzessorerDer bestebekannteApproximationsfaktr
2 fir diesesProblemist von Steinbeg vorgestelltworden[122. Fir eineeingeschrankt&orm
desPNVA, beiderfir jedeAufgabesogardie Prozessormenggpezifiziertwird, gebenAmoura
u.a. ein polynomiellesApproximationsshena an, mit demein Approximationgaktor von 1 + ¢
fur e > 0 erreichtwerdenkann[1]. Allerdingswird hierbeizum einendie Prozessoranzélals
konstantangenommennd zumandererist die Laufzeitexponentiellin 1 /=.

DasPlanungsprobla fur verformbareAufgaben(PVA) ist eine Verallgemeinerugp desPN-
VA. JedesPNVA kannals PVA formuliert werden,indem flir das Skalierungserhdten einer
AufgabebeijederProzessoranzaldie nichtdergeforderterentsprichtgin“schlechter’Wertan-
gagebenwird. Hierdurchwird sichegestellt,dasseineoptimaleLdsungdesPVA jederAufgabe
die geforderteProzessoranzakliordnet.

DasPVA bestehtauszwei Teilproblemen. Die Erstebestehtn der Ermittlung der Prozes-
sormengédir jede Aufgabeunddie Zweitein der Bestimmungder Zeitpunkte,zu denenjeweils
die Bearbeitungder Aufgabenbegonnenwerdensoll. Die Approximatiorsalgaithmen lassen
sich danachklassifizierenob sie dieseTeilproblemenacheinandeodergleichzeitiglosen. Das
PVA wurde zuerstvon Krishnamurtiund Ma [86] untersucht.Sie l6senbeideProblemegleich-
zeitig, allerdingsmit der Einschrankungdassalle Aufgabenzum ZeitpunktO startenmussen.
(Diesesbeschranktie Anzahl der Aufgabenauf die Prozessoranzah Die verwendeteTechnik
bestehtarin, zunachsjeder AufgabeeinenProzessorzuzuordnenDanachwird iterativ jeweils
der Aufgabe, die die langsteLaufzeit hat, ein weitererProzessorzugeordnet—solangeis alle
Prozessorenugeteiltsind. Bei P Prozessoreandn < P AufgabenerreichersieeinenAppro-
ximationséktar vonmin(P, 2/(1 — n/P)).

Der schnellsteApproximatiorsalgorithmus mit Approximatiorsfaktor 2/(1 — 1/P) wurde
von Belkhaleund Banerjeevorgestellt[5]. Er stellt zwar keine Restriktionenan die Anzahlder
Aufgaben fordertaberfir jede Aufgabe,dassbeziiglichder Prozessoranzaltire Berechnungs-
zeit monotonsinkt und ihre Arbeit monotonsteigt. Auch hier werdendie beidenTeilprobleme
gleichzeitigverfolgt. Alle Aufgaben,denemmehralsein Prozessorzugeordnetvird, startenzum
Zeitpunkt0. Die anderermAufgabenwerdenmit Listenplanungzugeteilt. In jederIterationwird
die AufgabeJ mit derléangsternLaufzeitbetrachtetFalls diesezu denengehort,die zuletztfertig

4. PlanungparallelisierbareAufgaben



werden,und nochnicht alle Prozessoreaugeordnesind, wird J ein zusatzlicheProzessoru-
geteilt(waseineneuePlanungdersequentielleufgabenzur Folge hat). Anderntlls terminiert
derAlgorithmus. Die Berechnungzeivird von (n + P) log P dominiert.

Turek,Wolf undYu haberdie ersteArbeit vorgestellt,in derdie beidenSchritte(Prozessorzu-
teilungundLdsungdesresultierendeNVA) getrenntvoneinandebehandeltverden[127]. Sie
zeigen,dassmaneinenAlgorithmusfir dasPNVA mit Laufzeit L(n, P) und Approximatiors-
faktor f benutzerkann,um einenAlgorithmusfur dasPVA mit demselbe\pproximationsfakdr
zu belommenohneAnforderungeran die Aufgabenzu stellen. Die Laufzeitdeskonstruierten
Algorithmuswird von Pn L(n, P) dominiert.Sieresultiertdarausdasshdchstens (P — 1) + 1
maoglicheProzessorzuwsiingen berechnetverdenundfir jededieserZuweisungerein Planbe-
stimmtwird. Ludwig und Tiwari verbessermiesesErgebnisbeziiglichder Laufzeit,indemsie
nur nochfir eine ZuweisungeinenPlanbestimmen95]. Somitwird die Planungszeibereits
vonnP + L(n, P) dominiert. Zusammemmit demPackungsalgathmus von Steinbeg erreichen
somitbeideAlgorithmeneinenApproximationsfator von 2.

Mounie, Rapineund Trystramstellenfur denFall, dassdie Aufgabenkeinensuperlinearen
Speedugerméglichengineny/3-Approximationskyorithmus vor [101]. Siebenutzereinendua-
len Approximatiorsansitz. Hierbeiwird entweder

¢ ein Planmit Makespanvon héchstens\d erzeugtoder
e eswird gezeigtdasseskeinenPlanmit Makespand gibt.

DurcheinegeeignetéVahl desStartwertesir d erhaltmanmit einerkonstanterAnzahlvon Bi-
sektionierungssritten einehinreichendyenaueschatzunglesMakespansinesoptimalenPlans
und somit eine Approximationgrante von A\. Ausgehendvon dem Schatzwertd wird fur je-
de Aufgabeeine minimale Prozessoranzablestimmt,so dassihre Bearbeitungszeidchstens!
Zeiteinheitenbenotigt. Danachwerdendie Aufgabenin absteigendeReihenfolgeder Bearbei-
tungszeitplatziert. Falls die Gesamtarbeitler Aufgaben,die zum Zeitpunkt0 beginnen,kleiner
als d /3/2m ist, kannfir diesesVorgehenbereitseine Approximationsgte von /3 garantiert
werden,unddie LaufzeitdesAlgorithmuswird von n log P dominiert. Andernlls wird dasPla-
nungsproblenauf ein Rucksackproblenzuriickgefiihrtwas eine von min(n P, n® 4+ n log P)
dominierteLaufzeitemibt.

Daserstepolynomielle Approximationschenatafir eine konstanteProzessoranzahvurde
von Janserund Porlolab vorgestellt[ 77]. Sie benutzerwie Amourau.a. eine LP Formulierung
fur dasProblem.Eine erweiterteVariante beiderfir jede Aufgabealternatve Prozessormers
spezifiziertwerdenkdnnenwird von Chenund Miranda[17] betrachtet. Auch sie gebenein
polynomiellesApproximationsshena an.

In diesemAbschnittbetrachterwir einespezielleForm (GPVA) desPVA, bei der alle Auf-
gabendieselbesequentielld.aufzeitund dasselbé&skalierungsgralten haben.Eswird gezeigt,
dassdasProblemin diesemFall einfacherwird, da bei konstantefProzessoranzaldie Zeit fir
die BerechnungeineroptimalenLésungpolynomiellin derAufgabenanzalist. Allerdingsist die
Eingabgrofl3ein diesemFall nur nochlogarithmischin der Anzahl der Aufgaben,so dasshier-
durchdie FragenachderKomplexitat desGPVA nichtbeantwartetwird. Da die Prozessoranzahl
exponentiellin die LaufzeitdiesesAlgorithmuseingeht,ist er fir praktischeZwecke ungeeignet.
Eswird daherein Approximatiorsalgaithmusfir dasGPVA vorgestellt,derdie Gleichformigkeit
der Aufgabenberucksichtigt.
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4.2. Optimale Planefur dasGPVA

Formalstellt sichdasGP\A wie folgt:

Eingabe: Eine ProzessoranzalP, eine Aufgabenanzahin, und eine monotonfallende
Laufzeitfunktion# : {1,..., P} —IR>", wobeit(p) die BearbeitungszeginerAufgabe
aufp Prozessorerst.

Ausgabe: EinPlan $ C P{1,..., P} xIRZ% mit
1) |S| = m,

(2) (o1, 11), (02, 72) € Sundo; Noy # O impliziert
[r1, 71+ t(lo )] N 72, 72 + t(|o2])] = 0,
(3) max{T' | (o, 7) € S, T = 7+ t(|o|)} istminimal.
Zunachstsei bemerkt,dassdie Forderungnachder Monotonieder Laufzeitfunktionkeine Ein-
schrankunglarstellt.Falls ein Problemvorliegt, desseraufzeitfunktionnichtmonotonist, reicht
esaus,einemodifizierteLaufzeitfunktion t*(p) := min<;<, t(p), die gegebenerdlls Prozesso-
renungenutztasst,zu betrachten.

Bezlglichder Ausgabespezifition stellt die ersteBedingungsicher dassfur jede Aufgabe
eineProzessormemrgindein Startzeitpunkberechnetvird, die zweiteBedingungmpliziert, dass
ein Prozessohdchstensan einerAufgabegleichzeitigarbeitet,und die dritte Bedingungenthalt
dasOptimierungsziel—didinimierungderGesamtbearbeitgszit. Ein Planist zulassigwenn
er die ersterbeidenBedingungererflillt. Erist optimal wenner zuséatzlichdie dritte Bedingung
erfullt.

Wir werdenim Folgenderzeigen dassdie Zeit, einenoptimalenPlanzu finden,vonn (2n +
1)P2_P2P dominiertwird. Fallsdie Ausfihrungszeiterationalsind,wird siebereitsvonn (g ¢(1))
dominiert,wobei g daskleinstegemeinsamé&ielfacheder Ausfiihrungszéénist. Um dieseszu
zeigenwerdenwir zunachsteigen dassesstetseinenoptimalenPlangibt, derbestimmteEigen-
schaftererfiillt. Fir die Beschreiling dieserEigenschaftenwerdendie folgendenDefinitionen
bendtigt.

DEFINITION 4.2.1 DerLastvektoreinesPlansS ist derVektor((y,...,(p) mit
Ui =max {7t +t(lo]) | (o,7) ES Ni €T}

fur1 <« < P. DersortierteLastvektor(ly, ... ,lp) istgegebendurchl; = €W(,-) furl1 << P,
wobeir einePermutatiomit (.;) < ((;) fur 1 <@ < j < Pist. DerWert!p istderMakespan
M (S) desPlansS.

DEFINITION 4.2.2 Essei(ly,... lp) dersortierteLastwektordesPlansS. Dernormalisierte
Lastvektork'(S) = (ki,...,kp_1) von S istgegebendurchk; = 1;, — 1 fir1 <: < P —1.

DEFINITION 4.2.3 EinPlans$ heilRtgepadt, wennfur jedesPaar(o, 7) € S entwedetr = 0
gilt, oderwennesein andere$aar(s’, 7') € S gibtmitoc N o’ # Gund7’ + t(|o’|) = 7.

DEFINITION 4.2.4 EsseiS einzulassigePlanfur m Aufgaben.Der Plan$S enthélteinen
PlanS’ genaudannwennS’ C S. Die PlaneS,.... S,,_1 heiRenZwishenplanevon S, wenn
55C-.-CS5,,.1CS, und|5i| =qfurl << m.

DEFINITION 4.2.5 EsseiS einzulassigePlan.EineAufgabe(o, 7) € S heil3tunabhéngig
wennjedeAufgabe(o’, 7/) € S mito N o' # () die Bedingungr’ > 7 erfillt.

Generelkénnenwir einenPlanfur m > 1 Aufgabenkonstruierenindemwir zunachseinen
Planfir m — 1 Aufgabenberechnemund dannder m-ten Aufgabeeine geeignetéMengefreier

4. PlanungparallelisierbareAufgaben
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Prozessoremuweisen.JedederartigeschrittweisekonstruktioneinesPlansdefinierteineMenge
von Zwischenplane.

Wir werdennun normalisierteLast\vektorenoptimalerPlaneund entsprechendetwischen-
planebetrachten.

LEMMA 4.2.6 Fur jedenoptimalenPlan S fiir m Aufgabengibt eseinenPlan S,, sowie
Zwisdenplanesy, ..., S,,_1 vons,, mitdenfolgendenEigensbaftenfir 1 < i < m:

(1) Der Plan S,,, hatdenselbemMakesparwie der Plan S.

(2) Der Plan S; ist gepadt und esgilt fur dennormalisiertenLastvektor(kY), e ,kg)_l)

von S; die Ungleichungkgl1 < t(1). KeineAufgabein S; wird spaterbeendegtlsin S.

BEWwEIS. Wir konstruiererdie Planesy,. .., S,, iteratv. Die MengenR,, ..., R,, enthalten
die nochnicht geplantemAufgabe. Wahrendder Konstruktiongilt mit So = ¢ und Ry = S die
folgendelnvariantefir 1 < i < m.

(1) S; U R; ist einzuléssigePlanfur m Aufgaben.

(2) Die Aufgabe(o, 7) € S; \ S;—1 istin R;,_; unabhangig.
Fir den Anfang wahlenwir eine beliebigeAufgabe (s, 7) € S mit = = 0 und setzenS; :=
{(o, 7)}, Ry := S\ 5. EinesolcheAufgabeexistiert,da S optimalist. Wegenr < ¢(1) erfullt
S, denzweitenTeil derBehauptungOffensichtlicherfiillen S, und R, die Invariante.Esseinun
1 < ¢ < m undesgeltedie Behauptundur die Planes;, ... S;—.

Essei(ly,...,lp) dersortierteLastwektorvon S;_; undesseir die zugehorigeSortierper
mutation.Essei f die AnzahlderProzessorerderenLastgleichly ist. Somitgilt [y = --- = [;.
Wir unterscheidenie folgendenFalle.

FALL 1. Es gibt eine unabhangigeAufgabe (o, 7) € R;_;, die einender Prozessoren
w(1),....w(f) benutzt. Dannsetzerwir R; := R;_; \ (o, 7). Esseik € {1,..., f} soge-
wahlt,dassr (k) € 0. WegenderzweitenBedingungder Invariantegilt = > [;.

FALL 1.1 7+ ¢(|o|) — 11 < t(1). Esseir* derfruhesteZeitpunkt,zu demalle Prozessoren
auso in S;_; fertig sind. Da S;_1 U R;_; ein zulassigerPlanist, gilt 7* < 7. Wir setzen
Si == Si—1 U {(o, 7*)}. Damitist auchsS; U R; ein zulassigerPlan. Es sei (), ...,l};) der
sortierteLastwektor von S;. Dain S; kein Prozessofriher fertig ist alsin S;_1, gilt {; < 7).
Fernergilt I, = max(lp, 7 + t(]o|)), undfolglich ', — I} <1, —1; < t(1).

FALL 1.2.7+¢(|o|) — 11 > t(1). Dannsetzerwir S; := S;_1 U{({=x(k)}, [1)}. Durchdiese
Operationwird der Zeitpunkt,zu demdie Aufgabe(o, ) berechneist, verkirztundfolglich ist
auchin diesemFall S; U R; einzulassigePlan.FirdensortiertenLastwektor (Z}, ... ,I’») von S;
gilt 11 <7} undl), = max(lp, l; + t(1)). Somitgilt auchl’, — I} <1, —1; < ¢(1).

FAaLL 2. Esgibt keineunabhangigéufgabeausR;_;, die einender Prozessoren(1), ...,
7(f) benutzt. Es sei (0. 7) eineunabhéngigeAufgabeausR; |, sodassr + t(|o|) minimal
ist. (Esgilt alsofur jedeunabhéangigéufgabe(s’, ') € R;_;, die Ungleichungr’ + #(|o’|) >
T+ t(|o|).) Wir setzenR; := R;_1 \ (o, 7). Wie im erstenFall ist wegenderzweitenBedingung
derlnvarianter > [;.

FALL 2.1. 7+ t(|o|) — 11 < t(1). Wiein Fall 1.1seir* derfriihesteZeitpunkt,zu demalle
Prozessoreauso in S;_ fertig sind. Wir setzenS; := S;_; U {(o, 7*)}. Essei(l},...,l») der
sortierteLastwektor von S;. Mit der BegriindungausFall 1.1 gilt 7* < 7 undl, — 17 < #(1).
AulBerdemist S; U R; einzulassigePlan.

FALL 2.2.7+t(|o|)—11 > t(1). DakeineunabhangigéufgabeausR;_; denProzessof (1)
benutztundkeineAufgabevor demZeitpunktl; +¢(1) < 7+t¢(|o|) fertig wird, kdnnerwir S; :=
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Si—1 U{({w(1)}, I1)} setzerunderhaltermit S; U R; einenzulassigerPlan.Essei(l},...,1,)
der sortierteLastwektor von S;. Wie in Fall 1.2 gilt {; < § undl, = max(lp, l; + #(1)).
SchlieBlichfolgt I’y — 17 < 1's — 11 < #(1).

In allenFallenistderresultierend®lans; gepackundesist S;UR; zulassigAu3erdenwird
in S; keineAufgabespatebeendetilsin S. Insbesondersst also.5,,, einoptimalerPlan. |

Wir berechneroptimalePlaneindemwir iteratv Zwischenplanesiner optimalenLésungkon-
struieren WegenLemmad4.2.6kénnenwir die SucheaufgepacktéPlanemit normalisierterLast-
vektoren(ky,...,kp_1), furdie0 < kp_; < #(1) gilt, beschran&n. Wir nennensolchePléne

relevant Um denAlgorithmusformulierenzu kénnen fihrenwir denBegriff dernadfolgenden
Planeein.

DEFINITION 4.2.7. Essei: > 0 undessei§ ein relevanterPlanfir i Aufgaben(die leere
Mengeist ein Planfur 0 Aufgaben).Wenn S’ ein relevanterPlanfiir i + 1 Aufgabenist, der .S
enthalt,dannfolgt der Plan S” auf S. EsseiC,, die Mengeder relevantenPlanefiir maximaln
Aufgaben.Wir definierendie Relation“ —” aufdemMengeC,, indemS — S’ genaudanngilt,
wennderPlanS’ auf S folgt.

Algorithmus 3 OptimalePléne

Eingabe: Ein GP\A mitn Aufgaben,P Prozessorert,: {1,...,P} — IR>?
Ausgabe: Ein optimalerPlanfur dasGP\A

1.Q « {0}

2:fori=1ton

3 Q + {}

4. for eacha € Q

5: foreachb € C,, mita — b

6: if (3ce @ | K(c)=K(b))then

7 if M(b) < M(c)then@' + @'\ {c} U{b}
8: else

o: Q' + Q U{b}

10 Q « Q'

11:return (arg mingeg {M(a)})

THEOREM 4.2.8 Es gibt einenAlgorithmusfir das GP\A, desserLaufzeitvon n (2n +
1)P*"" 2P dominiertwird.

BEwEIS. Der Algorithmus3 berechneeinenoptimalenPlanmittels dynamischeProgram-
mierung.Er speicherallerelevantenPlanefir : Aufgabenin derMenge(). Sobaldallerelevanten
Planefir ; Aufgabengeneriertvordensind,werdendie Planefir : + 1 Aufgabenberechneindem
fur jedenPlanin () alle nachfolgenderrlanegeneriertverden.Diesewerdenin Q' gespeichert.
WennmehrererelevantePlanedenselbemormalisierterLastvektor habenwird derPlangespei-
chert,derdenkleinstenMakesparhat(Zeilen6-9).

Essei S ein relevanteroptimalerPlanund esseienSy, ..., S, 1 relevanteZwischenplane
von S. SolchePlaneexistierenwegenLemmad.2.6.FurjedendieserPlanegibt eskeinenanderen
Plan mit demselbemormalisiertenLastwektor und einemkleinerenMakespan— sonstware S
nicht optimal. Da S, demPlanS; nachfolgt,S; demPlan.S; nachfolgtund soweiter, findetder
AlgorithmusdiesePlaneundschlie3lichdenoptimalenPlans.

4. PlanungparallelisierbareAufgaben



Um die LaufzeitdesAlgorthmuszu bestimmenpetrachterwir die Anzahlder Schritte,die
der Algorithmusin jeder Iterationder &uBererSchleifedurchfihrt. Essei(y,...,lp) ein sor
tierter Lastwektor einesrelevantenPlans.Da alle Planegepackisind, fangtdie Bearbeitungeiner
Aufgabeentwederzum Zeitpunkt0 an oderdirekt im Anschlussan die Bearbeitungeineran-
derenAufgabe. Wir kbnnendeswegendie Eintrageder Lastwektorenals Linearkombiration der
madglichenBerechnungszeiteeinerAufgabeschreibenFir1l < i < P erhalterwir

I, € {ait(l)+---+apt(P)|ai,.... ap € {0,...,n}}
= ki=liyg—0L € {at(l)+---+apt(P)]|ai,..., ap € {—n,....,n}} .

Esgibtalsohéchsten$2n +1)7° ~F unterschiedlich normalisierteastektorenundsomitPlane
in derMenge(. Da eshochsten2” Mdglichkeiten gibt, eine Aufgabezu platzieren,undins-
gesamt: Iterationendurchgefuhrtwerden,wird die Anzahlder Schrittevon n (2n + 1)PH’2P
dominiert. a

Essei R ein GP\A mit einer rationalenLaufzeitfunktiont : {1,...n} — Q”°. Essei
g = kgV (t(1),...,t(P)). Dannwird die Zeit fur die BerechnungeinesoptimalenPlansfir R

vonn (gt(1))Y~! 2 dominiert.
BEWEIS. Wir betrachtereinensortierterrelevantenLastwektor ({4, . . ., lp). Furlt<i< P
gilt
a a .
l; € {g |(1 € |N0} => k=L —1L € {E |(1 € {O,Qf(l)}} R
dao0 < k; < #(1). Die AnzahlderrelevantenPlanewird somitvon (¢#(1))” ! dominiert. O

Gegebensei ein GPVA mit P ProzessorenEsseig € INmit1 < ¢ < P. Wenndie

Laufzeitfunktiondurch
; fur 1<p<yg
tp) =9 1 ..
' 7 fir p>gq
gagebenist, dannwird die Zeit, die benétigtwird, um einenoptimalenPlanzu berechnenyon
n ¢!~ 2P dominiert

BeweEls. Daskleinstegemeinsam®ielfachederAusfihrungszeiterst durchg! beschrankt.
Damitfolgt die AussageausFolgerung4.2. O

Wir habengezeigt,dassesmdglichist, einenoptimalenPlanin linearerZeit zu berechnen,
wenndie Prozessorzah{onstantist und die Berechnungszeiterational sind. Allerdings hangt
die Laufzeitfunktion exponentiellvon der Prozessoranzélah Somitist dasVerfahrenfur rea-
lisitische SystemgréRenicht einsetzbar Fiur praktischeZwecle werdenim nachsterAbschnitt
phasenpallele Planevorgestellt- ein Approximationalgarithmus, derPlaneberechnetglieeine
bestimmteStrukturaufweisen.

4.3. PhasenparallelePlane

Im Folgendenwollen wir Planebetrachtendie ausparallelenPhasenbestehen.In jeder
Phaseverderhtchsteng® Aufgabenaufjeweils gleichvielenProzessoreherechnetDie Phasen
werdensequentiellabgearbeitet.Wenn also beispielsweisaler Plan auszwei Phaserbesteht,
beginnt die Bearbeitungler Aufgabenin derzweitenPhaseerstdann,wenndie Aufgabenin der
erstenPhaseberechnesind.

4.3.PhasenparallelPlane
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(a) (b) (©) (d)

Proz. 15 —

Proz. 1 —

(- -’ |- )

T=41(15) T=t(3) T=t(5)+t15) T~=«7)+t8)

ABBILDUNG 4.3.1. Planefirr 4 Aufgabenund 15 ProzessorenDie Plane(a),
(b) und(c) sindphasenparallelBlane.

Abbildung4.3.1zeigteinigePlanefir 4 Aufgabenund 15 ProzessorenPlan(a) bestehtaus
vier PhasenPlan(b) auseinerPhasaindPlan(c) auszwei PhasenPlan(d) ist kein phasenparal-
leler Plan.Allerdingskdnnteer optimalsein. Mankannalsonichterwarten,durchdie Restriktion
aufphasenparallelBlaneeinenoptimalenPlanzufinden.

WegenderPhasenstruktuiegt eineanderaNotationder Planenahe.Und zwar notierenwir
einenphasenparallefemit m» Phaserfur n Aufgabendurchein m-Tupel (ny,..., n,, ), wobei

ny + --- + n,, = n. Ein phasenparalleld?lanist optimal,wennseinMakespanunterallenpha-
senparallele®lanerfir dieselbeAufgabenanzahhinimalist. Wir kbnnenphasenparallelPléne
mit dynamischeProgrammierug berechnenindemwir diefolgendeSuboptimalitatsigensclaft
phasenparalleld?laneausnutzen.

LEMMA 4.3.1 Ein optimaler phasenpaalleler Plan fur n Aufgabenbestehtentwedemur
auseiner Phaseoder er ist eine Konkatenatioreweieroptimalerphasenpalleler Planefir n
beziehungsweise, Aufgabermitn = ny + no.

(OhneBeweis.)

THEOREM 4.3.2 Die Zeitfir die Berechnungeinesoptimalenphasenpaallelen Planseines
GP\Asfiir n Aufgaberwird vonn? dominiert.

Algorithmus 4 OptimalephasenparallelBlane
Eingabe: n Aufgaben,P Prozessoren,: {1,...,P} —IR>0

Ausgabe: einoptimalerphasenparallel Plan(n,...,n,,)
l.fori=1ton
2 if i < P then
3. Sl (t([5]). @)
4, else
5. S[i] + (o0, ()
6. forj=1to 4]
7 if S[j].t + S[¢i — j].t < S[i].t then
8. S[i] « (S[y)-t + S[i — j)-t, S[j].S o S[i — j].5)
9. return (S[n].S)

BEwEIs. DerAlgorithmus4 benutzteinenVektor S[1 .. . n] umoptimalePlanezuspeichern.
JedetEintrag.S[i] desVektorsbestehiauszwei Teilen,wobei S[i].S ein Planfir : Aufgabenmit
MakespanS[i].t ist. Der Operatoro bezeichnetlie KonkatenatiorzweierPlane.

4. PlanungparallelisierbareAufgaben



Die Invarianteder&uf3ererschleifeist die Tatsachegassdie EintrageS[1].S. ..., S[i — 1].5
optimalePlaneenthaltenIn deri-tenlterationwird ein optimalerPlanfir : Aufgabenberechnet.
Hierbeiwird die Aussagevon Lemma4.3.1ausgenutztDurch die Fallunterscheidum in Zeile
2 werdenPlanemit einer Phaseberiicksichtigt. Diesegibt es jedochnur, wenn héchstensso
viele Aufgabenwie Prozessorenorhandersind. Da die Laufzeitfunktionmonotonfallendist,
emgibt sich ein optimalerPlanmit nur einerPhasedann,wennjederAufgabe| P/i| Prozessoren
zugeordnetverden. Schlie3lichwerdenin derinnerenSchleifealle Zerlegungenvon i in zwei
Summander und: — j betrachtetDa beideSummandeikleinerals: sind,sinddie zugehdrigen
optimalenphasenparalleleRlanebereitsberechnet. O

THEOREM 4.3.3 Essei R ein GPVA desserLaufzeitfunktio die Bedingungi < j =
it(i) < jt(j) erfullt. EsseiS ein optimaler phasenpaalleler Plan fur R und essei O ein
optimalerPlanfur R. Danngilt M (S) < 2M(O).

BEwEIS. Essein die AnzahlderAufgaben.Wir unterscheideawei Félle.

FaLL 1: n > P. Die GesamtarbeiedesPlansist mindestens: ¢(1) und somitist M (O) >
nt(1)/P. Wir kénneneinenphasenparalleleRlanfiir die n Aufgabenso erstellendassin den
ersten|n/P]| Phaserjeweils P Aufgabenberechnetverdenund die restlichenn mod P Auf-
gabenin einerweiterenPhaseDa S ein optimalerphasenparalleld?lanist, gilt

M(S) < [%J #H1) + ¢ Qﬁb < (%-1—1) #1) .

Esist somit

M(S) P
M(O) si+ n s2.

FALL 2: n < P. Esgibt einenphasenparalleleRlan mit einer PhasedesserMakespan
durcht(| P/n|) gegebenist. Da ein optimalerPlan hdchstensliesenMakespanhat, arbeiten
in einemoptimalenPlan mindesteng P/n| Prozessoremn jeder Aufgabe. JedeAufgabeve-
ursachtalso mindestenglie Arbeit | P/n] t(|P/n|). Die Gesamtarbeiist somit mindestens
n |P/n| t(|P/n]) undfolglich ist

M(0) 2 = |P/n] (| P/n]) .
Esfolgt wegenM (S) < #(|P/n]) fir denApproximation$aktor

M(s) L
M(O) S TE] =7

4.4, Baumstrukturier te Berechnungenmit parallelisierbaren Knoten

Die paralleleBerechnundpaumstrukturiegr Anwendungerkannbeispielsweiseladurchge-
schehengdassKnoten, die sichin derselberTiefe desBaumesbefinden,gleichzeitigberechnet
werden.Wennjedochdie Baumeschmalsind, reicht die NutzungdieserBaumpaallelitat nicht
aus,um eine gute Skalierbarkit zu erreichen. Eine Moglichkeit, auchbei schmalenBaumen
einenskalierbarenAlgorithmus zu erhaltenist die, die BerechnungedeseinzelnenBaumkno-
tenszu parallelisierenlndemdie Baumebenenacheinandebpearbeitetverden entstehfir jede
Ebeneein PVA oder falls die KnotenberechnigengleicheBearbeitungszeiteimabengin GP\A.
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Im Folgenderwird die Isoefizienzvon BaumberechnungebetrachtetderenKnotendieselbe
Bearbeitungszeiind Skalierbarkit haben.Fur die dabeientstehende@P\VA Problemewerden
phasenparallelBlanebenutzt.Die Konkatenatiorder Planeist wiederein phasenparalletePlan,
sodasddie kompletteBaumberechnuneinephasenpaallele Berechnungist.

DEFINITION 4.4.1 EsseiS ein phasenparalletePlan. Die Breite von S ist die maximale
Anzahlvon Aufgaben die in derselberPhaséearbeitetverden.Die Anzahlder Aufgabenwird
durch|S|; bezeichnet.

LEMMA 4.4.2 Wenneinephasenpallele Berednungdie Effizienze hat, dannenthéltsie
einePhasedie mindestenslie Effizienze hat. WenneinePhasedie Effizienze’ hat,dannwerden
alle in ihr enthaltenerAufgabenmindestensnit Effizienze’ berechnet.

BEwEIS. EinephasenparallelBerechnungni,...,n,,) habedie Effizienze. Esseit; die
Berechnungszeitler Phase: und essei¢; ihre Effizienz. Es sei j eine Phasemit maximaler
Effizienz. Danngilt

eit1 +---+entm < €5 (fl + -+ tm) _

e = S —(’]’.
ti+-+ 1ty ti+---+ ity

Um die zweite Aussagezu zeigen,betrachterwir eine Phasamit n Aufgabenund Effizienz ¢'.
Essei P die Anzahl der Prozessorenind esseit(p) die BerechnungszegineskKnotensauf p
ProzessorenEs sei¢” die Effizienz einer Aufgabe. Danngilt ¢/ = n#(1)/(Pt(|n/P])) <

t(1)/ (LP/n] H([n/P])) = ". O

DEFINITION 4.4.3 Esseix eineEingabeundessei P die AnzahlderProzessorerDannbe-
zeichnetS(z, P) denphasenparallelelan,derbenutziwird, umx auf P Prozessoremu berech-
nen.Die Berechnungsie die Effizienzunddie Isoefizienzwird durchT(®) (x, P), E®)(x, P)

beziehungsweiséurch[e(s)(P) bezeichnet.

THEOREM 4.4.4 EsseiX eineEingabemergaufderalle phasenpaallelen Planehdhstens
die Breite V haben.Esseil.(P) die Isoefizienzfunktio der Aufgaben.Wenndie Beredhnungs-
zeitender Aufgabendiskret sind und die EffizienzfunktionE’ der Aufgabendie speed-upunddie
size-upBedingungn erfullt, danngilt fur alle P > N

I9(P) > I(|P/N]).

Bewels. DadieBerechnungszeihdiskretsind,istauchdie Baumberechnugszei 7'S) dis-
kret. WegenTheoren.2.5gibt eseineEingaber sodasg ) (P) = TS (&, 1) und E®) (x,1) >
e. WennT'(z, 1) die sequentiellBerechnungszeitinerAufgabeist, gilt 7% (z, 1) > T(x, 1),
daderPlanausmindestenginerAufgabebestehtDie effizientesteAufgabenberechmg benutzt
P’ > | P/N| Prozessorennd hatwegenLemmad4.4.2eineEffizienze’ > e (alsoE(x, P') =
¢'). Da E die size-upEigenschaferfillt, gilt T(x, 1) = I..(P') (Theorem2.2.9(1)). Da die
Isoefizienzmonotonin e ist, gilt I..(P') > I.(P'). Wegenderspeed-ugEigenschafvon E und
Theorem2.2.7gilt I.(P') > I.(| P/N ). Insgesamt,

1Py =TS (2,1) > T(x, 1) > I(|P/N]) .
0

THEOREM 4.4.5 Essei X eineEingabemengauf der alle phasenpaallelen Plane hod-
stensaus N Aufgabenbestehen EsseiI.(P) die Isoefizienzfunktn der Aufgaben. Wenndie
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Berdnungszdéendiskretsindunddie Effizienzfunktio der AufgabenE die speed-upndsize-up
Eigenstaftenhat, danngilt
ISNP)< NI(P) .

BEwEIS. Wegender Diskretheitund Theorem2.2.5gibt eseine Eingabexr mit Ie(‘q)(P) =
TS)(z, 1). Die Aufgabemit derkleinstenEffizienzbenutztP’ < P Prozessorennd hathéch-
stensdie Effizienz e, d.h. E(x, P') < e. Da E die size-upEigenschafhat, erhaltenwir mit
Theorem2.2.1,dassI’(x, 1) < I.(P'). Durchdie speed-ufEigenschaftron E undwegenTheo-
rem2.2.7qgilt I.(P') < I.(P). SchlieBlich,

ISPy =TS (2,1) < NT(2,1) < NI.(P') < N I.(P) .

4.5. Offene Fragen

BeziiglichdesGP\A Problemdleibenzwei Fragenoffen.

Erstenswie ist die Kompleitat, einenoptimalenPlanfir dasGPVA zu bestimmenginzu-
ordnen?Und zweitenswie gut sindphasenparallelBlane?

In Theorem4.3.3 habenwir gezeigt,dassder MakespanphasenparalletePlanehdchstens
doppeltsolangist wie der einesoptimalenPlans. DieserFaktor wird aberbereitsvon sehrein-
fachenPlanenerreicht,die in linearerZeit anggebenwerdenkdnnen.Esist daherzu vermuten,
dassder Approximatiorsfaktor von phasenparalleleRlanenbessemls zwei ist. Betrachterwir
hierzunocheinmaldie in Abbildung4.3.1damgestellteSituation.Falls wir von einermonotonen
Zunahmeder Arbeit beiwachsendeProzessoranzéusgehererhalterwir ¢(8) > 7/8¢(7) und
somitT; > (7/8 + 1) (7). Weiterhinerhalterwir ¢(5) < 7/5(7), undwegent(15) < ¢(7) die
Ungleichung?,. < (7/5 + 1) t(t). Falls also(c) ein optimalerphasenparalleldPlanund (d) ein
optimalerPlanist, ist der Approximationsfator 7. /T, hochsteng2/25. Falls (b) ein optimaler
phasenparalleld?lanist, erhalterwir mit ¢(3) < 7/3¢(7) eineobereSchrank von 56 /45.

In Bezugauf Abschnitt4.4 ist es interessantweitere allgemeineAussageniber die 1so-
effizienz phasenparallelehnwendungerherzuleiten.Wasist zum Beispieldie Isoefizienz von
AnwendungenderenAufgabengraphevollstandigeBinarbaumesind?Engmit dieserFragever-
knupftist die Frage,ob eseine Polynomklassgibt, bei derdie GréRenordnunger Isoefizienz
derDescartedMethodebesserls quadratischst.

4.5.OffeneFragen
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KAPITEL 5

StatischelLastbalancierung unabhéngigerLastelemente

ie im letztenKapitel behandelterLastwerteilungtediniken findenvor allem dannVerwen-

dung, wennwenigerparalleleAufgabenals Prozessorenorhandensind. DiesesKapitel
befasstsichmit der Situationenjn dermehrAufgabenals Prozessoremorhandersind. Wir wer
dendavon ausgehengassdie Aufgabeninitial auf denProzessorenerteilt sind und dassjede
AufgabedieselbeBearbeitungszeitat. Die Aufgabeder Lastbalancierugist es,die Aufgaben
soumzu\erteilen,dassamEndejedemProzessogleichviele Aufgabenzugeordnesind. Hierbei
werdenwéhrendderBalancierungsplsz wederAufgabenbearbeitenhochgeneriert.

Sowohl dasverwandteProblemder Tokerverteilung beidempro Schrittnur ein Lastelement
transportiertverderkann,alsauchdasderLastbalancierumselbstistintensi untersuchtvorden.
Wir werdenunsin diesemAbschnittauf eine bestimmteKlassevon Lastbalancierugsaborith-
men, den Diffusionserfahra, konzentrieren. Es handeltsich bei diesenVerfahrenum lokale
Iterationsverfahen alsoum Verfahren,die in mehrereniterationenablaufenund bei denenin
jederlterationjederProzessonur jeweils mit einerbegrenztenMengevon Nachbarprozessen
NachrichteraustauschtDieseNachbarschafttsiktur ist festundkanndurcheinenungerichteten
GraphengderBalancierungstpologiedefiniertwerden—nuiProzessorerdie in dieserTopologie
benachbarsind, tauscherwahrendderLastbalancierum Botschafteraus.

Essindim wesentlicherdie folgendendrei Gesichtspunktedie die Wahl der Topologiebe-
einflussen.

(1) Eignungfir die Anwendung In einigenAnwendungergibt esstarle Abhangigleiten
zwischendenAufgaben. Ein Beispielsind adaptve numerischeSimulationen.In die-
semFall sollte die Topologieso gewadhlt werden,dasssie die Abhangigleiten berick-
sichtigt,und somiteinelokalitatserhaltede Lastbalancierungrmaoglicht.

(2) Eignungfur die Redineiarchitektur. Die Topologiekannso gewahlt werden,dasssie
die StrukturdesKommunikationsatzwerks wiederspigelt. Diesesfiihrt zu physika-
lisch lokaler Kommunikationundreduziertsomitdie gesamtevon derLastbalancieng
erzeugterKommunikatimslag.

(3) Eignungfir die Lastbalancierng. Die Korvergenzder hier betrachteterLastbalan-
cierungserfahren hangtentscheidendon der gevahltenTopologieah Insbesondere
kénnenmancheVerfahrennur bei bestimmtenTopologiensinrvoll eingesetztverden.
Die Topologie kann also auchso gewahlt werden,dassdie Lastbalanciemg schnell
abgevickelt werdenkann.

Da in Hinblick auf dasLastwerteilungsysten VDS Anwendungendie unabhangigéufgaben
generierenyonbesondererinteressesind,undderzweiteAspektbeimassv parallelerRechnern
oderbei modernerClustersystemenur eineuntegeordneteRolle spielt,wird in diesemKapitel

derdritte Aspektim Mittelpunkt stehen.
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Die Verwendundokalerlterationserfalrenlegt nahe jn jedemiterationsschritLastverschie-
bungenzwischenbenachbarteRrozessoremorzunehmenBei diesemVorgehenwird jedochty-
pischerweisaleutlichmehrLast migriert als eigentlichnotwendigist [44]. Aus diesemGrund
wird der Lastbalancierugspraessin zwei Phaseraufgeteilt. Die erstePhaseberechnetie An-
zahlderAufgabendie jeweils zwischerewei Prozessorewerschickiwerdenmisserundarbeitet
mit einemvirtuellen LastmaR dassheliebige(auchnegative) Werteannehmemarf. Da wahrend
dieserPhaseein Lastflussberechnewird, nennenwir sie Flussbeechnungphas. Erstin der
zweitenPhase der Migrationsphasewerdendie Aufgabengeméafidesberechneteibastflusses
verschoben.

Algorithmenfir die Lastflussberechmg wurdenin denletztenJahrenintensv untersucht.
Viele von ihnensind lokale lterationserfahren Sie unterscheidesich unteranderendarin, ob
sie die NachbarneinesProzessorén einer Iterationteilweise oder vollstandigbetrachten.Ein
Beispielfir die teilweiseBetrachtungler Nachbarrist dasDimensionExcang Verfahren,bei
demjeweils nur ein Nachbarbetrachtetvird [36, 13§. Auf Diffusionbasierendé&/erfahrenbe-
trachterdaggenalle Nachbarr{36, 44,50,64, 71, 70, 138. Ein Vorteil dieseVerfahrenist, dass
siealle deneindeutigoestimmteri,-minimaleFlussbestimmerj44]. Diesesst beiderteilweisen
Betrachtungler Nachbarrim Allgemeinennicht derFall.

In diesemKapitel wird nebendem optimalenDiffusionserfahren OPT [50] dasiterierte
Diffusionserfanren OPFIT betrachtet. OPTFIT kannausschlieRlictbei Topologienangeven-
detwerden,die sich als kartesisché”rodukteandererTopologiendarstellenlassen. Hierbei ist
die Ideevon OPFIT, die Faktortopologia nacheinandemit demOPT Verfahrenzu balancieren.
Durchdie getrennteBetrachtungler Faktortopologie wird jeweils nurein Teil derbenachbarten
Prozessorem jederlterationbetrachtetwodurchderresultierende.astflussnicht notwendiger
weisel>-minimal ist. Der Vorteil von OPTIT liegt allerdingsdarin, dasswenigerlterationenals
bei der Verwendungvon OPT fiir die vollstandigeTopologiebenétigtwerden. Es stellt sich al-
so nebender anfangsaufgevorfenenFragenacheinergeeignetermopologieauchdie nachder
Wichtigkeit der/,-Minimalitat desDiffusionsflusse.

In den bisherigenArbeiten wurdendie Verfahrenoft mit Hilfe von Simulationen,wie sie
beispielsweis@lurchdie PARTY-Bibliothek [11( zur Verfligunggestelltwerden,bewnertet[44,
50]. DieseUntersuchunge eignensich gut fiir die Beurteilungder Konvemgenzeigeschdten,
kénnenjedochdentatsachlicherKommunikatimsaufvand nur anndhernanodellieren.Mit dem
Ziel, diesenAufwandrealistischzu beurteilen fihrenwir hier Experimentemit einerverteilten
Implementierungler Verfahrenmit Hilfe von VDS durch.

Um sowohl die Charakteristikvon eng gekoppeltenals auchvon lose geloppeltenSyste-
men berucksichtigereu kénnen,wurdenals Experimentierfattformen eine Cray T3E und ein
Workstation-Cluger (HPCLine)gewnahlt. Die T3E verkdrpertdie typischenEigenschafterines
massv parallelenSystemsgdaihre MPI Implementierang sehrkurze Startup-Zeiterund gerin-
gelatenzzeitererzeugt.DasverwendeteClustersystenbestehtaus96 Doppelprozesseaknoten
(Pentiumll, 450MHz), die durchEthernetwerlbundensind. In denExperimentemnwird jeweils pro
Knotenein Rechenprozesgestartet.Die Kommunikationbasiertin diesemFall auf PVM. Die
LatenzzeidesHPCLine-Systms ist etwa um Faktor 15 langeralsdie der Cray

In Abschnitt5.1 werdenzunachsgrundlggendeDefinitioneneingefihrt. Auf denStandder
Forschungwird in Abschnitt5.2einggangenlin Abschnitt5.3wird die Flussberechnungenauer
untersucht.Hierbei stellt sich herausdassder Aufwand im wesentlichervom maximalenKno-
tengradundvon der AnzahlderEigenwerteder zur TopologiegehdrigerLaplacematrixabhangt.

5. Statischd.astbalanciemig unabhédngigekastelemente



Der Abschnitt5.4 befasstsich mit der Migrationsphase Hier betrachterwir die Proportional-
heuristik die Aufgabenvorzugsweisean Nachbarnschickt, die am meistenLast zu bekommen
haben[44]. Wir zeigen,dasssowohl ein kleiner Gesamtflussils auchein kleiner Durchmesser
wichtige Parametefur die DauerdieserPhasesind. In Abschnitt5.5betrachterwir die gesamten
Balancierungskosteund zeigeneinenTradeof zwischendemAufwandderin die Flussberech-
nunginvestiertwird (undsomitderFlussqualitatundder DauerderBalancierungsdaueuf. Das
Kapitel schlietmit einemVemleich desDiffusions\erfahrers und desWorkstealing-érfahras
im RahmereinerkonkretenAnwendungausdemOR-Bereich.

5.1. Definitionen

DEFINITION 5.1.1 Wir stellendie Topolgie als ungerichteterGraphenG = (V, E) mit
|V| = n Knotenund |E| = N Kantendar Mit deg(G) bezeichnemwir denmaximalenKno-
tengradund mit D denDurchmessevon G. DergerichteteGraphé = (V, E) enstehiausG,
indemjede Kantemit einerbeliebigenaberfestenRichtungverseherwird. Wir bezeichnemnit
Z € {~1,0,1}"* die Knoten-Kanterinzidenzmatriwon G. JedeZeile dieserMatrix enthalt
genaueinenpositven und einennegativen Eintrag. Und zwar ist Z[e, i] = 1 und Z[e, j] = —1
genawdannwenne = (i, j) € E.

DEFINITION 5.1.2 Wir bezeichnemit w; € IRZY die initiale LasteinesKnotensy; € V
undmit w := (w1, ...,w,) deninitialen Lastvektor Mit @ := 1 3" | w; bezeichnewir die

Durchsdnittslastundmit @ := (@, . .., @) denausgglichenenLastvektor

DEFINITION 5.1.3 Wir bezeichnemurchz, € IR denlLastflussiner Kantee € E undmit
x €IRY den\ektor der KantenflisseWir nennenr einenbalancieendenFlussfir die initiale
Lastw, wennfirallel <i <n

w; + E Te — E Te =W

e=(v;.vi)€E e=(vi,uj)el
gilt.
FureinenbalancierendeRlussz fur w gilt somit
(5.1.1) Zr=w-—-w .

Wir betrachterdie Qualitdtsmalle
o li(x) = [|z|l1 = X c g lre| (Gesamtemmunikationskogen),
o ly(z) = ||z|l2 = /22, .z 22 (GleichmaRigkeitler Kantenauslashg),
o lo(z) = ||z]|]« = max | (das maximaleKommunikatioswlumen zwischen
zwei Knoten),
e denKnotenflussf(x) = max,,ev f(v;) mit f(v;)) = >
ausein-undausgehenderfluss,vgl. [116)]).

il |ze

v }ek |z.| (die Summe

e={v;

Um einegeeignet®arstellungder SituationwahrendderMigrationsphas zu erhaltenfiihrenwir
einenweiterengerichteterGraphermit der Knotenmengd” ein, desserKantenin die Richtung
desLastflussezeigen.

DEFINITION 5.1.4 Der gerichteteMigrationsgaph M (x) = (V, E) ist ein Graph,derdie
Kante(v;, v;) genaudannenthaltwenn(v;, v;) € E/\(v(,l,z,‘@j) > 0 oder(vj,v;) € E/\lr(l,j,,ui) <

5.1. Definitionen
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0. Der Migrationsflus i €IRY auf £ wird definiertdurchi,, . ) := z(y, ;) falls (vi, v;) € E,
Und;f‘(viy,(,].) = = (v ,00) sonst.

Esist offensichtlich,dassim Falle von /;-minimalenund/,-minimalenFlusserder Migrati-
onsgraplkreisfreiist.

DEFINITION 5.1.5 EsseiA € {0,1}"*" die symmetrischeAdjazenzmatrixvon G. Die
LaplacematrixL € Z"*" von G ist definiertdurch

L := diag(deg(vy),....deg(v,)) — A .

Wir bezeichnemmit m die Anzahlder unterschiedliche Eigenwertevon L. Wir werdendiese
Eigenwertd) = A\; < --- < A, Im Folgenderauchals EigenwertedesGraphenG bezeichnen.

DEFINITION 5.1.6 EsseienG; und G5 ungerichteteGraphen. Das kartesisbe Produkt
G = G x G9 hatdie Knotenmengd/(G) = V(G1) x V(G2) unddie Kantenmenge

E = {{(ui,uj), (vi,vj)} | uj = v; A{uj,v;} € E(Gy) oderuj = vj A {u;,v;} € E(G1)} .

5.2. Stand der Forschung

Eine Mdglichkeit, den Flusszu bestimmenyesultiertdirekt ausder Eigenschaf{5.1.1) ei-
nes balancierenderfrlusses. Hu, Blake und Emersonlésen zunachstdas Gleichungsssyste
Ly = w — w direkt und erhaltensomit den Fluss,indemsie « = Z'y setzen[71]. Diese
Berechnungentralauf einemKnotenauszufiuihreverlangtdasVersendemgrofRerDatenmengen
beim SammelrderLastinformatioen undbeimVerbreitendesberechneteflussesEin weiterer
Ansatz,derin dieserArbeit vorgeschlagemvird, ist dasSystemZx = w — w verteilt mittels ei-
nesCG-\erfahrenszu lésen.AllerdingsbendétigtauchdieserAnsatzdrei globaleSummierungen
skalarenVerte.

Die andereMdglichkeit gehteherauf die eigentlicheDefinition desbalancierendeflusses
zurlck. Hier wird der Flussdurch Anwendungeines(iterativen) Lastbalancienigsverfahres
wie Diffusion oder DimensionExchangeermittelt. Auf die Diffusionserfahren wird im fol-
gendenAbschnittnoch genaueringgangen. Sie habenden Vorteil, dasssie den eindeutigen
lo-minimalenFlussberechnen44]. DervonihnenerzeugteMigrationsgraphist somitkreisfrei.
Der von DimensionExchangeberechnetd-lussist daggen nicht notwendigerweisé,-minimal
undhangtvon derReihenfolgejn derdie NachbarreinesProzessorbetrachtetverden,ah

DasAlternatingDirectionIterative-Verfatren (ADI) wendeteineMethodezumLésenlinea-
rer Gleichungssystea]13( aufdasLastbalancierungspbleman[50]. Esstellt eineKombina-
tion ausDiffusionund DimensionExchangedarundkannimmerdannangevendetwerdenwenn
sich die Topologieals kartesische®roduktdarstellenlasst. Falls G = G x G5 ist, dannfihrt
jederKnotenin jederlterationzunéchsmit seinerNachbarrbeziiglichGG; Balancierungschrite
ausunddannmit denerausGs. Derresultierendé-lusskannallerdingsZyklen enthaltenwaszu
einemsehrgroRenGesamtfluséihrt.

5.2.1. Diffusionsverfahren. In demvon Cybenlo eingefiihrtenFOS-\érfahren[36] emibt
sichdie Lastw? vonKnotenv; € V' in Iterationk aus

(521) uyf = uyffl — Z a ('Ujf-cil _ uyfil)
{viv;}EE
5. Statischd.astbalanciemig unabhédngigekastelemente
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ABBILDUNG 5.2.1. Simulatver vergleich der drei Diffusionserfahren FOS,
SOSund OPT. Die Topologieist in diesemFall eine Hypercubeder Dimension
6. Die Ausgangslastvurdedurchdie sukzessie Zuordnungvon 6400 Lastele-
mentermanzufallig ausgavahlteProzessoregeneriert Der Fehlerberechnesich
aus||w® — @|.

undderakkumulierteFlussbeziglicheinerKantee = {v;, v;} aus

k—1
w:
ll] )

Fur einegeeignetéNahl desDiffusionsparamtersa, korvemiert dasFOS Verfahrengegendie
Durchschnittslasw. Indemwir die Diffusionsmatrixi/ := I — oL €IR™*" definierenkdnnen
wir Gleichung(5.2.1)schreiberals

k
a e

_ k=1 k=1
=ux, + a (wi —

w* = Muw*! .

DasFOS Verfahrenkorvergiert am schnellstenindema = 2/(A2 + A,,,) gewéhltwird. Eshat
allerdingsden Nachteil, relatv langsanmzu korvergieren. Goshu.a. benutzerdasKonzeptder
Uberrelaxierungim die Korvergenzzu beschleunigef64]. In demSecond-Qier-Schema (SOS
héangtdie Last, die zwischenzwei Prozessoremusgetauschuird, nicht nur von der aktuellen
Lastdiferenz,sonderrauchvon derDifferenzin dervoranggangeneriterationah Eineweitere
Verbesserunger Korvergenzwird durchdaspolynomielleTschebysché&fSchemaerreicht[43,
70]. Jedoctist die Kornvergenzvon diesemSchemaasymtotischmit dervon SOSgleichzusetzen
[43]. Mit beidenAnsatzerkannzwar die Konvergenzvon FOSverbessentverden jedochhangt
die DauerderFlussberechmg jeweils von derinitialen Lastsituatiorah

Eine deutlicheVerbesserungtellendie optimalenDiffusionswerfahren dar, die unabhangig
von derinitialen Lastsituationnur m — 1 Iterationenbenétigen.Da esLastsituationemibt, bei
denemmindestend) Schritteerforderlichsind,unddie optimalenVerfahrenstetsm — 1 Schritte
benotigenijst eineunmittelbareKonsequenausder ExistenzdieseVerfahrendie Tatsachedass
D<m-—1.

Diekmann,Frommerund Monien stellenin [43, 44] daserstenumerischstabile optimale
Verfahrenvor (OPS. Dasvon Elsasseu.a. vorgestellteoptimaleVerfahrenOPT ist eineVerein-
fachungvon OPS[50]. Esist demFOSVerfahrensehrahnlich,wéhlt jedochin jederlteration
einenandererDiffusionsparamter In lterationk wird a = 1/ .41y gesetztwobeir eine

5.2. StandderForschung
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PermutatioraufdemMenge{2. .. .. m} ist, die die numerischeStabilitatdesVerfahrengyewvahr
leistet. Der Vemgleichin Abbildung 5.2.1 zeigt, dassOPT wesentlichschnellerkorvemiert als
FOSund SOS.FurdasOPT Verfahrenwerdenzwar im Gegensatzu FOSund SOSalle Eigen-
wertederLaplacematrixoendtigt,jedochkanndiesedm Falle einerfesten,von der Anwendung
unabhéangigefopologiein Kauf genommerwerden.

Im néachsterAbschnittdiskutierenwir die Kriterien, die bei der Auswahl einergeeigneten
Topologiein Bezugauf die Flussberechnynbeachtetverdensollten.

5.3. Flussbeechnung

DadasOPTVerfahrenm —1 Iterationerdurchfihrtundin jederlterationjederKnotenjeweils
mit allen NachbarmNachrichteraustauschyilt fur die LaufzeitTopt desVerfahrens

(5.3.1) Topt<2(m—1) deg(G)o+ (m—1)L .

Algorithmus 5 DasiterierteOPT Verfahren(OPTFIT).
Eingabe: EineTopologieG = (V, E) = Gy x --- x Gy,
einKnotenv € G, dieinitiale Last! von v,
fur1 <:<d: die Eigenwertekgi), e ,)\i;?i von G,
einePermutationr() aufderMenge{2, ..., mi}.
Ausgabe: Die Wertez, ., fur {v, w} € E einesbalancierendeRlusses:.

1 23, < Oftralle{v, w} € E

2.fori=1tod

3. forj=2tom;

4. send€ zuallenNachbarnw € {wy,...,w;} vonvin G;
5. forallw € {wy,...,wi}

6. empfngedie Lastinformatior/,, von Nachbarw

7. 8 (1A ) (1= L)

8. I« 1-6

9. Ty, w) — L(v, w) +0

Wir kdnnendieselLaufzeit reduzierenjndemwir Topologienbenutzendie sich als (nicht
triviales) kartesische$roduktdarstellenlassen. In diesemFall kann ein balancierendeFluss
berechnetverden,indemdie Faktortopologie getrenntvoneinandebetrachtetverden. Fir die
Berechnungler Flisseinnerhalbder Faktortopologierkann beispielsweiselasOPTFVerfahren
verwendetwerden. Wir sprechernin diesemFall von demiteriertenOPT Verfahren (OPTFIT,
Algorithmus5).

Esseibeispielsweis&’ = G| x Gy = (V, E). Dannist jederKnoten(v, w) € G Teil eines
Graphentz, ), derisomorphzu G, ist. Hierbeibestehtlie Knotenmengeon &, ., geradeaus
denKnoten{(v, w) | (v, w) € V}. Wir nennendie GraphenG|, .,y flr w € V(G2) Graphen
der erstenDimension Analogist derKnoten (v, w) auchTeil eineszu G2 isomorpherGraphen
der zweitenDimensionG ., ).

In OPFIT kommuniziet ein Knoten (v, w) zundchstusschliellichmit denNachbarnaus
G (e,0), Undzwar solangepisdieLastin G, ) balancierist. Anschlieienckommunizierter mit
denNachbarmausGy, ). In dererstenDimensionergebensich somit|V'(G2)| undin derzwei-
ten Dimension|V' (G )| unabhéngigédastbalancierugsprdleme. Die Problemein der zweiten

5. Statischd.astbalanciemig unabhédngigekastelemente



Dimensionsindzudemidentisch.FallsalsoG = G| x --- x G4, unddie AnzahlderEigenwerte
vonG; fur 1 < i < d durchm; gegebenist, erhaltenwir fur die Laufzeitvon OPTFIT

d
(5.3.2) Topr-ir < Y 2(mi —1) deg(Gi)o+ (m; — 1) L .
i=1
Der Flussvon OPTIT ist im Gegensatzzu OPT im Allgemeinennicht /o-minimal. Er ist
allerdingskreisfrei.

THEOREM 5.3.1 EsseiG ein kartesisbesProduktG = G x -+ x G4 undesseiz ein
balancieenderFlussfir G, der mit demOPTIT \Verfahien berechnetwordenist. Dannist der
Migrationsgaph Mg (x) kreisfrei.

BEWEIS. Wir beweisendenSatzzunéachstir d = 2. EsseiGy = (Vi, E1), G2 = (Va, E»)
undG = (V, E) = G x G2. Esseiw € V; beliebigaberfest. Wir betrachterden Teilgraph
Mg, ., (x) von M¢(x). DaderFlussin diesemTeilgraphdurchOPT berechnetvird, ist erl,-
optimalund somitist M , (=) kreisfrei. Dasselbegilt fur die Teilgraphen{A¢; , , (x) | v €
V1} in derzweitenDimension.

NachdemersterDurchlaufderauf3ererSchleifevon OPFIT sindalle Teilgrapherderersten
Dimensionbalanciert. Die Verteilungder Last in den Teilgraphender zweiten Dimensionist
somitidentisch.Dain jedemdieserTeilgrapherfolglich derselberlussberechnewird, sinddie
Graphen{M¢, , (z) | v € Vi } isomorph.

Angenommeng habeeinenKreis. DannmussmindestengineKantee desKreisesin einem
TeilgraphderzweitenDimensionliegen,dadie Teilgrapherder erstenDimensionkreisfreisind.
Esseie = ((v, w). (v, ') € E(Mg,, ., (a )) Daauchdie Teilgraphender zweitenDimension
kreisfrei sind, mussder Kreis elneKante(( ow'), (v, w)) € E(Mg(l‘,_.)(tv)) fireinv € V3

enthalten.WegenderIsomorphlederGraphen{MG(“)(I) | v € Vi} mussMG(U,‘_)(r) aber
auchdie Kante ((v/, w), (¢v', w')) enthalten. Diesesist ein Widerspruchzur Kreisfreiheitder
Graphen{ M, , (z) | v € Vi}.

Wennd groRRerals?2 ist, sozeigtman,dassein Kreis KantenausallenDimensionerenthalten
mussundfihrt dieseAussagezumWiderspruch. O

An denLaufzeitschrankeffiir Topt und Topt— T Wird deutlich, dassdie Topologieneinen
kleinen maximalenGrad habensollten, und dassdie zugehdérigerLaplacematrizzeméglichst
wenig Eigenwertehabensollten. Im Folgendenwerdenwir Topologienbetrachtendie diese
Eigenschaftemesitzen.Wie in Abschnitt5.2.1bereitserwahntwurde,gilt m — 1 > D. Tabelle
5.3.1zeigteinigeGraphemit m — 1 = D.

Pfade, Kreise, StarGraphen,vollstandigek-partite Graphenund Cliquen habenentweder
einengrolRenmaximalenGradoderviele Eigenwerte . Hypercubesind Lattice GraphenHyper
cubeNetzwerlke UbereinemAlphabetderGrof3ek) habernogarithmischaNertefir beideGréen.
Der NachteildieserbeidenNetzwerle ist jedoch,dasssie nur in bestimmterGro3enexistieren.
Die folgenderKlasserzeichnersichdurcheinenkleinenDurchmesseaus.

Ein (d, D)-Graphist ein Graph,desserikKnotenanzahlinterallenregularenGraphermit Kno-
tengradd und DurchmesselD maximalist [31]. Ein solcherGraphhat hochstensM
Knoten (Moore-Stiranke). Diese Schrank wird bei Cliguenangenommen.Fur d > 3 und
D > 2 wird sienurangenommenyennD = 2 undd = 3 (Petersemgraph),d = 7 (Hoffmann-
SingletonGraph,[6]) und (vielleicht) falls d = 57. Esgibt keine skalierbarekonstruktionder

5.3.Flussberechmg
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TABELLE 5.3.1. Graphemitm — 1 = D. Die Angabenin eckigenKlammern
bezeichnemlie VielfachheiteinesEigenwerts.

Graph V] Grade Spektrurmvon L m—1=D
Pfadf.) n 1,2 2—2-cos(7j) j=0,...,n—1 n—1
Kreis(n) n 2 2 — 2cos (ZTW_;) i=0,... n—1 5]
Star) n I,n—1 0,1,n 2
vollst. k-partit(r) n n— 1 0,deg(G) [n — k], ntF—1] 2
Clique(n) n n—1 0,n[n—1] 1
Hyp(d) 2d d 2j j=0,...,d d
Lattice(k, d) k4 d(k —1) jk j=0,...,d d
Petersenl3 D2/MCage(3,5) 10 3 0,2,5 2
Hoff.-Sing.47 D2/MCage(7,5) 50 7 0,5,10 2
MCage(, 6), d — 1 Primzahlpotenz z(d;i)ZSJ d 0,d+/d—1,2d 3
MCage(, 8), d — 1 Primzahlpotenz Q‘dgi);J d 0,d++/2(d—1),d,2d 4
MCage, 12), d — 1 Primzahlpotenz 2((11);—" d 0,d++/3d—=1),d+/d—1,d,2d 6

(d, D)-Graphen. Unter den gro3tenbekannten(d, D )-Graphenhabennur die in Tabelle5.3.1
anggebenerGraphereinenkleinenWertvon m.

Die (d, t)-Cage Netzwerle sind die kleinstenGraphermit einemgegebenerGradd und ei-
nemkuirzesterKreis derLanget (Taillenweite)[6]. Ein CageNetzwerkhatmindestens

w Knotenflr ungerades undmlndesten§7 Knotenflr geradeg. Ein Ca-
geNetzwerk,desserKnotenanzahmit derunterenSchranke uberelnstlmmtwlrd minimalerCa-
ge genann{MCage(, t)). Zu diesenGraphergehotren(d, D)-Graphengdie die Moore-Schranke
annehmenKreiseundvollstandigebipartiteGraphen WeitereMCage(,t) Netzwerle existieren
nur fr ¢t = 6, 8,12 undfir Wertevon d — 1, die sich als Primzahlpoten darstellenassen.Fur
MCageNetzwerle gilt m —1 = D = L%J. Die GroRBender (d, t)-CageNetzwerle sind nur fir
einebgyrenzteZahlvon Wertenfur ¢ undd bekann{113. Eszeigtsich,dassunterdenbekannten
CageNetzwerlen nur die minimalenCageNetzwerle kleine Werteflir m aufweisen.

Die (d, D)-Graphenund die MCagéd. t) Grapherhabenzwar idealeLastwerteilungeiga-
schaftensindallerdingsnichtfir jedebeliebigeKnotenanzahkonstruierbarEsgibt jedochauch
skalierbargsraphklassemit gutenLastwerteilungsaeienghafien.

Die Knodel Graphen[83] kdnnenfir jede Knotenanzahkonstruiertwerden. Ihr Gradist
|log, n | undihr Durchmesseist hdchstenslog, n|. Fallsn eineZweierpotenist, istderDurch-
messedurch [105’7””1 gegeben[52]. Diesesist eine VerbesserungegeniberdenHypercube
Netzwerlen. Es konntegezeigtwerden,dassKnddeIgrapherderGrbBer —2miti > 1 kan-
tensymmetrisclsind [69]. Nur bei diesenKnddelgrapherhabendie Laplacematrizae wenig
Eigenwerte.

ElsasserKralovic und Monien stellenin [51] zwei skalierbareGraph&milien mit polylo-
garithmischerGradund einerpolylogarithmighenAnzahl von Eigenwertervor. Und zwar hat
derrekursv definierteGraph H,, mit n KnotenhdchstenslenGradlog n + 5 und seineEigen-
wertanzahhwird von log® n dominiert. DasProduktausGradund Eigenwertanzdhist zwar bei
diesenGraphenasymptotischgeringerals bei Kreis und Clique, allerdingsist esfir kleine Gra-
phengroRer(eswurdendie Graphemit bis zu 100 Knotenbetrachtet) Der GraphG(n) ist eine

5. Statischd.astbalanciemig unabhédngigekastelemente



GraphGG ‘ Dim. d | deg(g) | mg — 1 | (G, d)

Kreis(64) 1 2 32 64
Clique©4) 1 63 1 63

— 0.3 T T
Torusg x 8)= 1 4 12 48 o——o Workstation-Cluster (PVM)
Kreis(8)? 2 2 4 16 oo Cray T3E (MPI) A
H = 1 6 6 36

yp(6) T o2
Hyp(2)3= 3 2 2 12 i e
2
Hyp(1)® 6 1 1 6 3
Lattice@d, 3) = 1 9 3 27 S 01 / vvvvvvvv 5
Clique@)® 3 3 1 9 ﬁf P
D'“‘D‘

Butterfly() 1 4 10 40 ;%‘n/ -
DeBruijn(s) 1 4 17 68 % 50 100 150 200
KnadelG4) 1 6 33 198 Versendete Nachrichten pro Knoten
Cageg, 6) 1 6 3 18
Knédel62) 1 5 7 35
G(64) 1 4 8 32

ABBILDUNG 5.3.1. EigenschafterverschiedeneGraphen. Bei kartesischen
Produktenhabendie Graphenstetsdie Form G = ¢?. Die Anzahl Eigenwer
te von g wird mit m, bezeichnetEsgilt alsoc(G, d) = d (mg — 1) deg(g). In
demDiagrammsinddie LaufzeitendesOPTIT Algorithmusiberdie Anzahlder
von jedemKnotenversendeteNachrichtenaufgetragenDie auf der Cray T3E
gemessenereitensindim Diagrammmit 10 multipliziert.

Modifikation einerHypercube SeinGradwird vonlog n dominiertunddie AnzahlseinerEigen-
wertedurchlog? n. Auch hierist bei denmeistenGraphemit bis zu 100 KnotendasProduktaus
Gradund Eigenwertanzahfiro3erals beim Kreis, es stellt sich aberheraus dassdie Instanzen
G(48) undG(64) sehrguteEigenschaftemaben(vgl. Tabelle5.5.2).

Die Tabellein Abbildung 5.3.1zeigteinenVemleich verschiedeneGraphemmit jeweils 64
Knoten(auRRerCage(, 6) undKnddel2) mit 62 Knoten).Die zweite Spaltebeziehtsichaufdie
Anzahld derIterationender duf3ererSchleifevon OPTFIT. In allen Fallenmit d > 1 handeltes
sichbei denkartesischeProdukterum PotenzereinesBasisgraphenDie Spaltendrei undvier
enthaltendenGradund die Anzahlder Eigenwerteder BasisgraphenDie flinfte Spalteenthéalt
die Anzahlc¢(G, d) derNachrichtendie von OPTFIT pro Knotenmaximalgeneriertverden.

Esgilt beispielsweisddyp(6) = Hyp(2)® = Hyp(1)®. Jenachdem,ob OPTFIT mit 1, 2 oder
3 Dimensionerdurchgefuhriwvird, erhalternwir jeweils unterschiedlich&Vertefur ¢(G, d). Und
zwarwird ¢(G, d) fur groRemwerdended kleiner Wie wir im nachsterAbschnittseherwerden,
vergroRertsich allerdingsin diesemFall dasFlusswlumen Fird = 1 ist derWertc¢(G,d) am
grotendafirerhalterwir aberin diesemFall denis-minimalenFluss.

DasDiagrammin Abbildung5.3.1zeigtdenlinearenZusammenhangwischenc(G, d) und
derLaufzeitdesOPTFIT Algorithmus.DurchlineareRegressionerhaltenwir

TSOU & 1.2ms- (G, d) + 17ms und T or™) ~ 0.084ms- ¢(G. d) + 0.98ms .

5.3.Flussberechmg
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5.4. Lastmigration

NachdenderFlussberechneist, beginnendie Knotenmit derMigrationsphas. Esseiv € V/
ein Knotenv mit denNachbarnwy, ..., v, im MigrationsgraphM;(2). Der Knotenmussden
Lastbetragr, ,,,) andenNachbarnw; schiclen. Da die initiale Lastw, hierfur eventuell nicht
ausreichtwird die Lastgegebenerdlls in mehrererPortionentransportiertlm einzelnererfolgt
die Migration der Objektewie folgt.

Die Anzahlder nochan denNachbarnv; zu versendendehastelementeavird dabeiin der
Variablenout, ., gespeichertdie dementsprechenahit z(, ) initialisiert wird. Anschlief3end
wird out, ,; jedesMal, wennv Lastelementean v; schickt, modifiziert. Die Migrationsphae
terminiert, sobaldout, ,, = 0 gilt fur alle (v, w) € E!. DieseBedingungwird nacheiner
endlichenAnzahlvon Schrittenerfullt, dadie von OPFIT erzeugteri-lissekreisfreisind.

Der Verteilungsalgnthmus wird ausgefiihrtsobaldder Flussberechnetst und danachim-
mer dann,wenn Lastelementeson anderenkKnoten empfingenwordensind. Es seiout, :=
E(u,w)eE" out, ,, dernochauszulieferndd-lussvon v zu einemdieserZeitpunkte. Falls out,
nicht groRerals die aktuelleLastist, kanndie gesamteauszuliefernde.astin einemSchrittbe-
dientwerden.Ein Konflikt entstehimmerdann,wennout, gré3eralsdie momentand.asteines
Knotensist. In diesemFall mussentschiedemwerden,wie viele Elementean welchenNach-
barn versendetwverdensollen. Es ist bekannt,dassjeder lokale Greedy-Algorihmus, der bei
einemKonflikt seinekompletteLast verschickt,hdchstens,/n-mal so viele Schritte benétigt,
wie ein optimalerAlgorithmus[44]. Die hier verwendetdroportionalheuistik gehortzu dieser
Algorithmenklase. Sie bevegt denAnteil out, ., /out,, dermomentarverfugbarerLastanden
Knotenwv;. Die Lastwird alsovorzugsweisén die RichtungdergréfitenSenlen bewvegt.

Um denAufwand der Migration messerzu konnen,fihrenwir logischeKommunikatios-
rundenein. Wir bezeichnemit »(v) die Rundennummevon Knotenw. Initial gilt »(v) = 0
fur alle v € V. JedeNachrichtwird mit der Rundennummedessendendeiknotensplus eins
versehenJededvial, wennein Knotenv eineNachrichtempfangtsetzter seineRundennummer
aufdasMaximumvonr(v) undderRundennummar derNachricht.Wir definierendie maximale
Rundennummer durchr := max,ey r(v).

Beider Aufwandsabsditzung derFlussberechmgsgasekonntenwir die Latenzzeitwegen
der kleinen Nachrichtengré@n durch eine KonstanteL ausdriickn. Bei der Migrationsphae
spielt die GréReder Nachrichteneine entscheidend®olle. Wir modellierenden Einflussder
Nachrichtengré®, indemwir davon ausgehendasseine Nachrichtder Gré3es eine Latenzzeit
von s L verursachtWir kénnensomitdie Migrationszeitbeschranén:

Tm < r(deg(G)o+ f(z)L) .

Die Werter und f (z) hdngervom Lastflussab,derwiederumvonderTopologieunddesFlussbe-
rechnungserfahrexs abhdngtim Folgenderbenutzerwir zweiLastszenarioam diesenZusam-
menhangyenauerzu untersuchenln demPeak-Szenaricsetzerwir w; aufeinenpositvenWert
undauBBerdemw; = 0 fir 2 < i < n. DasPeak-Szenarionodelliertsomit sehrunbalancierte
Lastsituationenin denennur wenige Knoteninitial tberden Grof3teilder Last verfligen. Um
Anwendungerzu modellierendie einebalancierterdusgangslashabenpetrachtenwvir dasZu-
fallsszenaripin demwir die EintrAgevon w zuféllig gemél¥einerGleichwerteilung bestimmen.

IHier gehenwir von demidealisierterFall aus,dassdie Lastenbeliebigteilbarsind.

5. Statischd.astbalanciemig unabhédngigekastelemente
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G r | Ily(x) | Migrationszeit

O—o0 Kreis(64)

;‘ o—e Clique(64) Cray N OW
8 08 e [s] [s]
"5 A-—-A Hyp(1)"6 .
Kreis@¢4) |32|35638| 1.19| 6.9
€ s - Clique(64) | 1| 6350| 0.38| 2.0
5 __,_:’y =
f e Hyp(6)= 6| 22755/ 0.40| 2.1
. — Hyp()?= | 6|32790| 0.47| 2.1
0 Hyp(1)® 635919/ 0.53| 2.1
0 12800 25600 38400 51200

Peak-Last [Anzahl von Lastelementen]

ABBILDUNG 5.4.1. Dauerder Migrationsphasdiir verschiedenélopologien
bei Peak-Last. Das Diagrammzeigt den Zusammenhangwischender Grof3e
der initialen Last und der Migrationszeit. Die Experimentewurdenauf einer
Cray T3E durchgefiihrt Die nebenstehendeabellesetztdie Migrationszeitund
dielo-Norm desFlussesn Verbindung.

5.4.1. Das Peak-Szenario. Das Diagrammin Abbildung 5.4.1 zeigt auf der Cray T3E ge-
messendligrationszeitenBei denExperimenterwurdenbis zu51200Lastelementauf Knoten
0 generiert(jedesLastobjektbestehtaus 150 Bytes). Es wurdenfinf Topologienmit jeweils
64 Knotenbetrachte{Kreis, 3 Konstruktione desHypercubeNetzwerlesunddie Clique). Die
nebenstehendEabellezeigt die Anzahlder Kommunikatimsrurdenr, die lo-Norm desFlusses
und die Migrationszeitfur die Cray und das Clustersystenbei einerinitialen Last von 51200
Lastelementen.

In allen Fallenstimmtder Wert fir » mit demDurchmessedesNetzwerles Uiberein. Inter
essanterweismussdiesesnicht notwendigerweisder Fall sein[44].

Fur einefesteinitiale Lastist der Knotenflussf(z) in allen Fallengleich. Die langeDauer
derMigrationsphasém Falle derKreistopologieentstehtdurchdengroRenrDurchmesserErwar
tungsgemaRanndie Migrationszeitdeutlichverkirztwerden wennwir Topologienmit kleinem
Durchmesseverwenden.

Die drei Zeitenfur die Hypercubebeziehersichauf die drei Méglichkeiten derFlussberech-
nung(OPT, OPTFIT bzgl. Hyp(2)? undOPTFIT bzgl. Hyp(1)®). Von dendrei Variantenwerden
die Kantenin unterschiedlicem Maf3efur die Migration genutzt. DasOPTVerfahrenbenutztalle
KantenderTopologiefir die Lastwerteilung Dageyenhangtdie AnzahlderKanten,liberdie Last
migriertwird, beider OPTIT Methodeder AnzahlderDimensionerah Beispielsweiseverden
bei sechdDimensionemur 63 Kanten,alsoetwa nur ein Drittel der Kanten,genutzt.DieserZu-
sammenhangird auchan dengemesseneh-NormendesFlussesdeutlich. Die unbalancierte
Verteilungder Kommunikationkst fiihrt bei der Cray zu einerVerlangerungler Migrationszeit.
Auf dem Clustersystenist dieserEffekt nicht zu beobachtenwas auf die hohenAufsetzzeiten
zurlckzufihrerist. Insgesamwvird die Migrationszeitbei Peak-Lastlsoim wesentlichervom
Durchmessebeeinflusst.

5.4.2. Zufallige Ausgangslast.Der Abstandim NetzwerkzwischenKnotenmit grol3erund
kleinerLastist beieinerzufallig gevahltenAusgangslasteutlichkleineralsbeimPeak-Szenario.

5.4.Lastmigration
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TABELLE 5.4.1. Diedurchschnittlice Rundenzahif unddie DauerderMigrati-
onsphaséiir verschiedend@opologienbei zufallig gewvahlterinitialer Last. Alle
Eintragesind Durchschnittswerte von 10 Experimenterbei einer initialen Ge-
samtlastvon 51200Lastelementen.

G T f('l) ZQ(I) Tm Tm/f('r) Tm/l?(l’)
Cray | NOW | Cray | NOW | Cray | NOW
[s] | [s] | [ms]| [ms] | [pus]| [ms]

Kr eis(64) 3.3|4067| 7591| 0.076| 0.54 | 0.018| 0.13 | 9.6| 0.07
Clique(64) 1.0| 875| 478|0.026| 0.60 | 0.030| 0.69 | 53.6| 1.27

Torus@ x 8)=|1.8| 1195| 2338| 0.024| 0.51 | 0.020| 0.43 | 10.4| 0.22
Kreis(8Y 2.2|1641| 3239| 0.029| 0.61 | 0.019| 0.37 | 9.6| 0.19

Lattice(4,3)= | 1.3| 929| 1345| 0.022| 0.44 | 0.024| 0.47 | 16.8| 0.32
Clique(4¥ 2.1|1950| 1919| 0.027| 0.60 | 0.022| 0.48 | 14.4| 0.32

Hyp(6)= 2.1| 970| 1679|0.022| 0.49 | 0.023| 0.50 | 13.6| 0.29
Hyp(2)'= 2.1| 1282 2481|0.025| 0.51 | 0.019| 0.40 | 9.6| 0.20
Hyp(1Y 1.3| 1355| 2733| 0.028| 0.64 | 0.020| 0.47 | 10.4| 0.23
Butterfly 2.0| 1214| 2288| 0.024| 0.50 | 0.020| 0.41 | 10.4| 0.22

DeBruijn(6) | 1.7| 1219| 2314| 0.026| 0.54 | 0.022| 0.44 | 11.2| 0.23
Knodel(64) | 1.4| 991| 1376|0.021| 0.52 | 0.022| 0.53 | 12.8| 0.31
Knodel(62) | 1.4| 998| 1850| 1.022| 0.45 | 0.022| 0.45 | 12.0| 0.24
Cage(66) | 1.4 1063| 1624|0.023| 0.49  0.022| 0.46 | 14.4| 0.30

Somitist auchdie AnzahlderMigrationsrunderkleiner Die Tabelle5.4.1zeigtdie durchschnitt-
liche Anzahl7 derMigrationsrunén, die bei denunterschiedlichefopologienbendtigtwerden.
AulBerim Falle desKreiseswerdendurchschnittlichthdchstengwei Rundenbendtigt. Die An-
zahlder Rundenhatalsoim Gegensatzzum Peak-Szenariaieinenentscheidendekinflussauf
die Migrationszeit.

Der dominierendéParametelist die DauereinerMigrationsrune, die wiederumvon derzu
versendende@atenmengealsovom Knotenflussf (x), abhéngt. Abbildung 5.4.2(b)zeigt die
deutlicheKorrelationzwischendemKnotenflussf (z) undder Migrationszeit.Wir kdnnenkeine
perfekteKorrelationerwarten, da die KostenfunktionT,,, auchvom Grad und der Anzahl der
Kommunikatiosrurden abhangt.Der Knotenflusgst zu pessimistischim Falle desKreisesund
zu optimistischim Falle der Clique. Ein Grundhierfur liegt im kleinenKnotengraddesKreises
undim groRenGradderClique.

Die in Tabelle5.4.1aufgelisteterKnotenflisseeigen,dassder Knotenflusssavohl von der
Topologiealsauchvom FlussberechnysverfahrerabhangtJemehrDimensionergetrennton-
einandebehandeltverdenum sogréfRemwird derKnotenfluss.

Um dieseszu verstehenpetrachterwir zum Beispieldie Kreis(8} Topologie. In derersten
IterationbalanciertOPFIT 8 Kreisegleichzeitig. Im Falle einerzufélligeninitialen Lastwertei-
lung ist das Systembereitsnachdiesererstenlteration gut balanciert. Die Experimentehaben

5. Statischd.astbalanciemig unabhédngigekastelemente
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ABBILDUNG 5.4.2. Die beidenDiagrammebeziehensich auf die Messungen
aufdemClusterSystem.DasDiagramm(a) zeigtdie DauerderMigrationsphas
in Abhangiglkit der Gesamtsysteméh. JederEintragist ein Durchschnittswer
von 10 Messungemnit derselberGesamtlastDasDiagramm(b) korreliertden
Knotenflussunddie Migrationszeit.Esbasiertauf 3000Experimentenglie unter
anderemmit denin der Tabelle5.4.1 gezeigtenTopologiendurchgefihriwor-
densind. JederPunktzeigtdendurchschnittlicen Knotenflusssawie die durch-
schnittlicheMigrationszeitvon 10 Experimentemit derselbennitialen Gesamt-
last.

gezeigt,dassnur etwa 20% des GesamtflusseBber Kantenlauft, die in der zweitenDimensi-
on liegen. DiesesPhdnomerhat zwei KonsequenzenErstensfiihrt eszu einerunbalancierten
Verteilungder Kommunikatimslast auf denKanten.DiesenEffekt habenwir bereitsbeim Peak-
Szenaridbeobachtekdnnen.ZweitenswerdenpotentielleBalancierungsartrer nichtin Verbin-
dunggebrachtvennsiesichin unterschiedliche®imensionerbefinden.Diesesfihrt wiederum
zu uberflissigemMigrationenund somitzu einemhohenknotenfluss.

DasOPT VerfahrenerzeugtkleinereKnotenfliisseda es alle Kantengleichberechtighutzt
und somit unnétigeMigrationenvermeidet. Dieser Zusammenhangwischender balancierten
Kantennutzundl,-Norm desFlusses)und der GrolRedes Kommunikatbonsvolunens (Knoten-
fluss)wird auchandenin Tabelle5.4.1gezeigterMessungereutlich. Kleine Wertevon I5(z)
implizierenin allen Fallenauchkleine Wertevon f(x). Die Diffusions\erfahren scheineralso
durchihrenls-minimalenFlusseinenFlusszu erzeugengerauchstetssehrgutin Bezugaufden
Knotenflusgst. Im Falle der Cliqueist derKnotenflussn der Tat minimal.

LEMMA 5.4.1 Der eindeutig /o-minimalebalancieendeFlussder Cliquemit » Knotenund
eineminitialen Lastvektorw €lR™ hatdenKnotenflussf(x) = maxi<;<, |w; — @| = Aw.

BEwEIS. Die Laplacematrixder Clique hatdie Eigenwerted undn. SomitberechneOPT
denly-minimal Flussin einer Iteration und der Betragdes Flussesiiber eine Kante {u, v} ist

gerade'“'“%“". Der Knotenflussinesknotensu ist alsogegebendurch

_ |wv - wul
fiy = 5 bzl

ueVv
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Es seienwmin und wnax die kleinstebeziehungsweisdie grfj_rSteinitiaIe Lastundesseiv ein
beliebigerknoten. WeiterseiV’, := {u € V | w, < w,}undV, :={u €V | w, > w,}. Falls
[V,| < |V.] ist, danngilt

Z |u'v - wu| < |KL| (wz' - U’min) + Z Wy — Wy

ueV u€V,
< E Wy — Wy + ('U'U - U"min)
uE?r
S E Wy — Wmin -
ueV

Andernblls gilt 3~ oy |wy, —wu| < 37,y Wmax— w.,. Folglichist

W, — W, \ Wy — Wmi w — W,
f(t‘) — Z | v u| S HlaX{Z u m|n7 Z max u} S A‘w.
) n n

n

ueV ueV ueV
Nun folgt die AussagedesLemmasausder Tatsachedassfur mindestenginender Knotenmit
minimalerodermaximalerLastderKnotenflusgyleich Aw ist. O

Der Knotenflussinesbalancierendeflussesauf einerbeliebigenTopologieist alsominde-
stensso grol3,wie derder Clique mit derselberkKnotenanzah{und derselberinitialen Last). In
diesemSinneverhéltsichdie Clique optimal. Wie wir allerdingsgesehermabenjst dasMal3des
Knotenflussesvegen deshohenKnotengradesler Clique zu optimistisch. Abbildung 5.4.2(a)
zeigt, dassbei VerwendungdesOPT Verfahrensdie Migrationszeitder Clique grof3erist als die
derHypercubepbwohl derKnotenflussderCliquekleinerist.

Dennochbleibt als Fazit festzuhaltendassein kleiner Knotenflussdie Hauptwraussetzug
fur eine kurze Migrationsphas ist, und dassder /s-minimale FlussdesOPT Verfahrenskleine
KnotenflUssdiefert.

5.5. Balancierungslosten

Die Untersuchungler Flussberechnusghae und der Migrationsphas hatgezeigt,dassso-
wohl die Wahl derTopologiealsauchdie desFlussberechnuysverfahreadie DauerderLast\er
teilungsphaséeeinflusst.

Fur eine schnelleFlussberechnungollte der Knotengradklein seinund die Laplacematrix
sollte wenig Eigenwertehaben.Falls die Topologieals kartesische®roduktdagestelltwerden
kann,kanndie FlussberechnundurchBenutzungdesOPTIT Verfahrensbeschleunigtverden.
Diesesgeschiehdannallerdingsauf Kostender AusgelichenheitdesFlusses.Die Dauerder
Migrationsphas@éngtvonderLastsituatiorah Wenndie zugrunddiegendeAnwendung_astsi-
tuationenerzeugtdie ehermit demPeak-Szenariau vergleichensind, ist esentscheidendjass
die TopologieeinenkleinenDurchmessehat. Wennsie ehermit einerzufélligenVerteilungder
Lastzu vemleichenist, dannsollte dervon der FlussberechnunerzeugtekKnotenflusamoglichst
klein sein.

Esist somitim Allgemeinenein Kompromisszwischendem Aufwand, der in die Flussbe-
rechnunginvestiertwird und der gesamterBalancierungsat zu finden. Betrachtenwir hierzu
als Beispiel die Hypercubemit 64 Knoten. In diesemFall dauertdie BerechnungdesFlusses
bei Verwendung/on OPFIT mit 6 Dimensioner0.06 SekunderaufdemHPCLine-SystemDie
BerechnunglesFlusseanit demOPTVerfahrendauertetwa doppeltsolang.

5. Statischd.astbalanciemig unabhédngigekastelemente
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ABBILDUNG 5.5.1. VemgleichderBalancierungsievon OPTund OPTFIT bei
VerwendungeinesHypercubeNetzwerksfir verschieden&ystemlasten.

Bei einerDurchschnittslaston 10 werdenbei Verwendung/on OPFIT mit 6 Dimensionen
0.12 Sekunderfur beidePhaserbendtigt. DageyenbendtigtOPT 0.23 SekundenDie Situation
andertsichbei gréRererDurchschnittssten Bei einerdurchschnittlicher.astvon 800 lohnt es
sich,denl,-optimalenFlusszu berechnengahier OPFIT mit 0.7 SekundenéangerZeit benétigt,
alsOPTmit 0.62 SekundenAbbildung5.5.1veranschaulidhdiesenZusammenhan

Wenn die Anzahl der zu verteilendenLastelementealso klein ist, wird es sich nicht loh-
nen,denl,-minimalenFlusszu berechnenin diesemFall sollte die DauerderFlussberechmg
mit Hilfe desOPTFIT Verfahrensmdglichstgeringgehalterwerden. Die Wahl einergeeigneten
Kombinationaus Topologieund Flussberechnusgerfahren ist also anwendungsabhgiy und
wird daherim Einzeliall durchExperimentezu bestimmersein.

Die Tabellen5.5.1und5.5.2zeigenBeispieleregularerTopologien,derenLaplacematrizen
wenig Eigenwertehaben . Bei denfett gedrucktentopologienistihre Anzahlbeziglichderregu-
larenGrapherminimal. Im einzelnerenthéltdie linke Spaltedie Knotenanzahlind die nachsten
acht Spaltenenthaltendie GraphenderenKnotengradder Angabein der Kopfzeile entspricht.
Bei denGraphenin derzweitenSpaltehandeltessich alsoum Graphenderenmaximalerkno-
tengrad3 ist. Die rechteSpalteenthéltbezuglichderanggebenerGrapherdasminimaleProdukt
ausmaximalenGradund der Anzahl der Eigenwertesowie in Klammerndie Grade,bei denen
diesesProdukterreichtwird. Die Graphersindin derForm*“m —1[(¢)], Bezeibnung Durchmes-
ser’ notiert. In denFallen,wo deroptionaleWert: anggebenist, wurdenalle nichtisomorphen
regularenGrapherwie in [109, Kapitel 3] erzeugt.Und zwar bezeichnet hierjeweils die Anzahl
nicht isomorpherGraphenmit einer minimalen Anzahl von Eigenwerten. Die Bezeichnungen
sindnachTabelle5.5.3gewahlt.

An denTabellenwird deutlich,dassvor allemfir gréRereKnotenanzahlemur wenigegute
Topologienbekanntsind. Die Entwicklung von Graphklassemmit wenigenEigenwertenund
kleinemGradwie H(n) undG(n) [51] sinddaherfir Lastwerteilungszweckeein Gebiet,aufdem
weitereForschungnétig seinwird.

5.5. Balancierunggosten
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TABELLE 5.5.1. Lastwerteilungstpologien mit bis zu 32 Knoten.

5.6. Vergleich von Diffusion und Workstealing bei verteiltem Farming

In diesemAbschnittbetrachterwir dasProgrammierparagima desverteiltenFarmings Im
Gagyensatzum Farming bei dem Aufgabenvon einemausgezeichnetelRrozesgdem Farmer)

erzeugtwerden,generiererbeim verteiltenFarmingalle Prozessorehast. Im erstenFall stellt

sichdie FragenachderZuteilungderAufgabenandie ArbeiterprozesseBeimverteiltenFarming

5. Statischd.astbalanciemig unabhédngigekastelemente
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TABELLE 5.5.2. Lastwerteilungsbpologienmit 33 < |V] < 64.

Kapitel behandelteastwerteilungsverfaten dar. AnwendungerdiesesParadigmadindensich

lung notwendig. DiesesAnwendungsmster stellt einenatirlicheAnwendungfir die in diesem
zumBeispielbei derparallelenTabu-Suchg13].

werdendie Aufgaberbereitsvon denArbeiterprozessearzeugundsomitist ehereineUmvertei-
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Bezeichnung Beschreiling

clique Clique

ckP Vollstandigerk-partiterGraph

ddDD KleinsterregularerGraphmit Gradd und DurchmesseD

Hypk Hypercubeder Dimensionk

Lat(k, a) Lattice-GraphderDimensionk UbereinemAlphabetderGréf3ea
T(a x b) a x b-Torus

CCCk CubeConnectedCyclesNetzwerkder Dimensionk

Bflyk Butterfly NetzwerkderDimensionk

CL Zirkularer Graphmit minimalerEigenwertanzaH 6]

CT(, 1)) k andenBlatternidentifiziertek-areBaumemit jeweils! Ebenen
(m)cagef,b) | (Minimaler) CageGraphmit Parameterm undb

ram, b, c) RamanujarGraphmit Parameterr, b undc

hbw(n.d,t) | Graphmit Taillenweite> ¢ und grof3terBisektionsbreite

G(n) G-Graphmit n Knoten[51]

TABELLE 5.5.3. Bezeichnungederin denTabellen5.5.1und5.5.2aufgefihy
tenTopologien.

VDS stelltfur diesedParadigmam wesentlicherdie folgendenTechnilen zur Verfligung.

(1) Work-Stealing Work-Stealingist eine Standardmethodiir empfangeinitiierte Last-
verteilung. Sobaldein Prozessokeine Aufgabenmehrzu erledigenhat, sendeter eine
Anfrage an einenzuféllig ausgavahltenProzessorSobaldein noch beschéftigtePro-
zessorine Anfrageempfangtteilt er seineLastmit demanfragenderozessor

(2) OPTFIT. Wir werdenuns hier auf die Berechnungles/,-minimalenFlussesezuglich
der HypercubeTopologiebeschrangn Die Lastwerteilungkannentwedetin einervon
der Abarbeitungder AufgabengetrennterPhaseerfolgen (dedizierteDiffusior) oder
parallelzur eigentlichenAbarbeitung(nebenlaufig Diffusior). Daim zweitenFall die
Aufgabenbearhting parallelzur Lastwerteilunggeschiehtist eineder Grundwrausset-
zungenfur die VerwendunglesDiffusionserfalrensverletzt. Die berechneteffrlisse
werdenalsoim Allgemeinennichtmehrbalancierendein.

Abbildung 5.6.1 zeigt einenVergleich von Work-Stealing dedizierterDiffusion und neben-
laufiger Diffusion. Das Diagramm(a) zeigt, dassdie dedizierteVariantewenigereffizient als
Work-Stealingst. Diesediegt andenWartezeiterwéhrendder Flussberechn@splrase.Die ne-
benlaufigeDiffusion ermdglichthdhereEffizienzen,dasie die Last balanciertund somitdie bei
Work-StealingauftretenderineffizienzengegenEndeder Rechnungrerhindert.

Wenndieinitiale LastjedesProzessorsogrof3ist, dasglie ProzessorewahrendderFlussbe-
rechnungausgelastesind, dannist ein balancierendeFlussfir die initiale Lastsituationauch
balancierendir die SituationnachderFlussberechnunddiesesst nichtderFall, wennwéhrend
der FlussberechnunpereitsProzessorennbeschéaftigsind. In diesemFall belommendie un-
beschaftigterProzessoreru viel Lastzugeteilt,so dasssie mehrZeit fir die Bearbeitunghrer
Aufgabenbendétigenals Prozessorerdie wahrendder Flussberechnunigeschéftigsind. Dieser
Effekt ist in Abbildung5.6.1(b)zu sehen.Der Einbruchder Systemauslastungm Anfang der
Berechnundnatzur Folge,dassichtalle Prozessoregleichzeitigihre RechnundeendenDiese

5. Statischd.astbalanciemig unabhédngigekastelemente



1.0
64 - PP ) W
______ e T
......... =5 A
0.8 b g _A—L w// §
. o 4
e U S 48 t
L "
= =4
N A = g
& 06 iy 2 ——— Work-Stealing (schattiert)
8 TRTF Qa2 Nebenlaufige Diffusion
in] 4 ;a/ [
i a
ja% o8 Nebenlaufige Diffusion
4 J A-—-A Work-Stealing
0. /7 G—o6 Dedizierte Diffusion 16
4ig
y
8/
0.2 0!
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0 0.25 0.5 0.75 1
Berechnungszeit / Lastelement [Sek.] Zeit [Sekunden]
(a) (b)
Nebenlaufige Diffusion (Peak-Last) 6a |

N
®

Prozessoren

w
N

16

—— Work-Stealing (schattiert)
Nebenlaufige Diffusion

0 0.5 1 15 2 25 3
Zeit [Sekunden]

() (d)

ABBILDUNG 5.6.1. Vemleich von Work-Stealingund Diffusion fur verteiltes
Farming. Die Experimentevurdenauf 64 KnotendesHPCLine-Systmsdurch-
geflhrt. Fur die DiffusionseperimentewurdedasOPTVerfahren auf einerHy-
percubeangevendet.Die Diagrammega) und(b) beziehersichaufeinezufallige
initiale Lastwerteilungvon 3200Aufgaben.DasDiagramm(a) setztdie Effizienz
der Gesamtberechngrunddie BerechnungszejedereinzelnerAufgabein Be-
ziehung. JederPunktreprasentiertlie mittlere Effizienz von 20 Experimenten.
DasDiagramm(b) zeigtdie AnzahlderbeschaftigterProzessoreheieinerAuf-
gabenberechnusget von 10 Millisekunden. Zur Verdeutlichungst der Graph
unterder Work-Stealingkurve graudagestellt.Die Diagramme(c) und(d) stel-
len die Situationbei einerinitialen Peak-Laswvon 640 Lastelementetind einer
Bearbeitungsievon 0,2 Sekundemar. DasAusfuhrungsprfil (c) zeigtdie Aus-
lastungderProzessorehei Verwendungron nebenlaufigebiffusion.

Ineffizienzenkénnenbeispielsweisalurch die Initiierung weiterernebenlaufigetastbalancie-
rungsphasenderdurchdie anschlie3endAktivierungvon Work-Stealingverringertwerden.
Dennochkann genaudiesesProblemdazufiihren, dasssich Work-Stealingbessewerhalt,
als nebenlaufigdiffusion. Wenndie Lastam Anfangsehrunbalancierist, entsteherbeim Dif-
fusionserfatren Ineffizienzeneinerseitsdurch Wartezeiterwdhrendder Flussberechnungnd
andererseitsladurchdassder Flussbeziglichder Lastsituatiomachder Flussberechnungicht
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balancierendst. Dageyenschaft esWork-Stealingsehrschnell alle Prozessorenubeschaftigen.
Die Diagrammes.6.1(c)und(d) illustrierendiesenZusammenhangneinerPeak-LasSituation.

In derin [13] betrachteteparallelenTabu-Suchehatsichin denExperimenterie Work-Stealing

Methodealseffizienztererwiesen.

Diesesist ein Beispieldafir, dassoft die Wahl einespassendehastwerteilungsiorithmus
starkanwendungsaléimgig ist undmit Hilfe von Experimenterbestimmiwerdensollte. VDS un-
terstutzdieseEntwicklungsphsedurchdie NutzunggeeigneteBtandardeinstiingen unddurch
die Mdoglichkeit, Lastwerteilungsajorithmen und derenParameteiohnedie Neulbersetzundes
parallelenProgrammsustauschenu kbnnen.

5. Statischd.astbalanciemig unabhédngigekastelemente



KAPITEL 6

Das LastverteilungssystemvVDS

Die AbkirzungVDS stehtfir ,Mirtual Data Space”. DieserNameverkoérpertdie grundle-
gendeldeedesSystems Aus der SichtdesProgrammierergrzeugteine VDS-Anwendung
Aufgaben,die UbereinenglobalenDatenraunfir jedenProzessorugreifbarsind. Sobaldein
Prozessobereitist, Aufgabenzu berechnennimmt er sich AufgabenausdiesemDatenraum.
Auf dieseWeisewird derVorgangderLastwerteilurg vollstandigvon der Anwendungentkoppelt.
Die Tatsachedassessich bei diesemDatenraunmeigentlichum verteilte Lastcontainehandelt,
derenLastdurch Lastwerteilungalgorithmen gesteuerwird, bleibt dem Benutzer(weitgehend)
verbogen.

Abschnitt6.1gibt einenUberblickiiberdenStandder ForschungaufdemGebietderLast\er-
teilungsumgetbngen. In Abschnitt6.2wird dasKkonzeptvon VDS beschrieberynd Abschnitt6.3
beschreibtlie in VDS integriertenLastwerteilungmehoden. AnschlieRendeigendie Abschnit-
te 6.4 und 6.5 die Benutzungvon VDS sawie einenexperimentellerivVergleich mit drei anderen
Lastwerteilungserfahen.

6.1. Standder Forschung

Die erstenUmgehlungen,die dem Anwendungspragnmmierer die Aufgabeder Last\ertei-
lung abnahmenwurdenvor etwa 10 Jahrenvorgestellt. SeitdemwurdenzahlreicheneueSyste-
me entwiclelt, die sich in denunterstitzterParadigmenund Lastwerteilungsechnken oderin
denverwendeterKonzepterfir die Aufgabenbeschreibungnterscheidenln der Tabelle6.1.1
sindeinigerelevanteLastwerteilungsmgebunge aufgelistet.In denfolgendenAbschnitterwird
naheraufdieseUmgelungenundaufihre Beziehungzu VDS eingegangen.

6.1.1. Unstrukturierte Berechnungen. Kommunikatimsbbliothekenwie PVM oder MPI
ermdoglicheneszwar, kommunizierend Prozesseu erzeugensie stellenaberkeine Last\ertei-
lungsmethoderzur Verfigung. Zu den Systemengdie nebender Funktionalitdtdes Nachrich-
tenaustauschauch Lastwerteilungéunktionen anbieten,gehérenChare Kernel [12(], Parallel
Objects(PO) [34], CoPA[37], BALANCE[ 73] undPaLaBer[10§. DasvondiesenSystememn-
terstutzteparalleleProgrammierpadignaist somitderNachrichtenaustesch Sieunterscheiden
sichin derArt, in dersiedie Aufgabenreprasentieren.

In CoRA, PaLaBerund BALANCE bestehkeineparalleleAnwendungauseinerMengekom-
munizierendeProzesseDie Systemezielendaraufab, verteilte Systemdiir grobgranularen-
wendungerzu nutzen.CoFA unterscheidesichvon denandererbeidenSystemerdadurchdass
esdie Platzierungder Aufgabenstatischplant. Hierfir mussder Kommunikatimsgph vor der
Ausfuhrungbekannsein. Wahrendder AusfihrungsammelidasSystemnformationeniberdas
RechenundKommunikationgerhaltenderAnwendunggdie beidernachsterPlatzierungertick-
sichtigt werden. Fur die Planungwerdenin CoFA die Partitionierungstbiothek PARTY [111]
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TABELLE 6.1.1. Lastwerteilungungehungen Die ersteSpalteenthaltdie Na-
menderSystemedie zweitegibt AuskunftdariiberobessichumeineBibliothek
oder eine Programmiergache handelt,die dritte enthaltdie Datenstrukturen,
mit denendie Aufgabenbeschriebemverden,die vierte listet die unterstitzten
Programmierpadignen auf und die flinfte Spaltezeigt die von den Systemen
verwendeter.astwerteilungsigorithmen.

System | Typ | Lastbeschr | Paradigmen | Lastverteilung

CHARE Sprache Datenstrukt.| aktive Nachrichten ACWN

Charm++ Sprache Datenstrukt.| aktive Nachrichten ACWN

PalLaBer Bibl. Prozess Nachrichtenaustausch hierarchischéMlethode

BALANCE Bibl. Prozess Nachrichtenaustausch, | zentralisierteMethode
Client/Sener

PO Sprache Datenstrukt. Nachrichtenaustausch Diffusion

CoRA Bibl. Prozess Nachrichtenaustagh Partitionierung,SA

Dynamo Bibl. Datenstrukt. unabhangigéufgaben —

Cilk Sprache C-Funktion | strikteBaumberechnung | Work-Stealing
globaleVariablen

PM? Bibl. C-Funktion | Fork-Join,unter verteilteMethodemit
brechendeScheduling globalerKommunikation

DTS Bibl. C-Funktion | Fork-Join Work-Stealing

DOTS Bibl. C++-Meth. | Fork-Join zentralisierteMethode

RAPID Sprache C-Funktion | DAG-Planung Planungsheuristiken

PYRROS Sprache C-Funktion | DAG-Planung Planungsheuristiken

VDS Bibl. Datenstrukt. Nachrichtenaustausch, Diffusion,Dimension
(gewichtete)unabhangige | ExchangeWork-
AufgabenstrikteBaum- | Stealing,Pie-Mapping,
berechnungDPAG-Planung| ETF

Mentat Sprache C++-Meth. | datengetriebene Graphpartitionierung
Berechnung

Athapascan-1 Sprache C++-Meth. | datengetriebene Work-Stealing,
Berechnung Planungsheuristiken

ICC++ Sprache C++-Meth. | datengetriebene initiale Datenplat—
Berechnung zierung,Work-Stealing

ParList Bibl. Feld Gebietszerlgung lokale Austauschheur

Dome Bibl. Feld Gebietszerlgung lokale Austauschheur

PadFEM Bibl. FEM-Netz | Gebietszerlgung Diffusion

Millipede Sprache C-Funktion | globaleVariablen zentralisierteMethode

und SimulatedAnnealing(SA) benutzt. BALANCE und Pa-La-Bernehmendie Platzierungsent-
scheidungerur Laufzeitvor. BALANCE nutzthierfiir einenzentralisierterund Pa-La-Bereinen
hierarchisclorganisierterLastwerteilungalgrithmus.

In derProgrammiersprdne Chareundin derPOUmgelungwerdendie AufgabendurchDa-

tenstrukturerreprasentiert.Ein Chare bestehtauseiner Reihevon Aktivierungspunkten Alle
BerechnungemverdendurchdasSendernvon Botschafteran dieseAktivierungspunte initiiert.

6. DasLasterteilunggssysem VDS



Der Kernel startetdie Berechnungjndem er Initialisierungbothafien an jedenneuenChare
schickt. Da Charessehreinfachmigriert werdenkdnnen,danndasSystemauchfir feingranula-
re Berechnungegenutztwerden. Eswird bei der Last\erteilungangestrebtkommunizierede
Charesmahebeieinanderu halten.Um dieseszu erreichenwird derlokale ACWN Algorithmus
(Adaptive ContractingWithin Neighborhood)136 angevendet. Die Charm++Sprachebietet
einobjektorientierts Interfacezum ChareKernel[81] an.

Die POUmgelungbasiertauf demModell der aktivenObjekte[20]: jedesPO Objektverflgt
nebender UiblichenObjektstrukturausZustandund Methodeniibereventuellmehrereausfiihren-
de Einheiten(Threads).Mindestensin Threadist mit jedemPO Objektvertunden. Eskonnen
weitereThreadsrzeugtverdenum paralleleBerechnungeaufdenObjektdaterdurchzufthren.
Allerdings kbnnendieseThreadsausschlie3liclauf die Daten, ihres* Objektszugreifen.Wenn
Dienstevon anderenObjektenbendtigtwerden,werdenAuftrage an dieseObjekte verschickt.
Um hierbeiWartezeiterzu vermeidenunterstitzPOasynchron@uftrage. POversuchtwie der
ChareKernel,durchlokale Lastwerteilungkommunizieendce ObjekteaufbenachbarteRrozesso-
renzu halten.In POwird hierfur ein auf DiffusionbasierendeAnsatzgenutz{ 33].

Ein Lastwerteilungsgstem dasnicht direkt dasParadigmadesNachrichtenaustaghsunter
stutzt,ist die DynamoBibliothek[123. Wie bei Chareund POwerdenin Dynamodie Aufgaben
durchDatenstruktureneprasentiertDynamoerlaubtzusatzlichdie Definition von Aufgabenprio-
ritaten. Die Bibliothek bietetallerdingslediglich eine Schnittstellefiir Lastverteilungsverfalan
an. Die Verfahrenselbstmissenvom Benutzerzur Verfligunggestelltwerden.

6.1.2. Strikte Baumberechnurgen. Die ersteProgrammierumgjung, die dasParadigma
der strikten BaumberechnungDefinition 1.1.1) unterstiitztejst die Programmiengracte Cilk
[8]. Cilk erweitertdie C-Sprachalurcheine Reihevon Schlusselérten flr dasErzeugerund
Synchronisierervon Threadssowie fiir die Beschreibing der Datenabhangigkeite Die Last-
verteilung erfolgt durch Work-Stealing[9]. Im Gegensatzzu den anderenhier beschriebenen
Umgelungenist Cilk allerdingsausschliel3liclauf Systememmit gemeinsamepeicheldauffa-
hig.

DasFork-JoinParadigméabestehtiusstriktenBaumberechnugen die hdchstengineDaten-
abhéangigkit zwischenzwei Threadserlauben. In einemFork-Schritt erzeugtdie Anwendung
neueThreadspundin einemJoin-Schrittwartetsie auf Ergebnissdeiniger)erzeugteimhreads.

Die Bibliotheken DTS [14], der objektorientierteNachfolgerDOTS [7] und PM?[103 er-
laubendie Implementierug von Fork-Join Algorithmen. Es gibt dabeizwei wesentlicheUn-
terschiedewischender PM? Bibliothek unddenBibliotheken DTS und DOTS. Zum einenfiihrt
die PM? Bibliothek alle erzeugterT hreadsjuasiparallehus indemKontextumschéungen durch
Zeitscheibemealisiertwerden.Im Gegensataierzustarten DTS und DOTS einenneuenThread
nur dann,wennder erzeugenddhreaddurcheinenJoin-Schrittblockiertist. Zum andererer
laubtPM? demBenutzerdie Zuweisungvon Prioritatenan die Aufgaben.Implementiertwerden
die Prioritatendurchunterschiedlich&eitscheibengi@en.

6.1.3. Andere Anwendungsstuk turen. Wennder Abhangigleitsgaph der Aufgabenvor
der Berechnundekanntist, kdnnenstatischePlanungssysteewie RAPID [56] oderPYRROS
[63] benutztwerden. RAPID nutzt DTS [139 undin PYRROS wird dasDSC Verfahren[14(Q
eingesetztum effiziente Planevor der Ausfiihrungzu berechnenFur denFall, dassder Abhan-
gigkeitsgraphnicht im vorausbekanntist, wurdendie SystemeVientat[66], Athapascan-159]
oderlllinois ConcertC++ (ICC++)[19, 18] entwiclelt. Durchdie Implementierungeinesdaten-
getriebeneusfuhrungsrodels konnendieseSystemébeliebigeAufgabengraphenur Laufzeit
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planen.In Mentatwird der Aufgabengraplin regelmagigerieitabstandemeu partitioniertund
umverteilt [134]. Athapascan-endetsonvohl dynamischeTechnilen wie Work-Stealingals
auchstatischeTechnilen an. Im letzterenFall wird von Athapascan-tasPYRROS Systenver
wendet. ICC++ benutzteine priorisierteWork-StealingTechnik und Heuristilen fur die initiale
Platzierungvon Aufgaben. Bei allen drei Systemerwird bei der Lastwerteilungangestrebtin
Beziehungstehendufgabenauf demselberProzessoru halten.

DatenabhangigkeitespielenauchbeidatenparalleleAnwendungereinewesentlicheRolle.
BeispielesolcherAnwendungersind adaptve numerischeSimulationen. Systemewie ParList
[53], Dome[2] oderPadFEM[45] bietenparalleleDatenstrukturemn, die zu Beginn der Rech-
nungpartitioniertundverteilt werden.NachjederBerechnungsrundeerdendie Partitionenneu
geformtum auf Anderungerder Datenstruktuoderder zur VerfligungstehendeiRechenleistung
reagiererzu konnen.Ein andererAnsatzderartigeSystemezu realisierenjst die Simulationge-
meinsamerSpeichers.Ein Beispielist dasMillipede System,dasunterandereneine verteilte
Plattformfir ParC-Programm bietet[54]. Fur die Lastwerteilungwird in Millipede einezentra-
lisierte Methodeeingesetzt.

6.1.4. Innovationen und Beschrankunge von VDS. Die wesentlicherLeistungsmerkia-
le der VDS-Bibliothek sind die effiziente AusfuhrungstrikterBaumberechmgenauf Systemen
mit verteiltemSpeicherdie Handhabing von Aufgabenprioritate und die Integrationvon stati-
schenund dynamischerLastwerteilungsverfalan in einerBibliothek. Zudemist VDS daserste
Lastwerteilungsysten, dassdie gleichzeitigeNutzung mehrererParadigmenermdglicht. Auf
derandererSeiteunterstlitzl/DS keineallgemeinerdatengetriebeneBerechnungenieiterhin
berticksichtiglvDS keine Abhangigleiten zwischendenAufgaben.Somitist VDS nicht fir An-
wendungergeeignetdie auf Gebietszerlgung basiererodergemeinsamespeichembenétigen.
VDS konkurriertalsonicht mit Systememwie Athapascan-1PadFEM,oderMillipede.

¢ Im GegensatzuPM?, DTSundDOTS implementiertvDS dasvollstandigeModell der
striktenBaumberechnunge®adurchkénnengenerierteThreadsmehrmalsErgebnisse
generieren.lm Gegensatzzu Cilk kannVDS auf allen Systemerbenutztwerden,die
PVM oderMPI untersttitzen.

¢ VDS bheinhalteteffiziente Verfahrenfiir die BalancierungunstrukturierterAnwendun-
gen. VDS erlaubtwie Dynamound PM? die Definition von Aufgabenprioritate. VDS
benutztdabeiunteranderendie maximalePrioritat einesObjektsals Lastmal3.Durch
die Verwendungliesed_astmal3evalanciertVDS savohl die Anzahlalsauchdie Prio-
ritdt der Aufgaben. Aufgabenmit hoherPrioritdt werdenalsovor denenmit niedriger
PrioritdtbearbeitetDiesesVerhaltenist besonder§ir die Implementierag von verteil-
tem Best-FirstBranch&Boundwichtig, daesden Suchaerheadreduziert.Im Gegen-
satzhierzugenerierider Prioritatsmechanisus von PM? bei dieserAnwendungsyste-
matischOverhead,da jedesTeilproblemeine gewisse Berechnungszie zugeteiltwird
[41]. SomitinvestiertPM? Rechenzeiin Teilproblemedie vom VDS nichtausgevertet
werdenwirden.

¢ Viele auf dynamischerProgrammierunderuhendeAnwendungergeneriererregula-
re Aufgabengraphenyie siein Kapitel 3 behandeltvordensind. Insbesondereiese
Graphersind keinestrikte Baumberechnugenundwerdensomitnichtvon PM?, DTS,
DOTS, und Cilk unterstitzt.Im Gegensatzu RAPID und PYRROS erlaubtVDS die
Integration von optimiertenPlanungserfalren fir GraphklassenEin Beispiel hierfur
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ist die Pie-MappingTechnikfir (umgelehrte)Pyramiderund Diamanten Fir beliebige
GraphernverwendetvVDS denApproximationalgoithmus ETF[74)].

Die Systemein Tabelle6.1.1sind aul3erVDS auf spezielleProgrammierparagimen
abgestimmt.DieseBeschrankundcannunter Umstanderein Hindernissfir effiziente
Parallelisierugensein. Die DescartesMethodefur reelleNullstellenisoierurng ist zum
Beispielein Divide&ConquerAlgorithmus,der die Berechnungron Polynomtransir-
mationenin jedemDivide-Schritterfordert. DieseTransformatiorgeschiehtdurchdie
AuswertungeinerPyramide. Collins u.a. habeneine Parallelisierug diesesAlgorith-
musmit demDTS Systenmvorgenommerj28]. Hierdurchkonntensie nurdie Baumpafr
allelitdt ausnutzen.Sie kamensomit zu dem Ergebnis,dassder Algorithmusnur sehr
wenig Parallelitatbietet. Fir Polynomemit zuféllig gewahltenKoeflizientenwar der
Speedugn ihren Experimentemie groRerals 2. Im nachsterKapitel werdenwir se-
hen,dasswir mit VDS eineskalierbardParallelisierungerhaltenwennwir dynamische
Lastwerteilungauf der Baumebenenit statischerLastwerteilungauf der Knotenebene
kombinieren

VDS bietetdem Benutzerunterschiedliché astwerteilungseéchriken an, mit denendie Verwal-
tung desglobalenAufgabenraumeder Anwendungangepassiverdenkann. Dariberhinaugr-
laubtesVDS, anwendungsspdiache Lastwerteilungsverfahreund Datenstruktune zu integrie-
ren. Hierdurcheignetsich VDS auchsehrgut als Testumgebng fir neueLast\erteilungs-und
Planungsalgoritmen

Die folgendenAbschnittegehenauf die Anwendungssatittstelle, auf die integriertenLast-

verteilungserfatren und auf die Schnittstelle die VDS fir die Integration neuerKomponenten
anbietetgin.

6.2. Die Anwendungsghnittstelle

Die Anwendungsdmittstelle von VDS bestehtausallgemeinerFunktionenund aus Funk-

tionen,die bestimmteProgrammierparagimen unterstiitzenWir beginnendie Beschreibng der
Schnittstellemit denallgemeinerFunktionen. Danachgehenwir ndherauf die einzelnenPara-
digmensowie auf die KombinationderParadigmerein.

6.2.1. Die Benutzersicht. EinesdergrundlgenderKonzeptevon VDS ist die Beschreing

der AufgabendurchDatenstruktureifObjektg. Um eineAnwendungmit VDS zu parallelisieren

6.2. Die Anwendungsschittstelle
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ist essomit notwendig,unabhangigéufgabenzu identifizierenund geeigneteDatenstrukturen
fur siezu entwerfen.EinetypischeVDS AnwendungiordertObjektevon VDS an,bearbeitesie
undgenerierineueObjekte.VDS ist fur die VerwaltungdieserObjekteverantvortlich. Ein trivia-
ler Ansatz,die Objektwerwaltung zu realisierenbestehidarin, alle Objekteauf einemProzessor
(Sener) zu speichern.DieserAnsatzwirde allerdingsKommunikatioskostenbei jeder Objek-
tanfragezur Folge haben.AuBerdemist dieserAnsatznicht skalierbay da der Sener schnellzu
einemFlaschenhalsverdenwirde. Esist dahernotwendig,die Aufgabenverteilt zu speichern.
Aus EffizienzgriinderverstecktVDS dieseTatsachenichtvor demBenutzer

Verteilte Lastcontainer. Die Abbildung6.2.1zeigtdie interneStrukturvonVDS. Auf jedem
Prozessobefindetsich ein Anwendungsproessund ein Containemit lokal verfiigbarerObjek-
ten. Der Anwendungspraasswird ausschlie3lichmit ObjektenausdiesemContainerbedient.
Wenner leerist, dannist esdie AufgabedesLastwerteilungsalgrithmus Aufgabenausanderen
Containernzu transferieren.Wenn also die AnwendungObjekte mit Prioritatenbenutzt,dann
wird VDS dasObjekt mit der hochsterPrioritatin Bezugauf die Objekteim Containerliefern
(undnicht ein Objektmit systemweihdchstePrioritat).

Sobaldein neuesObjekt generiertist, bleibt esunterder Kontrolle von VDS bis esder An-
wendungnacheinerLastanforderug zurickggebenwird. Solangesin ObjektderKontrollevon
VDS unterliggt, kannesbeliebigmigriertwerden.Eswird dabeikein Versuchunternommengen
Aufenthaltsortder Objektezu verfolgen. Es ist dahernicht mdglich, ein speziellebjektvon
VDS anzuforderr(in LINDA [15] ist diesesheispielsweisendglich). WeiterhingehtVDS davon
aus,dassskeinebesonder&ignungbestimmteiAnwendungspzess fur die Bearbeitungeiner
Aufgabegibt. JedeDbjekt sollte von jedemAnwendungspreessgleich gut bearbeitetverden
kénnen.

Lastanforderung. Esgibt zwei Moglichkeiten,Objektevon VDS anzufordern—didlockie-
rendeund die nicht blockierendelLastanfrage. Da sich beide Anfrageartenausschliel3lichauf
denlokalenLastcontainebeziehenschlagtdie nicht blockierendeAnfrageeventuellfehl (selbst
dann,wennnochObjektein andererContainernvorhandersind). Die blockierendeAnfragewar
tet, bisein Objektin demlokalenContainewerfligbarst. Um zuverhinderndassaufdieseWeise
eineVerklemmungentstehtmisserAnwendungengie nicht selbstdasEndederBerechnunger-
kennendie Terminierungserkenmgvon VDS aktivieren.

Objekttypen und Objektklassen. Die VDS-Objektewerdenauf zwei Weisenklassifiziert.
Die Ubegeordnetlassifikationbeziehtsichauf dasProgrammierparagima. Im einzelnersieht
VDS fiur die Unterscheidungler Paradigmerdie sechdn Tabelle6.2.1aufgeflihrterObjekttypen
vor. Der Typ Aufgabewird fur die Beschreibing unabhangigeAufgabenbenutzt. Unabhangi-
ge Aufgabendie mit Prioritatenversehersind, werdendurchgewichtete Aufgabenreprasentiert.
Sieunterscheidesich von ungavichtetenAufgabennebender Reihenfolgein der sie bearbeitet
werdendarin, dasses mdglich ist, eineuntereSchranle fiir dasGewicht festzulgen. Objekte,
derenGewicht unterhalbdieserSchrank liegt, werdengeltscht.DieseFunktionalitatist insbe-
sonderdr die Parallelisierungvon Best-FirstBranch&Boum von Nutzen. Die Benutzungder
Thread Objektewird in Abschnitt6.2.2und die der DAG-Objektein Abschnitt6.2.3beschrie-
ben. Die Nadrichtentype sind nicht nur fir die Kontrolle der parallelenAnwendunghilfreich,
siemacherauchdie Anwendungunabhangigvom benutztelKommunikatiossysem (PVM oder
MPI).

Nebenden ObjekitypenkdnnenObjekteauchanhandder Klasse zu der sie gehérenunter
schiederwerden. Alle Objekte,die zu derselberKlassegehdren,habenauchdenselberilyp.

6. DasLasterteilunggssysem VDS



TABELLE 6.2.1. Der Typ einesObjektsbestimmtdie Operationendie auf das
Objektangavendetwerdenkdnnen.Ferneregte er die Anfangsauswdltder Da-
tenstrukturund derLastwerteilungfest.

Typ Paradigma Default Datenstruktur | Default Lastvert.

Aufgabe unabhangigéufgaben | FIFO adaptvesWork-Stealing

gewichtete | unabhangigdufgaben | Prioritdtswarteschlange lokale Austauschmethode
Aufgabe mit Prioritéaten

Thread strikte Baumberechnung Dequefir die Aufgaben| Work-Stealing

DAG-Objekt| gerichtetekreisfreie DAG ETF (statischePlanung)
Aufgabengraphen

Botsdaft Nachrichtenaustausch | FIFO keineLast\erteilung
zwischenAnwendungs-
prozessen

priorisierte | Nachrichtenaustausch | Prioritdtswarteschlange keineLastwerteilung
Botsdaft mit Prioritaten

Sawohl die Datenstrukturfiir die Containerals auchder Lastwerteilungslgarithmus sind Klas-
senparameteZwei KlassendesselbeMypskénnenalsovon unterschiedlichehastwerteilungs-
algorithmenverwaltetwerden.

Statischeund dynamischeObjekte. VDS siehteinestatischaund einedynamischéMetho-
defir die Speicherungon Objektdatervor. Die Speichermethodist ebenélls ein Klassenpa-
rameter StatischeObjektebeinhaltereinefesteDatenstruktyrderenGrof3ebei ihrer Erzeugung
ang@ebenwird. DynamischeéObjektekdnnenbeliebigeDatenstruktune enthalten Siesindzwar
flexibler als statische habendafir allerdingsden Nachteil eineserhéhtenAufwandsbei ihrer
Migration. Da die Migration durch Nachrichtenausteschvorgenommerwird, missendie Da-
tenstrukturerdynamischefbjektevor ihremTransportin eindimensional®atenfeldewverpackt
werden.DasPaclen, Entpaclen unddasLéschendynamischgespeicherteDbjekteerfolgtdurch
Ruckrufunktionen die bei derKlassendeklaratiospezifiziertwerden.

Ein Beispiel. Die Abbildung 6.2.2 zeigt ein kurzesBeispielfur die VerwendungdesFar
ming Paradigmas.JederAnwendungspreessfihrt dasselbd’rogrammaus. Es verwendetzwei
ObjektklassenDie ersteKlasse(j ob) wird fur die Verteilungder Aufgabenbenutzt.Die zweite
Klassedientzur RickgabealerErgebnissendenFarmer JedevVDS Anwendundoestehtiuseiner
Konfigurierungs-und einerBeredinungsphse In dererstenPhasgZeilen1 und 2) werdendie
Klassendefiniertund verschiedenaveitereEinstellungenzum Beispielan denLastverteilung-
methodenyorgenommen.Die FunktionVDS_Conf i gur e beendetie Konfigurierungphae
undinitialisiert alle Teile von VDS, die fiir die Anwendungbendétigtwerden.

In denZeilen4 und5 generiertder Farmer(ProzessoB) mit der FunktionVDS_Gener at e
Aufgaben. Wenn die Aufgabenzu anderenKnoten migriert werden,werdensie automatisch
mit denin Zeile 1 spezifiziertenFunktionenpack _f n undunpack_f n gepacktund wieder
entpacktNachdenmalle Aufgabengeneriersind,wird auchder Farmerzum Arbeiterundfordert
Aufgabenvon VDS an.

6.2. Die Anwendungsschittstelle
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1 job =VDS Define class ("job", VDS Task, pack_fn, unpack_fn, free_fn);
2 result =VDS Define class ("result", VDS Message, NULL, NULL, NULL);
3 VDS Configure();

4 if (VDS id==0) for (i=0; i<n; i++)

5 VDS Cenerat e (VDS New obj ect (j ob, sizeof (sub_problenj, input+i));
6 classes =VDS Cass list (2, job, result);

7 VDS Activate termdetection (classes);

8 while ((class_id =VDS Wait (cl asses, &obj)) !'= -1) {

9 if (class_id == job) {

10 X = process (VDS Object data(obj));

11 VDS Pl ace (VDS New nessage (result, sizeof (int), &), 0);}

12 el se

13 conbi ne (X, VDS bj ect data (obj));

14 VDS Del ete object (obj);}

FIGURE 6.2.2. Ein einfachegarming-Beispie

In Zeile 6 wird eine Liste von Klassenerzeugt,die fir die Berechnungelevant sind. Die
Reihenfolgeder Aufgabenin dieserListe entsprichtder Reihenfolgejn derVVDS die Objekteim
lokalenLastcontainedurchsucht.In diesemBeispieltiberpriiftVDS zundchstpob Objekteder
Klassej ob vorhandersind. Falls diesesnicht der Fall ist, wird die Klasser esul t Uberpruft.
Die Zeile 7 stellt sicher dassdie Berechnungstoppt,sobaldalle Aufgabenberechnesind. Die
eigentlicheBerechnungler Aufgabenbeginntin Zeile 8.

Solangenochunbearbeitetdufgabenim Systemvorhandersind,forderndie Prozesséurch
denAufruf von VDS_Wai t Aufgabenvon VDS an. Sobalddie Terminierungserkenmg festge-
stellthat,daskeineAufgabenmehrvorhandersind, liefert die FunktiondenWert-1. Andernflls
liefert sieein Objekt. Wennesein ObjektderKlasseg ob ist, wird esbearbeitetunddasErgebnis
wird mit VDS_Pl ace andenProzessof geschickt.Wennesein r esul t -Objektist, wird es
benutztum dasendgultigeErgebniszu konstruieren.

Dasresultierendd/DS-Programnkompensierunterschiedlich®echenkapazitéh der Pro-
zessorersavie unterschiedlich®earbeitungszeain der Aufgaben.Durchdie Nutzungderadap-
tivenWork-StealingMethode[40] wird derLastwerteilungaufvand automatisclder Granularitat
derAnwendungangepasst.

Die folgendenAbschnittebeschreiberdie VDS Unterstitzungstrikter Baumberechnurem
undstatischeAufgabengrapheandfiihrendasKonzeptderdynamischerProzessgrupgenein.

6.2.2. Strikte Baumberechnurgen Die Schnittstelleflr strikte Baumberechmgen um-
fasstFunktionenfiir dasErzeugervon Threadsund fiir die Handhalbing von Ergebnissen Die
Abbildung6.2.3zeigtein BeispielprogrammdasFibonaccizahle berechnet.

DasKonzepfir die UbermittlungeinesErgebnissesomKind-ThreadzumVater Threadba-
siertaufdemspeziellerErgebnis-Tp VDS _Resul t . Die Threadsdeklarierervariablendieses
TypenalseinenTeil ihrer DatenstrukturBeispielsweise&rzeugderersteAufruf von VDS _For k
ein Thread-Objekfir die Berechnungler (n — 1)-ten Fibonaccizahund verbindetdasErgeb-

nis diesesObjektsmit der Ergebniswariablenf 1 desVaterThreads.JededVial, wennein Kind

1DiesesProramrmutzteinenineffizientenAIgorithmus derexponentide Zeit benétigt. Obwohllogarithmische
Methoderbekanntsind[32], ist dasProgramndennoctein gutesBeispielfiir strikte Baumberechnungen.

6. DasLasterteilunggssysem VDS



#i ncl ude <vds. h>
#i ncl ude <forkjoin. h>

typedef struct {
i nt n;
i nt st ep;
VDS Result f1, f2; } fib_args;

voi d fibonacci (fib_args *args) {
int n = args->n;
fib_args child;

chil d. st ep=0;
if (n<=1)
VDS Return(sizeof (int), &n);
el se
swi tch (++args->step)
{
case 1 : {child.n = n-1;
VDS Fork(sizeof (fib_args), &child, &(args->f1)); break;}
case 2 : {child.n = n-2;

VDS Fork(sizeof (fib_args), &child, &(args->f2)); break;}

case 3 : {VDS Join(2, & args->f1l), & args->f2)); break;}
case 4 : {int fib =*(int *)VDS Access (& args->f1)) +
*(int *)VDS Access (& args->f2));
VDS Return(sizeof (int), &ib);}

}

int main (int argc, char **argv)

{

i nt *fib;

VDS d assld fib_thread;
fib_args args;

VDS Init (&rgc, &argv))

fib_thread =VDS Define class ("fib", VDS Thread, NULL, NULL, NULL)
VDS Decl are handl er (fib_thread, fibonacci);

VDS Configure();

args. step 0;

args.n atoi (argv[1])

fib =VDS ForkJoin (fib_thread, &args, sizeof (args));

if (VDS_id == 0) printf (" fib(%l) = %\n", args.n, *fib);

VDS Finalize();
}

ABBILDUNG 6.2.3. Berechnunglern-tenFibonaccizahimit VDS.

6.2. Die Anwendungsschittstelle
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ein Ergebnisgeneriertwird eszu der Variabletransferiertdie fir diesesErgebnisbestimmtist.

Da Vater undKind-Threadihre gggenseitigerAufenthaltsortem Systemnichtkennenbendtigt
VDS im schlimmsterFall drei Nachrichterfiir die UbermittiungdesErgebnissesDa aberdie

Work-StealingMethodelblicherweisezusammenhéngda Teile desAufrufbaumesauf demsel-
benProzessohalt, geschiehtlie Ergebnistibermilung in denmeistenFallenohneKommunika-
tion.

NachdemAufruf von VDS_For k wird die Kontrolle Gberbeide Threadsan VDS (bege-
ben. Die nachstd_astanfragevird mit demneuerzeugterObjekt bedient. In der Zwischenzeit
kannder VaterThreadeventuellvon einemandererProzessogestohlenverdenund dort einen
weiterenKind-Threaderzeugen.Blumhofe und Leisersonhabengezeigt,dassdiesePlanungs-
methodgedestrikte Baumberechnumin asymptotisctoptimalerZeit berechnef9]. In manchen
Fallenkannesallerdingsvon Vorteil sein,mehrereKind-ThreadsohneUnterbrechungerzeugen
zukonnen.Die FunktionVDS_Spawn bietetdieseMoglichkeit.

Der Kind-Threaderzeugtsein Ergebnismit der FunktionVDS_Ret ur n. Bevor der Vater
Threadauf ErgebnisseseinerKind-Threadszugreifenkann, musser die Ergebnissadurcheinen
Aufruf der FunktionVDS_Joi n anfordern.In Schritt4 desAlgorithmussind somitdie Ergeb-
nissebeiderKind-Threadsverfiigbarundkénnenmit VDS_Access abgefragiverden.

Das Fibonacci-Beispiledemonstriertie Nutzungvon Bearbeitungsutinen Wahrendder
BerechnungibernimmtVDS die Programmaéntrolle. Solangewie nochObjektezu verarbeiten
sind,entnimmtVDS ObjekteausdenContainerrundverarbeitetsie mit Hilfe dervom Benutzer
definiertenBearbeitungsroutam. Hier wird beispielsweiselie f i bonacci Funktionals Bear
beitungsroutindtr Objekteder Klassef i b_t hr ead deklariert. Fir die paralleleBerechnung
einerFibonaccizahlfuhrt jederProzessodie FunktionVDS_For kJoi n aus. DasEndegebnis
wird als Funktionsegebns auf Prozesso6 generiert.

Allgemeinestrikte Baumberechnurem erlaubenden Kind-Threadsdie Ubermittiungmeh-
rerer Ergebnissezu unterschiedlican Zeitpunkten. Diesesist nicht moglich, wennVDS_For k
benutztwird, dadieseFunktionnur die AngabeeinerErgebnisariablen erlaubt. VDS bietetje-
dochauchFunktionendie auf Listenvon Ergebnisseroperiererund somitdie Implementierag
allgemeinesstrikterBaumberechmgenerlauben.

6.2.3. Gerichtete kr eisfreie Aufgabengraphen. VDS siehtdie Integrationvon Planungs
algorithmenfir Graphfmilien und beliebigeAufgabengraphenor. Die Angabe,welcheGra-
phfamilie oderwelchenGrapheneine Anwendungnutzt, musswahrender Konfigurationsphse
erfolgen. Eine Graph&milie wird durchdie DeklarationeinesgeeigneterPlanungsalgahmus
definiert. Die genaueGrofRedesGraphenwie zum Beispieldie HoheeinerPyramide)musserst
unmittelbarvor seinerBerechnunganggebenwerdenund kannfiir jede InstanzandereWerte
annehmenDiesesst beibeliebigenGraphemichtmoglich,dasiewéahrendderKonfigurierung-
phasespezifiziertwerdenmiissen.

Die Idee der VDS Schnittstellefir statischeAufgabengrapheiist, savohl die Kantenals
auchdie KnotendesGraphenals VDS-Objektezu reprasentierenDie Anwendungverarbeitet
Knotenund erzeugtKanten. Zu Anfang werdenKantengeneriert,die die Eingabekantemnles
GrapherdarstellenIn Abbildung3.1.1(Seite22) sinddieseKantenaul3erhalldergrauenZonen
dagestellt.DerLastwerteilungsiorithmus flir AufgabengrapheverteiltdieseKantengemalfties
anggebenerPlanungsalgoritinusundsetztausdenKantenneueKnotenzusammenSobaldalle
EingabekanterinesKnotensvorhandersind, kanner berechnetverden.Esseiangemerktdass
die Berechnungron Aufgabengraphe eine Forderungan die Objektestellt, die eigentlichdem
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ABBILDUNG 6.2.4. Die Gruppenstruktuvon 8 parallelenNullstellenisolerun
gen(Kapitel 7). Die horizontaleAchsezeigtdie Zeit, unddie vertikal angeord-
netenStreifenzeigendie Gruppen,zu denendie Prozessoremehdren. In je-
der Gruppewird eine Nullstellenisoliermg durchgefihrt.JedesMal, wenneine
Isolierungterminiert,wird die zugehdorigeGruppegeldschtund die Prozessoren
werdenanandereGrupperverteilt.

Konzeptvon VDS widerspricht. Die Objektemissernin diesemFall namlichadressierbarsein.
Dasichaberdie Verteilungder KnotennacheinemstatischerPlanrichtet,ist diesedolerierbar

Die ersteEingabekanteinesGrapherwird mit derFunktionVDS_New_DAGgeneriertDie-
seFunktioninformiert VDS lUberwichtige ParametedesGraphenZu diesengehdrerdie Grolze
(im Falle von Graphamilien) und die Anzahl der Prozessoremdie fiir die Berechnunggenutzt
werdensollen.VDS_New_DAG erzeugteineneindeutigerBezeichnefir denGraph,deranalle
KantenundKnotenibegebenwird. Auf dieseWeiseist esmdglich,mehrereGraphergleichzei-
tig auszuwerten.

6.2.4. Dynamische Prozessogruppen. Das Kapitel 4 hat sich Anwendungengevidmet,
die ausmehrererParallelitatsebeen bestehenDort standerallerdingsAnwendungerim Vorder
grund, die paralleleAufgabengenerierenderenAusfihrungszeierstenshekanntund zweitens
gleichist. Falls nichtsliberdie Ausflihrungszié bekannist, bietetVDS die Mdglichkeit, die Pro-
zessoremekursv in disjunkteGruppeneinzuteilen FirjededieserGruppenwird ein Grol3enpa-
rameterang@geben.Die Anzahl der Prozessorergie jeweils einer Gruppezugeteiltwerden,ist
proportionalzu diesenParameternJedeGruppewird durchihren Gruppenbezelmer eindeutig
identifiziert. DieserBezeichnewird wiederumallenObjektendie vonderentsprechende@rup-
pebearbeitetverdensollen,zugaviesen.Sobalddie Berechnungn einerUntegruppeterminiert,
wird die entsprechend&ruppegeldschiund die frei gewordenenProzessorewerdenunterBe-
ricksichtigungder GroRenparametean Brudegruppenverteilt. Die Abbildung 6.2.4illustriert
diesenProzess.

6.2.5. Topologien. Wie wir in Kapitel 5 geseherhaben,benutzen_astbalancierurgalg-
rithmenhaufigfesteTopologienfur die FestlgungderKommunikatimspartneg. Hierbeisindein
kleiner Grad, ein kleiner Durchmessetnd eine mdglichstgeringeAnzahlm von Eigenwerten
wichtig. VDS unterstiutzidie BasistopologierKreis, Clique, DeBruijn, Butterfly und minimale
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TABELLE 6.3.1. In VDS integrierte Lastwerteilungsmethaen.

Methode Anwendung Last-
beobachtung
Scattering Lastteilung —
Zufallige Platzierung Lastteilung —
Work-Stealing Lastteilung —
AdaptivesWork-Stealing Lastteilung lokale Last
Diffusion (FOS) Lastbalancierung Lasttabelle
DimensionExchange Lastbalancierung Lasttabelle
DimensionExchangdrand.)| Lastbalancierung Lasttabelle
Lokaler Austausch Lastbalancierung Lasttabelle
Flussplanung Lastbalancierung Flusstabelle
Qualitatsbalarierung Lastbalancierung Lasttabelle
fur gewichteteAufgaben
Baumbalanciemg Lastteilungfur Threads zentral
Pie-mapping Planungvon DP-DAGs (Abb. 3.1.1)| —
ETF Planungvon allgemeinerDAGs —

Cageanit 14, 26,42 und 62 Knoten.FernererlaubtVDS die Bildung von ProdukterdieserGra-
phen,wodurchauchTori, Hypercubesind Lattice-Graphererzeugwerdenkénnen.PerDefault
wahltVDS ausdiesenGraphereineTopologiemit minimalemProduktausmaximalemGradund
m (vgl. Tabellen5.3.1,5.5.1und5.5.2).

6.3. Lastverteilungsmethoden

Es ist eine Vielzahl von Lastwerteilungsnettoden fur unterschiedlicheAnwendungsfeldr
vorgestelltworden. Eine gute Ubersichtfindet sich beispielsweisén [117. Esscheintschwie-
rig, vielleicht sogarunmdglichzu sein,einenAlgorithmusanzugeberglerfir alle Anwendungen
geeignetist. Die Wabhl einergeeigneterstratgie hangtvon Anwendungsparaaten, wie zum
Beispielder Balancierungsquigéit oderder Art der Lasterzeugungvgl. Abschnitt5.6), sowie
von Hardwareparmetrnah

VDS bietetdeswgen ein ganzesSpektrumvon Lastwerteilungsmethaden an (vgl. Tabelle
6.3.1). Der Anwendungsprorammierer kann ausdiesenMethodendie geeigneteMethodefir
seineAnwendungauswahlenDaruberhinauganner eigeneMethodenintegrieren.

Die Klasserwerdenunabhangigoneinandebalanciert.Der Lastwerteilungalgaithmus fur
einegegebeneKlassewird immerdannaufgerufenwennein neuesObjektgeneriertwordenist,
wenndie Lastbeobachtundie Notwendigleit von Lastbalancienigsshritten entdeckthat, oder
wennein Prozessokeine Aufgabenmehrzu bearbeiterhat.

In dennéchsterAbschnittenfolgt einekurzeBeschreiling derin Tabelle6.3.1aufgelisteten
Verfahren.Sie beginnt mit einemwichtigenUnteralgorithms, derLastbeobachtun

6.3.1. Lastbeobachtung Die Lastbeobachtunbatdie Aufgabe,dasdynamische/erhalten
der Anwendungzu tbervachenund nétigenglls denLastwerteileraufzurufen.Diesesist norma-
lerweisedannder Fall, wenngréereLastschwnkungenaufgetretersind. Die Lastwird stetsin
BezugaufeinebestimmteKlassegemesserDie Methode mit derdie Lastbestimmiwird, istein
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KlassenparameteEs steherdie folgendenLastmaRezur Verfliigung. (Die letztenbeidenMalie
sind nur fir gewichteteObjektedefiniert.)

Die Anzahllokal gespeicherte®bjekte,

die Anzahl lokal gespeicherte©bjekte, multipliziert mit der exponentiellgeglatteten
durchschnittliben Objektbearbeitugszét,

dasgroftelokale Objektgevicht und

die lo-NormderObjektgevichte.

Die einfachsteForm der Lastbeobachtunbetrifft nur denProzessoselbst(lokale Lastbeobach-
tung). In diesemFall wird der Lastwerteilungsajorithmus aktiviert, sobaldsich die lokale Last
um einenbestimmterfFaktorgeanderhat.

Wennjedochdie Last balanciertwerdensoll, dannist es notwendig,auchdie Lastanderer
Prozessoremu beobachtenin diesemFall versogt die Lastbeobachtugy denLastwerteilungal-
gorithmusmit einerTabelle,die Prozessorindizesnd entsprechendeastinformatioen enthalt.
DieselLastinformationist entwederdie aktuelleLasteinesProzessorglLasttabell¢ odersie ent-
sprichteiner Lastmengedie zu dementsprechendeRrozessogeschicktwerdensoll (Flussta-
belle)

Synchrone Lasttabellen. Eine synchrond_asttabelleenthaltLastinformatioen desjeweili-
genProzessorsowie seinerNachbarrin der Topologie.Der Aktualisierungsmpzes der Tabelle
ist wie beim Algorithmus5 (OPTFIT) in Rundenorganisiert. Am Anfang jeder Rundeschickt
jederProzessoseinelLastan alle Nachbarn.Der Lasterteilungalgaithmus wird aktiviert, so-
baldalle LastinformatimenderNachbarreingetrofen sind. NacheinembestimmterZeitintenall
wird die ndchsteRundegestartetJekirzerdieseZeit ist, destogenaueist die Lastbeobachtung.
DieseBeobachtungsethale eignetsich sehrgut fir dasFOS Verfahren. Sie hatallerdingsden
Nachteil,dassderBeobachtungsawand nichtadaptv zur Anwendungst.

Adaptive Lasttabellen. DieserAlgorithmusstellt der Anwendungeinenadaptven Aktuali-
sierungsprozesaur Verfligung.Die NachbarreinesProzessorsverdennur danntiberdie lokale
Lastinformiert, wenndiesesichum einenbestimmterFaktor gednderhat. Der Lastverteilung-
algorithmuswird aktiviert, wenn der relative Lastunterschiedu einemNachbarprozessaein
gewissesMal UberschreitetExperimentamit einemparallelenBranch&BoundAlgorithmusfir
dasTSP habengezeigt,dasssogarsehrgrof3eSystemanit bis zu 1024 Prozessoremit dieser
Methodeeffizient genutztwerdenkénnen[126].

RandomisierteLasttabellen. Als dritte Alternative bietetVDS diein [40] vorgestellteTech-
nik an. Esist eine zeitgesteuert®ariantedesvon Luling und Monien analysierterLastwertei-
lungsalgorithma [97]. Die Prozessoresendenhre Lastinformatimenin regelmafigerzeitab-
schnittenan zuféllige ProzessorenAlle emptingeneri_astinformationerwerdenin der Lastta-
belle gespeichertNacheinerbestimmtenAnzahl von Zeitschrittenaktivierenalle Prozessoren,
die mindestengine Lastinformationempfingenhaben,ihren Lastwerteiler AnschlieRendwird
derInhalt der Lasttabellegeloscht.Im Gegensatzzur synchronerund zur adaptven Lasttabelle
andernsich alsohier von Rundezu Rundedie Balancierungsgrtneg. Die in [40] durchgefihrten
Experimentehabengezeigt,dassdieseMethodein heterogeneiClustersystemeder adaptven
Lasttabelldiberlgenist.

Flussbeechnungdurch Diffusion. Fir die Berechnungron FlusstabellebenutztvDS das
in Kapitel 5 diskutierteOPFIT Verfahren.
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6.3.2. Dynamische Lastverteilung. VDS enthélteine Reihevon Lastteilungs-und Last-
balancierungsarfahren von deneneinigefir bestimmteObjekttypenspezialisiertsind (Tabelle
6.3.1).Im Folgendergehenwir kurz auf die integriertenVerfahrenein.

Lastteilungsmetioden. Eine einfacheaberoft sehrnutzliche Methodeist das Scattering
Verfahren137]. EsisteinesenderinitiiertaMethode die neugeneriertédufgabenfallsdielokale
LasteinenbestimmterGrenzwertiiberschreitetreihumverteilt. Eine Variantehiervon platziert
die neuenObjekteauf zufallig ausgavéhltenProzessorefeufallige Platzierung. Beispielsweise
kannFarmingmit diesenMethodengut parallelisiertwerden.

Ein sehreffektivesempfangerinitiieies Verfahrenist Work-Stealing Falls die LasteinesPro-
zessoraunter einenbestimmtenGrenzwertU fallt, versuchter, Last von anderenProzessoren
zu stehlen.Fur strikte Baumberechnugsverfahra habenBlumhofeund Leisersongezeigt,dass
Work-Stealingmit U = 0 asymptotisctoptimalist [9]. PerStandardeinstelhg stehlendie Pro-
zessorerein Objektbei VerwendunglesObjekttypsThreadunddie Halfte der Lastbeinormalen
odergewichtetenAufgaben.

Bei normalenoder gewichteten Aufgabenist es oft mdglich, die fir die Bearbeitungder
sichim lokalenLastcontainebefindlichenObjektebendtigteRechenzeibzuschéatzerJm eine
Abschatzungler Rechenzeirzu bekommen,kann VDS die Berechnungszeitefiir die Objekte
einer Klasseverfolgen. Durch eine exponentielleGlattung erhalt man auf diese Weise einen
gutenSchatzwerfir die verbleibenddrechenzeitDasadaptiveWork-Stealingverfahrenist eine
Lastteilungsteatik, die dieseAbschéatzungutzt. Hier werdenStehhersuchedannunternommen,
wenndie erwarteteRestrechenzeiintereinenbestimmtenVert fallt. Der Vorteil dieserMethode
ist, dasssie die Granularitatder Anwendungberiicksichtigiwird, und dassdurchdie Wahl der
Lastschran& die fir denStehhorgangbendtigteZeit kompensiertverdenkann.

Alle senderundempfangerinitiieien Verfahrenkdnnenkombiniertwerden. Auf dieseWeise
kannein gemischt-initiietes Verhaltenerzeugtwerden.

Fur strikte Baumberechmgen derenAufgabenparallel verarbeitetwerdenkdnnen, steht
diein Abschnitt4.4 diskutierteMethode die fir jedeBaumebeng@hasenparallelBlanebenutzt,
zur Verfugung(Baumbalancieung. Allerdings mussfir die VerwendungdieserMethodedas
Laufzeitwerhalten der Aufgabenbekanntund gleich sein. Andernflls kénnendynamischePro-
zessogruppentfir die Verteilungder Prozessoreandie Baumknoterbenutztwerden.

Lastbalancierungsmehoden. Alle LastbalancierungsverfadmbenutzerLasttabelleroder
FlusstabellenDie Balancierungspémer sind jeweils die in der TabelleenthaltenerProzessoren.
Die Technilen unterscheidesichvor allemdarin,wie siedie LastandiesePartnerverteilen.

Die Verfahren,die Lasttabellerbenutzenpalanciererdie Last kontinuierlich,wogegen die
auf Flusstabellerbasierendd.astwerteilungin Rundenablauft—sobaldder Flussberechnetst,
wird die LastgemaldesFlusseerteilt. NachderVerteilungsphaskénnenneueBalancierungs-
rundenbegonnenwerden.

Fur die kontinuierliche LastverteilungbenutztVDS zum einen Standarderfahren, wie das
FOS, DimensionExchangeund die von Willebeek-LeMair und Reeres vorgeschlagenédokale
Austauschmethae [135. Zusatzlichzu diesenVerfahrenstellt VDS eine randomisierteva-
riante des DimensionExchangeVerfahrens,bei der die Balancierungsparén in einer zufalli-
genReihenfolgebehandelwverden,zur Verfugung(Algorithmus6). DieseMethodewurdeim
Rahmender PaderbornParallel Branch&BoundLibrary entwiclkelt und hat sich bei verteiltem
Branch&Boundals sehrgut erwieser[124, 125. Durch AnderungdesSchwelwertsd kanndie
Lastbalancierurgguditat denAnforderungerder Anwendungangepassiverden.
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Algorithmus 6 Ein randomisierte®imensionExchangeé/erfahren.
Eingabe: lokaleLastl!, AnzahlderNachbarm, LastderNachbarr,,...,1,,
Grenzwert).
Ausgabe: AnzahlderLastelementen;, diezumNachbar geschickiverdensollen.
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Fur gewichtete AufgabenbenutztVDS standardmaRiginender obigenLastbalancierursg
algorithmenum die Anzahl der Objektezu balancieren.Zuséatzlichwird ein lokaler Austausch
vorgenommenum dasGewicht der Objektezu balancieren Andersals bei Algorithmus6 wird
bei einemdeutlichenLastunterschiechur ein Objekt (dasmit dem zweitgro3tenGewicht) mi-
griert.

Furdie LastwerteilunggemaleinesvorherberechneteflussedenutztvDS die in Kapitel 5
diskutierteProportionalheustik [44].

6.3.3. StatischePlanung. In derderzeitigenVersionvon VDS sind lediglich Planungser
fahrenintegriert, die jeder AufgabegenaueinenProzessoruweisen. Die Schnittstellefir die
Integrationvon Planungserfaltren ermdglichtjedochauchdie Integrationvon redundanteiver-
fahren,die AufgabenunterUmstandemmehrfich auf unterschiedlican Prozessoreberechnen,
um Kommunikatim zu sparen.

NebendemETF-\erfahren fur allgemeineAufgabengraphestellt VDS fur die in Kapitel 3
diskutiertenGraphklassedasPie-MappingVerfahrenmit Ebenen-undBlockplanungzur Verfi-
gung. Die AufgabeneinerumgelehrtenPyramidewerdenin derumgelehrtenReihenfolgewie
die der PyramideabgearbeitetGemall.emma3.2.4erhalterwir somiteinenPlan,bei demdie-
selbeZeit fur die Kommunikatio zur Verfugungsteht,wie beim urspriinglicherPie-Mapping.
Fur denDiamantenwerdendie Planefur eine Pyramideund eine umgelehrte Pyramide wie in
Abbildung 6.3.1dagestellt,kombiniert.

6.4. Parametrisierung und Modifikation von VDS

Die meistenin VDS integriertenLastwerteilungverfanrenkénnendurcheinenodermehrere
Parameteandie Anwendungangepassterden.Die WertedieserParametekdnnenim Quellco-
dederAnwendundgestgelgt, beimProgrammstadurchKommandozeilergraneteranggeben
oderin einerKonfigurationsdi@i gesetztverden.Die letztenbeidenMethoderhaberdenVorteil,
dasssie ohneNeuiibersetzungine Anderungder Parameteterlauben.Eine Konfigurationsdei
konntebeispielsweisavie folgt aussehen.

tree_node. LOAD BALANCER=TREE_BALANCER
refine_interval . LOAD_BALANCER=ADAPTI VE_WORKSTEALI NG
refine_interval . LB_M N WORK=0. 8
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ABBILDUNG 6.3.1. Pie-Mappingnit Blockplanungiir denDiamantenDarmge-
stelltist die PlanungeinesDiamantemmit 36 x 36 Knotenfiir 4 Prozessoren.

VDS
Last- statische Planung von
verteilung[~ | Planung 7| Aufgabengraphe
Last- )
beobachtung~ =] Topologie

ABBILDUNG 6.4.1. Die interneStrukturvonVDS.

Anwendung

BeidieserKonfigurationwird die Baumbalancierurggmehodefiir die ObjektederKlasset r ee_-
node verwendet. Objekte der Klasser ef i ne_i nt er val werdendurch adaptves Work-
Stealingverteilt. Stehhersuchewerdeninitiiert, sobalddie erwarteteverbleibendeRechenzeit
wenigerals 0.8 Sekunderbetragt.

Nebender Parametrisierng der integrierten Verfahrenkann das Verhaltenvon VDS auch
durchdie Integration neuerVerfahren,zum Beispiel fir die Lastwerteilung verandertwerden.
Abbildung6.4.1zeigt,wie die einzelnerModulevon VDS in VerbindungstehenMit Ausnahme
desKernsenthaltVDS fir jedesdieserModule mehrerelmplementieragen Jedelmplemen-
tierung stellt die fir dasentsprechend®odul erforderlichenFunktionenzur Verfigung. Zum
BeispielbestehjederLastwerteilungalgaithmus ausdenfolgendenFunktionen.

e i ni t —wird vonVDS einmalfur jedeKlasseaufgerufen.

e pl ace —wird jedesMal aufgerufenwennein neuesObjektentwedewon der Anwen-
dunggeneriertwird odervon einemandererProzessoempfingenwird. Der Lastertei-
ler mussentscheidemb dieseObjektim lokalenContainergespeicherbderzu einem
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anderenProzessomigriert werdensoll. BeispielsweisespeichertWork-Stealingalle
neuenObjektelokal.

e acqui r e —wird aufgerufenwenneine Lastanfragenicht mit denlokal verfugbaren
Objektenbedientwerdenkann. In diesemFall initiiert Work-Stealing,wennnicht be-
reitsgeschehertehhersuche

¢ | oad_changed —wird vom Lastbeobachturmgnadul aufgerufer(falls esaktiviert ist).
Die adaptve Work-Stealingiberprdfthier die verbleibenddrechenzeitFalls siekiirzer
alsdervorgesehen&renzwertst, wird ein Stehiersuchgestartet.

Ein neuerLastwerteilungalgaithmus wird durchdenAufruf von

id =VDS Register |oad bal ancer ( nane, descr,
my_init, my_place, ny_acquire, ny_load_ch,
types, preferred_| oad_table)

integriert. Der Parametenan®e wird in derKonfigurationsdtei benutztum denneuenLast-
verteilerfur eineKlasseauszuwéhlendescr ist einekurzeBeschreibngderverwendeteh ast-
verteilungsmetbde, dert ypes-Parametergibt die Objekttypenan, fiir die dieserLastwerteiler
benutztwerdenkann, und der letzte Parametemvahlt die standardmafigpenutztel astbeobach-
tungsmethodaus.DasErgebnisderFunktionist ein neuerBezeichnerderim Programmbenutzt
werdenkann,um die Nutzungdiesed_ast\erteilersfur einebestimmteKlassezu bewirken. Auf
ahnlicheWeiseist es—ohné/eranderungon VDS—moglich,neueDatenstruktune fiir die Con-
tainer neuelLastbeobachtungsverfam, andereTopologien,neuePlanungserfanrenfir Graph-
familienoderneueAlgorithmenfur die PlanungoeliebigerAufgabengraphenu integrieren.

6.5. VDS in der Praxis

Die VDS Bibliothekist in diversenAnwendungengie sichinnerhalbdesSonderforschursy
bereichs376 “Masswe Parallelitét: Algorithmen, Entwurfsmethden, Anwendungenergeben
haben erfolgreicheingesetztvorden. An denin Tabelle6.5.1aufgelisteterAnwendungerwird
deutlich, dassdurch die UnterstitzungverschiedeneParadigmenund Lastwerteilungsajorith-
menfur sehrunterschiedlice Anwendungstypeeeffiziente Parallelisierungn mdglich sind. Die
Parallelisierungder Descartedlethodeflir polynomielleNullstellenisolieungist ein Beispielftr
die KombinationzweierParadigmenSiewird im nachsterKapitel behandelt.

DieserAbschnittzeigteinenVergleichvon VDS mit Cilk undDOTS (Abschnitt6.1.2)sowie
mit Athapascan-XAbschnitt6.1.3). Alle vier Systemeerlaubendie Parallelisierungvon An-
wendungengdie dasFork-Join Paradigmabenutzen.Ein Beispiel einersolchenAnwendungist
die in Abschnitt6.2.2 diskutierterekursve Berechnungson FibonaccizahlenDas vollstandige
VDS-Programrist in Abbildung 6.2.3dagestellt. Abbildung 6.5.1zeigt die Hauptroutinerder
Implementierungn mit dendreiandererSystemen.

Athapascan-ist eineC++ Bibliothek, die durchMakroseineDatenfluss-Spragimplemen-
tiert. Der Datenflussgaplvird durchglobaleVariablendefiniert. Die Parameteder Funktionen
greifenentwederesendoder schreibendauf dieseVariablenzu. Eine Funktion, die lesendauf
Variablenzugreift, wird ausfiuihrbgrsobaldandereFunktionenfur die VariablenWerte definiert
haben.Somitwird die sumFunktionim FibonacciBeispielnurdannausgefihrtywenndie beiden
SummandeuwefinierteWertehaben.

Cilk ist eineprozeduralé&prachdur strikte Baumberechnigen. Siefugt derC-Sprachespe-
zielle Schlissetorter fur die Erzeugunginddie Synchronisierungon Threadshinzu. Nachdem
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e Athapascan-1:
class fibo: publical_task {
public:
voi d operator()( al_value< int > n) {

}.
e Cilk

if( n.val() <= 1) {
c.wite( newint( n.val() ));

} else{
al_shared_rp_wp<int > a( 0);
al_shared_rp_wp<int > b( 0);
al_fork( fibo(), (al_value<int >) (n.val()-1), a);
al fork( fibo(), (al_value<int >) (n.val()-2), b);
al fork( sum), a, b, c);

cilkint fib(intn,) {
if(n<=1)

}

e DOTS:

return(n);

el se{

}

int x, v;

x =spawn fib(n - 1);
y =spawn fib(n - 2);
sync;

return(x +vy);

int* fib(int *n) {
int *result, *resultA, *resultB;

}

result =newint;
if(n<=1) {

}

}

*result = *n;

returnresult;

el se{

DOTS_Thr ead_Handl e handl eA, handl eB;
int argA=*n-1, argB=*n-2;
dots_fork(handl eA, fib_jacket, &argA);
dots_fork(handl eB, fib_jacket, &argB);
dots_j oi n(handl eA, resultA);

dot s_j oi n( handl eB, resultB);

*result = (*resultA) + (*resultB);
free (resultA);

free (resultB);

returnresult;

ABBILDUNG 6.5.1. Implementierugenderrekursiven Berechnungon Fibonaccizahlen.
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TABELLE 6.5.1. Anwendungervon VDS im SFB. Die Parallelisierungderun-
terschiedlicheAnwendungererfordertdenEinsataverschiedengProgrammier
paradigmenund Lastwerteilungstchriken.

Projekt| Anwendung Paradigma Lastwerteilung

A4 ReelleNullstellenisoie- | Fork-Join, Baumbalanciemqg,
rung (Kapitel 7) [38] DAG-Scheduling Pie-Mapping

Ad Berechnungeeller Farming Scattering+adaptes
Eigenwerte Work-Stealing

Cc2 Maschinenbelegws gewichteteAufgaben| Randomisiertes
planung DimensionExchange

Cc2 SimultanelLosgrof3en- | verteiltesFarming OPTFIT / Work-Stealing
undMaschinenbele-

gungsplanung13]

Cc2 Planungvon getakteten| Farming Scattering+adapites
FlieRlinien[10] Work-Stealing

C4 HeuristischeSuchein gewichteteAufgaben| Randomisiertes
Konfiguratiorssysemen DimensionExchange
[142

ein Kind-Threaderzeugtwordenist, wird dererzeugenddhreadparallelzumerzeugterhread
ausgefuhrt.Eine Cilk Funktionmusseinesync-Operationausfiihrenum sicherzustellendass
die Kind-Threadshre Ergebnisséderechnehaben.

DOTS ist eineC++ Bibliothek, die speziellfiir Fork-JoinAnwendungerkonzipiertist. Ahn-
lich wie die Bearbeitungsroutan von VDS, miUsserDOTS-Funktioneram Anfang der Anwen-
dungregistriert werden. An dieseFunktionenkannjeweils nur ein Aufrufparamete tibegeben
werden.WenneineFunktionauf mehralseinemParameteperiert,dannmisserdieseParame-
ter in einerspeziellenDatenstruktuzusammengasstwerden. Vom Konzepther kdnnendiese
Datenstrukturemit denObjektenvon VDS vemglichenwerden.AndereAhnlichkeitenzwischen
VDS und DOTS sind die von beidenBibliotheken bereitgestellteriork- und Join-Funktionen.
Die Funktiondot s_f or k liefert einenBezeichnerderbenutztwird, um auf die von denKind-
ThreadsgenerierterErgebnissezuzugreifen;eine Aufgabe,die in VDS von den Variablendes
TypsVDS_Resul t Gbernommenvird.

FurdenVemgleich dervier SystemenurdedasFibonacci-Prgramm mit einerWarteschleife
instrumentiertdie jedesmabusgefihrtvird, wenndie Ergebnissalerbeidenrekursven Aufrufe
berechnesind. Der FibonacciBenchmarkhat somit zwei Parameternamlichdenindex »n der
Fibonaccizahlund den Parametert, der die Langeder Warteschleifeangibt. Aus technischen
Grundenwar esnicht méglich, alle Systemeuf derselberHardwareeinzusetzenEswurdendie
folgendenSystemebenutzt:

(1) Athapascan-IVersion1.8): Ein Linux Clustermit 3 PCs. Zwei von ihnenhattenje-
weils 2 Pentiumll Prozessoremit 333 MHz. Der dritte bestandaus4 PentiumPro
Prozessoremit 200 MHz. Sawohl Athapascan-&ls auchVDS benutztendie LAM
Implementierag von MPI.
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(2) Cilk-5 (Version5.2): Ein SparcSergr 1000mit 8 Prozessoref60 MHz). Der Rechner
wurdemit demBetriebssystensunOS5.6 betrieben.
(3) DOTS 1.2: Ein HPCLine System. Ein WorkstationClustermit 92 SiemensPrimegy
Sener Knoten(2x Pentiumll, 450MHz). DasSystemwurdemit SUnOS5.7 betrieben.
Die DOTS Implementierundgasierteauf ACE 4.6 und VDS benutztePVM 3.4. In den
ExperimenterbeziehtsichderBegriff “Prozessoranzdhin diesemrall aufdie Anzahl
der Knoten. Beispielsweisavurde bei VDS nur ein Anwendungsprozs pro Knoten
gestartet.
Der ersteTestdemonstriertlie Systemkstender Umgelungen.Fir diesenTestwurdedie 20-te
FibonaccizahkequentielbhneWartezeit(t = 0) berechnetDie gemessenebaufzeitensindin
derfolgendenTabellein Sekunderanggeben.

Intel-Linux, 333MHz | Sparc-Solaris60 MHz | Intel-Solaris 450 MHz
Athapascan-1 VDS | Cilk-5 VDS DOTS VDS
4.8 1.1 | 0.56 2.38 21.5 0.78

DaseinzigeSystem daswenigerKostenerzeugtals VDS ist Cilk-5. Der Grundhierfir ist,
dassCilk-5 eineeigeneSpeichererwaltung fir die Aktivierungsrahme verwaltet [55]. Dieses
kannsehreffizient gescheherdaalle RahmereinerCilk-5 FunktiondieselbeGré3ehaben.Die
lokalen Variablender Threadswerdenim Laufzeitleller gespeichert.VDS speichertdie zu ei-
nemObjektgehérendeatenin einemzusammenhangdan Stiickvirtuellen SpeichersDieses
bedingtdenAufruf derBetriebssystemoutine mal | oc fur jedesneueObjekt. VDS benutztden
Laufzeitleller auszwei Grindemicht. Zum einenist VDS fir SystemeohnegemeinsameBpei-
cherkonzipiert. Esist somitim Allgemeinennicht moglich,auf denLaufzeitleller einesanderen
Prozessorguzugreifen.Zum andererist der Laufzeitleller fur andereParadigmemicht die ge-
eigneteDatenstruktur

Die SchlussfolgerungusdiesemTestist, dassdie Granularitdider Aufgaben die von Atha-
pascan-1DOTS undVDS generiertwerden yon der Anwendungkontrolliert werdensollte. Die
Aufgabensolltenbeidendrei Systememicht zu feingranularsein.

Der zweite Test beziehtsich auf die Skalierbarkit der Systeme.Um die Granularitatdes
Fibonacci-Bencmarks zu erhéhenwurdedie Wartezeitauf 0.1 Sekundermgesetzt.

Abbildung6.5.2zeigtdie Effizienzen,die von denSystemererreichtwerden.Da dasCilk-5
SystemWork-Stealingdirekt iberdengemeinsameBpeicherealisiert kanneshohereeffizien-
zenerreicheralsVDS. In Cilk-5 arbeitensonvohl derbestohlenalsauchderstehlendd’rozessor
mit denDatenim Laufzeitleller desbestohlenerozessorfs5]. DageyenrealisiertVDS Work-
Stealingdurch den Austauschvon Nachrichten. Dieseserfordertselbstauf einemSystemmit
gemeinsamefpeicherzwangslaufignehrKosten. Verglichenmit Athapascan-und DOTS ist
VDS effizienter Ein Grund hierfur sind die Kostender spatenLaufzeitbindungin C++. Ein
andererGrundist die TatsachedassAthapascan-ir dasviel allgemeineréParadigmader Da-
tenflusssteuerunkpnzipiertist und deswgenzur Laufzeitden Aufgabengraplder Anwendung
explizit konstruiert.

Insgesamizeigendie Experimente,dassVDS von den getesteterBystemerdie effiziente
Implementierungstrikter Baumberechnungeauf Systememnit verteiltemSpeichebietet.
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ABBILDUNG 6.5.2. Vemleich der Lastwerteilungsystene Athapascan-1,
DOTS, Cilk-5 undVDS. Die Diagrammea), (b), und(c) zeigendie Effizienzen,
die fir unterschiedlica Werte von n und einer Wartezeitvon ¢ = 0.1 Sekun-
dengemessemurden. DasDiagramm(d) zeigtdie Effizienzenfir n = 13 und

t = 0.1 Sekunden.
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KAPITEL 7

Parallele Nullstellenisolierung mit der DescartesMethode

iesesKapitel beschreibeine Anwendung,die mit Hilfe der VDS Bibliothek parallelisiert

wordenist. Siedemonstriereinederbesondereiigenschafteron VDS: die Kombination
unterschiedlicheProgrammierparagimen. Dartberhinauglemonstriersiedie Nutzungdeslso-
effizienzkonzeps fir die Analysevon Algorithmen, derenparalleleEffizienz nicht unmittelbar
von dersequentielleiaufzeitabhéangt.

Die AufgabederreellenNullstellenisolieangist es,disjunktelntenalle fiir alle reellenNull-
stelleneinesPolynomszu finden. Sobalddieselntenalle berechnesind, kbnnendie Nullstellen
mit beliebigerGenauigkit durch numerischeMethodenbestimmenwerden. Auf dieseWeise
kannsichegestelltwerden,dassalle Nullstellen gefundenwerden—eindgsarantie,die bei rein
numerischeMethodemicht gegebenwerdenkann. Die BerechnungeellerNullstellenhatviel-
faltige Anwendungerunteranderenbei der Steuerungzon Robotern[104], beim Rechnemmit
algebraische@ahlenoderbeiderBerechnungomplexer Nullstellen[30].

Es sind mehreresequentielleAlgorithmenfir die Berechnungeeller Nullstellen bekannt.
Die Vorzeichenmetbde nachCollins und Akritas [27, 85 hat sich flr praktischeZwecle als
sehrgeeigneterwiesen[78, 79]. Da dieseMethodeauf der Vorzeichenrgd von Descartede-
ruht, nennerwir siedie DescartesMethode Implementierungn dieseMethodefindensichzum
Beispielin demComputeralgetasysem Maple (Funktionr eal r oot ) [16], MuPAD (Funktion
r eal r oot s), undin derBibliothek SACLIB (Funktionl PRRI D) [29].

Wir betrachtenPolynomemit ganzzahligerKoefizienten. Polynomemit rationalenoder
FlieRlommakoeffizieren konnendurchMultiplikation mit einemgeeigneterraktorleichtin Po-
lynomemit ganzzahligerKoefizientenumgevandeltwerden.Fernersetztdie Descartedetho-
de voraus,dassalle NullstellendesEingabepolynom einfach sind. Falls ein Eingabepolynom
A(z) dieseBedingungnicht erfillt, betrachterwir den gré3tenquadratfreienTeiler B(x) =
A(x)/99T(A(x), A'(z)), wobei A'(z) die ersteAbleitungvon A(x) ist.

Die DescartesVlethodefuhrt eine bindre Suchedurch. Sie startetmit einemintenall, das
alle NullstellendesEingabepolynomenthélt. Dieseswird durchrekursie Bisektionierungso-
langeverfeinert,bisalle Intervalle entwedekeineNullstelleodergenaweineNullstelle enthalten.
Dasinitiale Intervall wird durchdie BerechnungeinerNullstellenschrake bestimmt[84, Ubung
4.6.2.20].

Im folgenderAbschnittgeherwir aufzweiMethodengdie Descartedlethodezu parallelisie-
ren,ein. In Abschnitt7.2wird eineskalierbareParallelisierungsorgestellt,die diein denKapiteln
3und4 vorgestellterPlanungserfahra nutzt. In Abschnitt7.3wird gezeigtdasddie Isoefizienz
derparallelerDescarteslethodebeibeschrénkteKoefizientenlangeon P* (log P)* dominiert
wird.
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ABBILDUNG 7.1.1. Die Verteilungder Suchbaumtiefaund -breite savie der
AnzahlderNullstellenvon1000 Polynomernvom Grad8000 mit zuféllig gewahl-
tenKoeffizienten.Die geringeBreiteerschwertlie Parallelisieruiy derMethode.

7.1. Standder Forschung

Eswurdenbislangzwei Verfahrenvorgestellt,die Descartedethodezu parallelisierenCol-
lins, JohnsorundKichlin untersucherineParallelisierungbeiderausschlieRlicllie Baumpar
allelitéat ausgenutztvird [28]. Sie benutzerierflr dasfur dasFork-Join Paradigmaausgelgte
SystemDTS. Allerdingssinddie Suchbaumeft sehrschmal.Beispielsweiseeigtdie Isolierung
von 1000Polynomemmit zufallig gevahltenKoeffizientenvom Grad8000,dassdie Suchbaume
typischerweisanicht breiterals zwei sind (vgl. Abbildung 7.1.1). Somitist die auf derreinen
Baumparallelitibasierend®arallelisierungnicht skalierbar

SchreinerMittermeierund Winkler schlagervor, die Effizienz zu erh6henjndemdie Inter-
valle, die mehrals eine Nullstelle enthalten,in so viele Unterinteralle aufgeteiltwerden,wie
Prozessoremorhandersind[100, 11§. Auf dieseWeisekannbei der AuswertungeinerEbene
im SuchbaunjedemProzessomindestensin Suchknoterzugaviesenwerden. DieserAnsatz
wertetjedoch,falls dasPolynomnur wenigereelleNullstellenbesitzt, mehrSuchknoteraus,als
esdie sequentielleMethodetun wiirde. Da dieseszu einergeringenEffizienz fuhrt, ist folglich
auchdieserAnsatzim Allgemeinennicht skalierbar

Dasim nachstenAbschnitt diskutierte Vorgehenist durch die Ausnutzungder Parallelitat
in denSuchknoterund der Baumparallelitatlie ersteskalierbareParallelisierungder Descartes
Methode.

7.2. Die parallele DescartesMethode

Eine detaillierteBeschreibing der sequentielleDescartedMethodefindetsichin [85]. Die
DarstellungandieserStellebeschranksichauf die fur die ParallelisierungwvichtigenAspekte.

Wir bestimmerdie reellenNullstelleneinesPolynomsA(x), indemwir parallelisolierende
Intenalle fir positiven Nullstellenvon A(z) undvon B(xz) = A(—x) bestimmenBeidelsolie-
rungswrgangestartenmit einemintenall, dasjeweils alle positiven Nullstellenenthélt. Dieses

114 7. ParalleleNullstellenisoliermg mit der Descarte$/lethode



3

as

4N =3
/’} VAR S
VRN /\ AN
% 3a3$ 3(134-@(11 aggal—l—ao

ABBILDUNG 7.2.1. Der Taylor-Shift mit synthetischenDivisionen. Falls
A(z) = azz® + asx? + arx + ay ist, bendtigerwir 6 Additionenum die Koeffi-
zientenvon B(x) = A(x + 1) zuberechnen.

wird zunachstdaraufiberprift,ob esleerist, oderob es bereitsein isolierendedntenall ist.
Anderntlls handeltessichum eineninnerenSutknotenim Suchbaum.

Die AuswertungeinesSuchknotendestehidarin, dasassoziiertdntenall zu bisektionieren
undsomitzweineue(potentielle)Suchknoterzu erzeugenDiesewerderwiederumdahingehend
Uberprift,ob sieinnereKnotensind,oderob die assoziierterintenalle leer oderisolierendsind.
Die paralleleMethodebearbeitetlie Knotenim SuchbaunebenenweiseDabeiwird die Kenntnis
derAnzahlder Suchknoterauf derselberBaumebendir die Bearbeitungsplamg genutzt.

JederSuchknoterenthéltein Intenall (a, b) undein PolynomB(z), dasim Intenall (0, 1)
genausoriele Nullstellenbesitzt,wie dasEingabepolynonim Intenall (a, b). Die Koeffizien-
tenvon B(z) werdendurch FlieRlommantervallemit einerfestenMantissenlang (Prazision)
reprasentiertUm die Teilintenalle (a, (a +b)/2) und((a +b)/2, b) zuuntersuchermisserdie
zugehorigerPolynomelL () flr dielinke Halfteund R(x) fur die rechteHalfte berechnetverden.
AnschlieRendverdenbeidePolynomedurchVerwendunglerVorzeichenrgel von Descarteguf
Nullstellenim Intenvall (0, 1) Gberpruft.Hierbeikannesvorkommen dassdie Vorzeichenbestim
mungeinigerKoeffizientennicht méglichist, wenndie FlieBkommantervalledie 0 enthalten.in
diesemFall wird die gesamtdrechnungnit derdoppelterPrazisionwiederholt.

Sawohl fir die Konstruktionvon R(x) als auchfiir die Uberprufungder Intenalle ist eine
\erschielung um 1 notwendig(Taylor-Shiff. Der TaylorShift einesPolynomsA(x) berechnet
dasPolynom B(xz) mit B(z) = A(x + 1). Um dasPolynomB(z) zu berechnenpenutzen
wir synthetischdivisionen. Die Ideeist hierbei,dasPolynom A(z) alsein Polynomin = — 1
auszudrucén,alsoA(xz) = b,(z—1)"+---+b1(x—1)+by. Die hierauftretenderkoefizienten
bo, ..., b, sind geradedie gesuchterKoeflizientendesPolynomsB(x). Zunachsterhaltenwir
denKoefizientenb, von B(z), dermit demKoefizientenay von A(x) identischist. Wennwir
nunA(x) — by durch(z — 1) teilen,erhalterwir denKoefizientenb; von B(x). Durchlteration
diesesVorgangserhaltenwir schlielichalle Koeffizientenvon B(z). Fir dieseRechnungsind
ausschlieBlichlie in Abbildung7.2.1dagestellten - (n + 1)/2 Additionennotwendig.

Bei der Parallelisierungtretensomit die drei in Abbildung 7.2.2 daigestelltenParallelitéts-
ebenerauf. Auf derobersterEbenehabenwir die Baumparalleliit, die durchdie gleichzeitige
Auswertungaller Suchknotendie sich in derselberBaumebendefinden,entsteht.Die zweite
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ABBILDUNG 7.2.2. Die dreiParallelitatsebeen derparallelenDescartedlethode.

Ebenebestehtaus der parallelenAusfuhrungder fur einen SuchknotererforderlichenTaylor
Shifts, und die dritte Ebeneausder parallelenBerechnungeineseinzelnenTaylorShifts. Im
Folgendergehenwir nédheraufdiesedrei Ebenerein.

7.2.1. Planung des Taylor-Shifts. Wie ausAbbildung 7.2.1 henorgeht, erfordertdie Be-
rechnungdesTaylorShifts einesPolynomsvom Gradn — 1 mit synthetischemivisionendie
Auswertungeiner Pyramideder Hohen. Wegender Verwendungvon FlieBkommaArithmetk
kanndie DauerjedereinzelnerAddition naherungsweisals gleichangesehewerden.Wir kdn-
nendaherdasin Abschnitt3.3.5beschriebenkBie-Mappingverfahrenmit EbenenoderBlockpla-
nungbenutzenDurch Nutzungderin Abschnitt3.3beschriebeneKachelungstechkierzeugen
wir einePyramidederHohe

| sP falls 75 >m
(2] falls & <m

m

wobeim die minimaleKantenlangeinerKachelunds die AnzahlderKnoteninnerhalbeinerZo-
nein derletztenEbenederPyramideist. Die minimaleKantenldngést ein architekturabhégiger
ParameterMit Hilfe von s kanndie Granularitader Pyramidenbereclug gesteueriverden.Die
Standardeinstelhg fur denhpcLine-Clusteunddie Cray T3Eistm = 16 unds = 3. Beigrof3en
PrazisionersolltederWertvonm verringertwerdenundundbei groRerPolynomgrade derWert
von s auf5 oder7 erhohtwerden,umdie besteEffizienz zu erreichen Alle Experimentevurden
mit denStandardwertedieserParameteunterVerwendungler Blockplanungdurchgefuhrt.
Firdie Analyseder DescartedMethodeignorierenwir die minimaleKantenlangaindgehen
von einerPyramidenhdhé = s P fir einfestesungerades € IN aus.Wir bezeichnemnit ¢ die
DauereinerAddition und modellierendie Latenzzeitder UbertragungeinerBotschaftder GroRe
[ durchl L. Weiterhinbetrachterwir wegenderleichterenAnalysierbarkeidie Ebenenplanung.
Wie sichherausstellemwird, ist siebereitsbeziglichderGrolRenordnungderlsoefizienz optimal.
Genaugenommeantsteherdurch die KachelungPyramidenknan, die sich in ihrem Re-
chenaufand unterscheiderfalls » nichtdurchh teilbarist. Da sich die Kantenlangerder Ka-
chelnjedochhdchstensim einenKoeffizientenunterscheidenjernachléassigewir diesenEffekt
im Folgenderund modellierendie Knotenin denerstenn — 1 EbenenalsgleichférmigeAufga-
benmit einemRechenaufandvon (n/(s P))? t. Die Aufgabenin derletztenEbenehabenden
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Rechenaufarnd

n\2 1mn n
(7.2.1) ((sp)"§sp(;ﬁ‘*)>f
Insgesamerhaltenwir bezlglichdieserModellierungdie folgendeparalleleLaufzeit fir den

Taylor-Shift.

THEOREM 7.2.1 Esseis eineungeradeganzeZahl. Wennder Taylor-Shift einesPolynoms
vomGradn—1 mit FlieBkommaarihmdik unterBenutzungonPie-Mappingmit Ebenenplanung
auf P > 2 Prozess@ndurchgefiiht wird, dannist die parallele Ausfiihrungszeigegebendurch

T(n, P) = Tcac(n, P) + Tcom(n, P) .
wobeiTcom der Kommunikationsoveeadund T, die Redienzeitist. Esgilt

(7.2.2) (sP—1)o+ (P —1) %Lchom(n,P) (2sP+P—4)o+ (sP—1) PL
S

~~
4 com =:Tcom

=T

(7.2.3)  undTeac(n. P) = % (((32 +1) P4s—1) (5';)2 - (# - 1)) t

p4

Die sequentielliRetenzeitst gegebendurch T'(n, 1) = = (’;’l)t.

BEwEIS. Um die BerechnungszedesTaylor-Shifts herzuleitenyergleichenwir sie mit ei-
ner Pyramidenbe@hnung mit der Knotenberechmgs=zit ¢ = (n/(s P))t undder Latenzzeit
L' = (n/(s P)) L. FurdieseBerechnungrhalterwir mit Theorem3.3.14die paralleleRechen-
zeit 1 e

T(n.P)=5((s>+1) P+s—1) (ﬁ) t + Toom(n, P) |
wobeiT¢om die Glelchung(7.2.2)erfullt. Daalle Knotenin denerstenn — 1 Ebenerder Taylor
Shift Berechnungebenélls die Rechenzeit’ haben,beginnendie Prozessoreim beidenRech-
nungendenerstenknotenin derletztenEbenezur gleichenZeit. Da s ungeradest, werdenflr
die Bearbeitungder restlichenKnotenin derletztenEbenekeine Datenvon anderenProzesso-
ren bendtigt. Sie kdbnnenalsoohneWartezeiterberechnetverden. Da bei der Berechnungles
Taylor-Shiftsdie Berechnungsdau jedeseinzelnerder s Knotenin derletztenEbeneesinerZone

durchGleichung(7.2.1)gegebenist, wird derTaylor Shift um die Zeit

‘1 n (n 1){
52sP sP

schnellerberechnetals eine Pyramidenrechnuy bei der jeder Knoten die Berechnungszeit
hat. Insgesamfolgt damitdie Beziehund7.2.3)flr T¢gic. d

Offensichtlichsinddie sequentiellefRechenzeiteim Sinnevon Definition 2.2.4diskret. Mit
Hilfe derSchranknfir denKommunikatimsadwanddefiniererwir Schranknfir Berechnungs-
zeitundfur die Effizienz desTaylor-Shifts.

DEFINITION 7.2.2 Firallen > 1 undP > 2 sei

T(n, P) := Tean, P) + Leom(n, P) (n, P) := )

PT(n,P) °

— Tn 1)
(71 P):= PT(n,P)

E
T(n’v P) := Tcai(n, P) +Tcom(na pP) , E

Die Isoefizienzfunktonen I, und . seiengemalTheorem?.2.3definiert.
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ABBILDUNG 7.2.3. Ein Vemleich von der LogP-Modellierug des Taylor
Shiftsmit realenMessungenDie Experimentevurdenmit einerMantissenlang
von zwei Waorterndurchgefuhrt.ln Bezugauf die verwendetdmplementierung
wurdendie folgendenLogP-Raraméer flr denParsytecCC Rechnerbestimmt:
L =5us/Byte, o = g =0.3ms.

Esgilt somitfur allen, P € INundallee € (0,1),

T(n,P) < T(n,P) < T(n,P),
E(n,P) < E(n,P) < E(n,P),
I(n,P) < IL(n,P) < I.n,P).

Fernererfilllen E und E die speed-upindsize-upEigenschaffDefinitionen2.2.6und2.2.8).
Der Vemgleich der unterenSchrank E(n, P) im LogP-Modellund der gemessenekffizienz
einesTaylor-Shiftsin Abbildung7.2.3zeigt,dassdie AussagerdesModellsrealistischsind.

7.2.2. Planungder Knotenberechrungen. JederSuchknotererfordertdie Berechnungon
zwei oderdrei Taylor-Shifts. Wir bezeichnerden Taylor-Shift fir den Testdeslinken Intenalls
mit £ unddie beidenfur dasrechtelntervall erforderlicheriVerschiebngenmit R, undRs. Der
Shift R4 kannunterbestimmterVoraussetzungeentfallen.

AngenommenesstehenP Prozessorefir die AuswertungdesSuchknotengur Verfigung.
Dannbietensichzwei Moglichkeitenfir die PlanungderOperationeran. Die MethodeA berech-
netzundchstC und R, gleichzeitigauf jeweils | P/2| ProzessorennddannRR, auf P Prozes-
soren.Die MethodeB benutzt| P/3 + 1/2] Prozessorefur £ undfihrt die VerschiebngenR
undRR2 nacheinandeawufdenrestlichenP — | P/3 + 1/2] Prozessoreaus.Mit Hilfe derunteren
Schrank fur die Effizienz desTaylor-Shifts I&sstsich abschatzenyelcheder Methodenfur eine
gegebeneProzessoranzalam gunstigstenst—vorausgesetztjasswir wissenob Ro ausgefuhrt
odernichtausgefuhrtvird.

Der Nachteilvon MethodeB ist, dasssie ineffizient ist, wennRs nicht berechnetvird. Da
diesesbekannterweisam Anfang des Suchbaumesler Fall ist [85], benutzernwir am Anfang
ausschlie3lichiMethodeA, alsofir die Wurzel und immer dann,wenn der Baumdie Breite 1
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B Test: Ist der linke Knoten ein innerer Knoten?
I Generiere rechten Knoten

Il Teost: Ist der rechte Knoten ein innerer Knoten?

ABBILDUNG 7.2.4. Ausfuhrungsprofé von NullstellenisolabneneinesTsche-
byschef Polynomssom Grad300auf16(a)und18Prozessore(b). Die Berech-
nungernwurdenaufdemParsytec-GC/PRechnedurchgefihrt.

hat und der vorhegegangeneSuchknotemur auszwei Verschielingenbestand. Sonstgehen

wir davon aus,dassjeder Suchknoterausdrei Verschiebingenbestehtund wahlenjeweils die
effizienterederbeidenMethoden.

7.2.3. Planung desSuchbaumes.Da jederSuchknotertdie gleicheLaufzeitbeieinergege-
benenProzessoranzalmat und diesegut abgeschatziverdenkann,kanndie PlanungdesSuch-
baumesnit derin Abschnitt4.4 beschriebenellethodefiir die Planungvon Baumberechnurem
mit parallelisierbaen Knotenerfolgen.

Die Abbildung 7.2.4 zeigt Ausschnittezweier Ausfuhrungsprfile der DescartesMethode.
Die verschiedenerautonereprasentierejeweils Taylor-Shifts (dunlkelgraufir £, hellgraufur
R1 undschvarzfir R»). Die SkalaiberdenProfilenmarkiertdie Baumebenendie Anzahlder
Suchknoterunddie verwendeterPlane.

DasPrdfil (a) zeigtdie Schlussphaseinerauf 16 Prozessoredurchgefiihrtemsolierung.Die
ersteEbeneenthaltd Knoten, die mit demphasenparalletePlan(8, 1) berechnetverden. Fur
die néchsteEbenegibt eszwei Kandidaterfur gute Plane:denPlan(5), bei demein Prozessor
unbenutzbleibtunddenPlan(4, 1). In diesemFall hatsichderPlanungsalgotitmus offensicht-
lich fur die ersteVarianteentschiedenDasProfil (b) zeigtdenselberTeil derBerechnunguf 18

ProzessorenErwartungsger@n ergebensich hier wegendergeanderterProzessoranzakindere
Plane.

7.2.4. Experimentelle Ergebnisse.Fur die experimentek Evaluierungbetrachterwir vier
PolynomklassenAbbildung7.2.5zeigttypischeSuchbaumelieserkKlassen.

Zufallspolynomesind Polynome derenKoeffizientengleichwerteilt auseinemgegebenerin-
tenall bestimmtwerden.Von derartigerPolynomenist bekanntdasssichihre durchschnittlibe
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ABBILDUNG 7.2.5. Suchbaumedie bei derIsolierungreeller Nullstellenvon
PolynomerentstehenDie ersterdrei PolynomehabenGrad20 unddasPolynom
G99 istvom Grad22. Die grauenKnotenentsprecheisolierenderintenallen.

Nullstellenanzahasymptotisctder Funktion2 In n /7 nahert[49]. Die Suchb&umeon Zufalls-
polynomensindtypischerweisschmal.Die im FolgenderbeschriebeneBxperimenteeziehen
sichauf Polynomemit 2000-BitKoefiizienten. Die MesswertaeprasentieredenDurchschnitt
von jeweils 50 Messungemnit festemGrad.

Tsthebyshef Polynomehabennur reelle Nullstellen. TschebyschéfPolynome(der ersten
Art) werdenwie folgt rekursv definiert. Ty(z) = 1, Ti(x) = x, Thqi(x) = 22T, (x) —
T,,—1(x). Die Nullstellenvon T,,(x) sind gegebendurch cos((2k + 1)7/(2n)) wobei k =
0,...,n — 1. Die Suchbaum&on TschebyschéfPolynomersind breitundtief.

MignottePolynomehaberdie Form A, (z) = 2" — 2 (52 — 1)?. Siehaberd Nullstellen,von
denenzwei links undrechtsvon 1/5 liegen, mit einemAbstandvon 2/57/2+1 < 1/27+1 [85).
Die Suchbdumeon Mignotte Polynomersindschmalund extremtief.

G ,-PolynomesindcharakteristisaPolynomeeines: x n Ausschnitteinerunendlichgrof3en
Matrix G .. Die Eigenwerteder Matrix GG, beschreibefEnegieniveausvon Elektronenin Ato-
menmit zwei Elektronen. Sie hat zwei Variablene und Z, wobei Z die Anzahl der Protonen
im Atomkern bezeichnetWir betrachterhierdenFall Z = 2 (Helium). Physikalischsinrvolle
Aussagetrtieferndie PolynomeGy, G13, Gao, Gs4, Gso, G7o, Gos, G1os,. .. [4]. Siehaberex-
tremlangeKoefizienten,nurreelleNullstellenundbreiteSuchbdumeDie Polynome(undderen
Nullstellen)fiir beliebigeWertevon Z wurdenvon Barnettfiir die Untersuchungon spektralen
RegelmaRigkeitewvon Atomenmit zwei Elektonengenutz{4].

Arithmetische Aspekte. Durch die Nutzungvon Intenallarithmetik wird die Methodenie
ein falschesrgebnisberechnenSchlimmsterdlls scheitertsie wegeneinerzu klein gewvahlten
Préazision. In diesemFall meldetsie einenFehler Um insgesameinenAlgorithmus zu erhal-
ten, derimmer dasgewtinschteErgebnisliefert, startenwir mit einer Mantissenlange&on zwei
Worternundverdoppelrdie Prazisiomachjedemfehlgeschlagesn Lauf. DiesesVerfahrenwird
spatestendannterminieren,wenndie Mantisseso langist, dassalle Zwischenegebnsseexakt
dagestelltwerdenkdénnen. Wir nennendiesesVorgehendementsprechmel Prazisionsveatopp-
lung. Weiterhinbezeichnerwir die kleinste Prazision,mit der die Nullstelleneinesgegebenen

120 7. ParalleleNullstellenisoliermg mit der Descarte$/lethode



TABELLE 7.2.1. Prazisionemindsequentiell&erechnungszeiteibie Prazisio-
nenbezeichnerie Anzahlvon 29-Bit Worten. Die Berechnungszeitesindin
Sekunderanggiebenund wurdenauf einemPC mit einem300 MHz Pentium

ProProzessogemessen.
Klasse/ | Prazisions- optimale
Grad| verdopplung Prazision
Zeit  Praz.| Zeit Praz.
Tshebyshef
100 5.1 4 5.0 3
200| 96.0 16| 61.6 9

300 3210 16| 267.0 13
400 13100 32| 778.0 17
500 | 25570 32| 1861.0 22

Mignotte
100| 23.9 16| 143 9
200| 3262 32| 161.0 17
300| 9320 32| 724.0 25

Zufallspolynom

100 0.22 2 0.22 2
200 0.99 2 0.99 2
300 2.15 2 2.15 2
400 3.69 2 3.69 2
1000| 35.60 2 35.60 2
Gﬂ
34 0.25 4 0.18 4
50 1.18 8 0.57 5
70 2.5 8 1.73 7
95 11.81 16 4.78 9
125 2352 16 12.68 12

Polynomsberechnetverderkdnnenalsdie optimalePrazision Die Prazisionsgrdgplung tber
trifft die optimalePrazisionhéchstensim denFaktor zwei. Da die Methodenur Additionenbe-
nutzt,ist inr Aufwandlinearin derPrazision.Folglich ist Prazisionsgrdopgung hichstensier
mallangsameals ein einzigerLauf mit deroptimalenPrazision.

Die Tabelle7.2.1zeigt einenVermleich sequentielleBerechnungszein mit Prazisionser
dopplungund Startpréazisior2 mit denZeiten,die bendétigtwerden,wenndie optimalePrazision
benutztwird. Fernersinddie benutzterPrazisionerin Wortenanggeben wobei jedesWort 29
Bit zur Mantissebeitragt.In denExperimentemimmtdie Préazisionsgrdogplung in denmeisten
Fallenhochstensloppeltsoviel Zeit in Anspruch,wie ein einzigerLauf mit der optimalenPra-
zision. DieserEffekt entstehtdadurch,dassder Algorithmus oft sehrschnellmerkt, dasseine
gagebendPrazisiomichtausreichtln diesemFall wird die Rechnungsofortgestopptundmit der
doppelterPrazisiomeubegonnen.
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An dieserStellebietensichjedochnochVerbesserungsmibichkeiten an. Und zwar kanndie
InformationtberdasAusseherdesbereitsberechneteieilbaumedei dererneuterBerechnung
desBaumesgenutztwerden. Auf dieseWeise kdnnendie bereitserfolgreich durchgefihrten
Testsbei demneuenLauf entfallen. Eine weitereVerbesserungestehtdarin, die erneuteSuche
nichtvon derWurzelauszu begginnen,sonderrdirekt bei denkritischenTeilbAumeranzufngen.
DieseserfordertallerdingsPolynomtransfomationen, die Multiplikationen erfordern.

Die Tabelle7.2.2zeigtjedoch,dasshereitsohnedieseOptimierungerdie vorliegendelmple-
mentierungdersequentielleescartedethodeandererSystemernn denmeistenFallentberle-
genist. Siezeigtdie Berechnungsztin,dievondenSystememMaple5.1(Funktionf sol ve() ),
MuPAD 1.4.2 (Funktionf | oat ( hol d(sol ve) ()) und MatLAB 5.3 (Funktionr oot s())
bendtigtwerden.lm Falle der Descartes-Methodst nebender Gesamtberechngszét auchdie
Zeit anggebendie fur die Isolierungbendtigtwird. An denStellen,wo keineZeitenanggeben
sind, konntennicht alle NullstelleninnerhalbeinerdreitagigenFrist berechnetverden. Dieses
AuRertesich bei Maple durchUberschreiterler drei Tage,bei MuPAD durcheine Terminierung
der Rechnungund bei MatLAB durchein Ergebnis,dassnur einenTeil derreellenNullstellen
enthielt. Die Laufzeitervon MatLAB sindmeistengleutlichkleineralsdie derDescarted/etho-
de, allerdingsist esmit MatLabim Gegensatzu denandererdrei Systememicht moglich, die
Nullstellenmit einervorgegebenerGenauigkit zu berechnen.

Aul3er bei den Mignotte-Polywomen wird bei der Verwendungder DescartedMethodeein
Grolteilder Rechenzeifir die Verfeinerungder isolierendenintenalle bendétigt. Diesesliegt
teilweisedaran,dassfir die Verfeinerungn derderzeitigenProgrammerson ein einfachesBi-
sektionierungsverfahrdmenutztwird. Esist einedeutlicheBeschleunigungler Verfeinerungzu
erwarten,wennbei hinreichendschmalerintenallen Newton-Iterationerdurchgefuhriverden.

Parallele Aspekte.
Die Tabelle7.2.3verdeutlichtdasAusmafld mit demdie in denAbschnitten7.2.2und 7.2.3

beschriebeneRlanungsalgorithem zur Laufzeit beitragen.Die Testeingabesind Zufallspoly-
nomevom Grad1000 und2000 sowie Tschebysché&fundMignotte Polynomevom Grad100 und

200.
Wir vemgleichenfinf Stratgienfir die PlanungdesSuchbaumegsgl. Abschnitt6.3.2).

(1) Baumplanung

(2) Work-Stealing

(3) Scattering

(4) Workstealinggekoppeltmit Scattering

(5) keineLastverteilung:JederSuchknotemwird auf Knoten0 bearbeitetDie einzigePar
allelitdt stammtalsovon denTaylor-Shifts.

Nur im erstenFall ist bekanntwieviele Suchknoterparallelausgefiihriverdenkénnen. Dieses
ist alsoder einzigeFall, in demdie Prozessoremxklusiv den Suchknoterzugeordnetwerden
kénnen.In denandereriallenwird jederSuchknoteraufallenProzessorehearbeitetZusatzlich
vergleichenwir fir jede Baumplanungsmkode die Zeiten, die wir erhalten,wennwir die in
Abschnitt7.2.2beschrieben&notenplanunganwenderbzw. nicht anwendenlm letzterenkall
werdendie Verschiehngenauf allendemSuchknoterzugeteilterProzessoreausgefiihrt.

Falls der Suchbaunmschmalist, kbnnenwir keinengrolRenGewinn durch die Verwendung
derBaumplanungrwarten. Diesegtrifft bei Zufallspolynonen und bei Mignotte Polynomerzu.
Nur im Falle der sehrfein-granularerBerechnungder Zufallspolynane vom Grad 1000 fuhrt
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TABELLE 7.2.2. Vemleich der sequentiellenmplementierungder Descartes
Methodemit denSystemerMaple 5.1, MuPAD 1.4.2undMatLAB 5.3. Bis auf
die Experimentemit MatLAB wurdenalle Experimenteauf einerUltraSFARC-
Ili Workstationmit 269MHz durchgefuhrtFurdie MatLAB-Experinent lagei-
ne Windows-NT-Instalation vor (XeonProzessomit 550 MHz). Bei denersten
drei Systemermwurdendie Nullstellenauf 8 Nachlommasgllen genaubestimmt.
Die MatLAB-Rechnugenwurdenmit der Einstellungdoubl e vorgenommen.
Hier sind die Zeiteneingeklammertbei denendie Ergebnissenicht auf 8 Nach-
kommastella genausind. Bei denZufallspolynenenwurde hier pro Grad nur
ein TestpolynombetrachtetDain denmeisterFallendie LaufzeitderDescartes-
Methodevon deranschlieRende¥erfeinerungderisolierenderintervalle domi-
niertwird, ist siebeidemZufallspolynan vom Grad400mit 6 NullstellengréRey
alsbeidemvom Grad500mit nur 4 Nullstellen.

Klassé Descartes Maple | MuPAD | MatLAB
Grad| Isolierung Gesamt
[s] [s] [s] [s]
Tshebysheff
20| 0,2 0,4 0,2 6,0 0,002
40, 0,4 2,1 6,1| 88,0 (0,008)
60| 1,0 6,6 10,9| 223,0 -
80| 4,2 16,5 1230 - -
100 8,8 29,9 3323 - -
Mignotte
20| 0,1 0,1 0,8 - 0,002
40, 0,6 0,7 3,4 - 0,007
60| 2,8 3,0 14,7 - 0,017
80| 5,3 5,6 49,1 - 0,04
100 16,8 17,2 93,4 - 0,07
Zufallspolynom
100| 0,2 0,7 15,5 - (0,07)
200| 0,6 8,0 1137 - (0,45)
300 1,3 16,8 3904 - (1,75)
400| 5,5 48,9 | 31202 - (5,8)
500 5,7 26,4 | 69368 - (11,7)
Gﬂ
34| 0,5 2,5 3370 | 60,0 -
50| 1,9 8,0 |58580 | 272,0 -
70| 3,5 19,9 - 831,0 -
95| 15,0 55,6 - - -
125] 29,1 119,6 - - -
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TABELLE 7.2.3. Der Einflussvon Baum-und Knotenplanunguf die Laufzeit
derparallelenDescartedvethode.Alle Experimentevurdenauf auf 32 Knoten
desHPCLine SystemaunterVerwendungron ScaMPIdurchgefiihrt.Die Prazi-
sion wurde optimal gevéahlt. Im Falle der Zufallspolynane handeltes sichum
Durchschnittswertevon 50 PolynomenDie Zeitensindin Sekunderanggeben.

n = 100 n = 200
Klasse/ Knotenplanung | Knotenplanung
Baumerteilurg | aktiv nichtaktiv | aktiv nicht aktiv
Tstebyshbef
(Grad n)
Baumplanung |0.16 0.19 101 1.13
Work-Stealing | 0.32 048 154 191
Scattering 0.24 029 1.60 2.00
Work-St. + Scat.| 0.30 0.37 1.45 1.69
keineVert. 0.83 1.09 4.15 5.50
Mignotte
(Grad n)
Baumplanung | 1.25 154 6.38 7.95
Work-Stealing | 2.16 267 9.70 1205
Scattering 124 154 6.39 7.93
Work-St.+ Scat.| 2.16 267 9.73 1205
keineVert. 125 154 6.38 7.93
Zufallspolynom
(Grad 10n)
Baumplanung | 0.78 0.83 322 3.38
Work-Stealing | 1.05 1.05 3.36 3.85
Scattering 0.86 086 323 3.52
Work-St.+ Scat.| 0.98 0.98 3.39 377
keineVert. 0.84 090 323 3.62

die Baumplanungzu kirzerenLaufzeiten. Bei den Zufallspolynonen vom Grad 2000 ist die
Baumplanungqur danneffizienter wennnicht zusatzlichdie Knotenplanug benutztwird. Falls
sie benutztwird, werdendie meistenTaylor-Shifts auf hdchstend 6 Prozessoreausgefiihrund
sinddannsoeffizient, dasseineweitereReduktionder Prozessoranzapko Verschieling keinen
messbareGewinn bringt. Die Suchbaumeler Mignotte-Polyrome habendie Breite 1. Dadurch
ist die Abbildung der Suchknotertrivial und bei allen Verfahrengleich. Die Experimentemit
den Mignotte-Polymmen zeigenjedoch,dassder Overheadder Baumplanungsettode gering
ist und dassdie Benutzungvon Work-Stealingin diesemFall einedeutlicheVerlangsamungnit
sichbringt.

Im Falle der Tschebysch&fPolynomezeigt sich der Vorteil der Baumplanungbei breiten
Suchbaumegegyeniiberdenandererverfahren. Durch die Ausnutzungder Kenntnisder Baum-
breitekdnnenviele Knotensehreffizient auf wenigenProzessoreausgaertetwerden(vgl. Ab-
bildung 7.2.4). Die Experimentezeigenaberauch, dassWork-Stealingund insbesonderelie
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Mischungvon Work-Stealingund Scatteringoei nicht zu feingranularerBerechnungeeffizien-
terist, alsdassenderinitiiertéScatteringverfahren.Bei denTschebyschéfPolynomenvom Grad
100 ist dasWork-Stealingverfahrenzu trdgeum eineschnelleVerteilungder Lastzu erreichen.
Da die Knotenplanungdie Anzahl der Prozessorewerringert, die denselbenTaylorShift
berechnenwird ihr Einflussauf die Rechenzeiwvon der Skalierbarkit der Verschiebingenbe-
stimmt. Diesewiederumhangtvom GraddesEingabepolynomundvon derverwendeterPrazi-
sionah WegendeshohenGradedder Zufallspolynone ist der Gewinn derKnotenplanungsomit
amKkleinsten. Bei denPolynomermit kleineremGradbewirkt die Knotenplanungeinegrof3ere
Reduzierungder Ausfiihrungszeén. Eine Ausnahmebilden die TschebyschéfPolynone: Da
die Baumplanundpereitszu einerVerringerungderjeweils einemSuchknoterzugeordneteRro-
zessoreffiihrt, ist der Einflussder Knotenplanungn diesemFall nur gering.
Abbildung7.2.6zeigtdie Effizienzunddie IsoefizienzdesVerfahrensaufeinerCray T3E. In
allenFallenkanndurchErhéhungdesKnotengradeslie Effizienz der Rechnungerhéhtwerden.
Wennwir uns also beispielsweisauf die Klassender Tschebysché&foder Mignotte Polynome
beschranén, scheintfir die DescartedMethodesavohl die size-upals auchdie speed-upEi-
genschafzu gelten. DiesesVerhaltenzeigendie in Abschnitt7.1 diskutiertenParallelisierungn
nicht. Eswird ausschlieRlicldurchdie paralleleBerechnungler Taylor-Shifts ermdglicht.
Wennwir die Isoefizienzgraphervergleichen,wird deutlich,dassdie Effizienz nicht alleine
vondersequentiellehaufzeitderisolierung,sonderrentscheidenduchvon derForm desSuch-
baumesabhangt.Die Effizienzfunktionder DescartedMethodeerfiillt alsoim Allgemeinendie
size-upBedingungnicht.
Die Isoefizienzgraphemehmerbei denMignotte-Polynoren die gré3teniWertean. Wie wir
im nachsterbschnittsehenverden sinddie Graphermindestengubischin P.

7.3. Isoeffizienzder DescartesMethode

Wir analysiererdie Isoefizienz der DescartedMethodefir eine feste Prazision. Wir be-
trachtenalso nur einenDurchlaufder Methode,unabhangiglavon, ob die Prazisionausreicht.
Weiterhinnehmerwir an,dassdasEingabepolynonmit dergegebenerPrazisiondagestelltwer
denkann. Da die Prazisionfestist, ist somit die maximaleKoefizientengré® desPolynoms
beschranktWir zeigen dasseseinePolynomklassegibt, bei derdie Isoefizienzkodominantmit
P? ist. Weiterhinzeigerwir, dassdie Isoefizienzder Descarted/ethodefiir jedePolynomklasse
von P? log? P dominiertwird.

Die Analysegehtvom Taylor-Shift aus.Wie wir geseheraben sinddie Berechnungszeih
desTaylorShifts diskretund die Effizienzfunktioren erflllen die size-upund speed-ufEigen-
schaft. Die Isoefizienz des TaylorShifts und die einesSuchknotengkann somit durch Losen
einesGleichungssystesnbestimmtwerden. Hierbei setzenwir vereinfichendvoraus,dassje-
der Suchknoterjeweils ausdrei TaylorShifts bestehtund dasgrundsatzlichdie effizientereder
beidenPlanungsmethodebenutztwird. SchlieBlichwird die Isoefizienzfunktionder Descartes
Methodemit Hilfe derlsoefizienzfunktion der Suchknoterbestimmit.

Die VariablenT, E, I beziehersich auf die Berechnungse die Effizienz und die Isoefi-
zienzdesTaylor-Shift. Die entsprechendeRunktionenfiir die SuchknoterwerdendurchT V),
EW),| 1) bezeichnetundfiir die vollstandigeDescarteslethodebenutzerwir 7(P), E(P) [(D),
Wie in Kapitel 2 werdendurchUber bzw Unterstreichungn obereunduntereSchranknkennt-
lich gemacht.
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ABBILDUNG 7.2.6. Effizienz und Isoefizienz der DescarteMethodeim Ex-
periment.Im Falle der Zufallspolyrome wurdenjeweils 50 Experimentedurch-
gefuhrt. Die vertikalenMarkierungereeigenhier die Schwankungsbreide der
Messungeran. Die Experimentavurdenauf der Cray T3E durchgefuhrt.
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7.3.1. IsoeffizienzdesTaylor-Shifts. Wir zeigen,dassdie Isoefizienz der TaylorShift Be-
rechnungkodominantmit P? ist. Eswurdebereitsin Abschnitt3.2 gezeigt,dasgie Laufzeitvon
Pyramidenberectungen mit konstanterkKnotenbearbeingszeiten P? dominiert. Im Folgenden
zeigenwir, dassdie BerechnunglesTaylor-Shiftsin Bezugauf die Isoefizienz optimalist.

THEOREM 7.3.1 Esseié(s, P) := 2l —. DannsinddieV\brteI( ) und I.(P) fiir

s2P+P—1
jedese € (0, e (s, P)) definiert. Weiterhin seie(s) := -7 Dannsinddie Werte I.(P) und

I.(P)firallee € (0, 2(s)) und P € INdefiniertund kodominantmit P2

BEWEIS. Die ersteAussagayilt, daE und E monotonin n steigenund

lim E(n,P)= lim E(n, P)= lim E(n, P)=¢(s, P) .
n—roo n—ro0 n— oo
Die zweiteAussagayilt wegenlimp_, ., é(s, P) = €(s).
Da die BerechnunglesTaylorShifts eine Pyramidenbereclumg mit konstanterAufgaben-
bearbeitungszeist, gilt wegenTheoren3.2.5,,(P) » P2. Esbleibtalsonoch.(P) < P% zu
zeigen.Hierfur seie € (0, € (s)). Die Unglelchungg(n P) > e istaquvalentzu

0> (52P+P—1— S—P) %71‘2 + (6’_15‘;7# —i—(sP—l)sLP) 11+(23P—|—P—~1)052P2 .
€ e

=:C
= A =:B

Wegene < &(s) ist A negatv. Folglich gilt

C
E(n, P) > e genawdannwenn n > [ 4_12 1 “ =:ng .
Wir erhaltenalsoZ,(P) = T(ng, 1). DaZ < Pund§ =< P? gilt np < P. Nunimpliziert
T(n,1) ~ n? die Behauptund.(P) < P2 a

7.3.2. Isoeffizienzder Knotenberechnungen. Frdie Analysegehenwir beiderKnotenbe-
rechnunglavon aus,dassstetsdie effizienterederbeidenBerechnungsmetidenA undB benutzt
wird. Die Knotenberechnunigt somitein Polyalgorithnus im Sinnevon Theorem2.2.18. Um
diesesTheoremanwenderzu kdnnen,bendtigenwir zunachstAussageniber die Isoefizienz
derbeidenMethoden.Da die Beweisehierflr analogzum Beweisvon Theorem7.3.1verlaufen,
werdensienichtim einzelnerausformuliert.

Wir bezeichnemit 7(*), E(A) | 1(A) die Laufzeit, Effizienz und Isoefizienz fir MethodeA
undmit 7®, E®) 1(®) die entsprechendewertefiir MethodeB. Fiir die Laufzeitenerhalten
wir (amBeispielderunterenSchrankn):

I(A)(n, P) T (n, \‘gJ) —|—l(71,q P)

P 1 P 1
max (Z(”a [5 + §J ,2T(n, P — [3 + §J>

Hiermit erhaltenwir die oberenSchrankn fiir die Effizienzender Methoden
3T(n, 1) 37(n, 1)
W (n, P) T® (n, P)

T®(n, P)

E® (n, P):= und E® (n, P):=
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und schlie3lichgemalRTheorem2.2.3 untereSchrankn fir die Isoefizienzfunktonen ™ (P)

und LEB) (P). AnalogeBeziehungemeltenfur die oberenSchrankn derLaufzeitenund Isoefi-
zienzensawie fur die unterenSchrankn der Effizienzen.Damit sind die Effizienzschrankedes
Suchknotengegebendurch

E(V)("v P) = min (E(A)(”a pP), E(B)("7 P)) und
F(v)(n, P) = min (F(A)("w P), F(B)(n’ P))

THEOREM 7.3.2 Esseia € {A, B} einePlanungsmethde fiir Suhiknoten.Dannhabendie
Funktioneng(®) undE"* diespeed-upnddiesize-ugEigenshaft. Fernersindfir e € (0. e(s))
die Funktionenz™ (P), Tﬁ‘) (P) und 1'®) (P) fur alle P € INdefiniertundkodominantmit P2,

Bewels. Dadie EffizienzfunktiondesTaylorShifts die size-upund speed-uBedingungen
erflllen, geltendieseBedingungerauchfir die Effizienzfunktionen derbeidenPlanungsmetho-
den. Die Isoefizienzfunktiomen sind definiert,dafir e < €(s) die FunktionI.(P) definiertist
und ein Suchknoterstetsmit hohererEffizienz ausgefihrtvird, als ein einzelnerTaylor-Shift.
Fiir die Herleitungder Kodominanzder Funktionenmit P? betrachtetmananalogzum Beweis
von Theorem7.3.1fur o € {A, B} die UngleichungE'® (n, P) > e undleitet auf dieseWei-
sedie BeziehungI* (P) < P? her EbensoerhaltmanausE'* (n, P) > ¢ die Aussage
LY(P) = P2, O

THEOREM 7.3.3 Die Effizienzsbrankender BerechnungeinesSutknotens EY) (n. P) und
F(V)(n, P), habendie speed-upind die size-upEigenstaft. Die Isoefizienzshrankenlﬁv)(P)
undZ"”(P) sindkodominantmit P2.

Bewels. Die Behauptundolgt ausdenTheoremer2.2.18und7.3.2. d

7.3.3. Isoeffizienzder DescartesMethode. Wir bezeichnemmit D( A, P) denphasenpar
allelenPlan,derbeiderNullstellenisolerung von Polynom A auf P Prozessoregeneriertwird.

Die Schrankn fur die Knotenberechingseiten liefern uns Schrankn fir die gesamtdsolie-
rungszeit?(P) (A, P), fur die Effizienz E(®) (A. P) der Isolierungund fiir ihre Isoefizienz

IC(D) (P). Zunachstuntersuchemwir die Isoefizienz von Isolierungenmit beschrankteSuch-
baumbreitaund-grofie.
THEOREM 7.3.4 Esseilﬁp) die Isoefizienzfunktia der DescartesMethodefir die Menge

der Polynome deren Suhibaumbeite hdchstensV ist. Danngilt P? < IE(D) (P).

BEwEIS. Die Breite (Definition 4.4.1)von D(A, P) ist durchdie Suchbaumbreiteon A
beschranktFir die AnalysedesasymptotischeNerhaltens/on If,D) (P) betrachterwir denFall
P > 2N. Da EY die size-upund die speed-upEigenschaftererfillt, gilt lé")([P/NJ) <
lﬁp)(P) (Theorem#.4.4). Damitfolgt

P? ~ (PIN)* ~ ([P/N])* ~ IY(|P/N]) < IP/(P) < IIP)(P) .
O

THEOREM 7.3.5 EsseiIﬁD) die Isoefizienzfunion fur Polynomedie Suttbaumemit hdh-
stensNV Knotengenerieen. Danngilt P (P) ~ P2
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BEWEIS. Wegendersize-upund speed-ugEigenschafivon E) gilt TED) (P) < Nfi")(p)
(Theoremd.4.5).Folglich gilt
PPy <7 (P) < NTYV(P) ~ NP P

Da die Breite einesSuchbaumemit hochstensV Knotenebenélls beschrankist, erhaltenwir
mit Theorem7.3.4die Behauptunge(m(P) > P2 O

Die Polynomer™ —2, n > 2, haberbeschrankt&oefizientenund Suchbaumenit héchstens
3 Knoten;siebildenalsoeineKlasse aufderdie Descartedethodein der Tat einequadratische
Isoefizienz hat.

THEOREM 7.3.6 Esseile(,,m(P) die Isoefizienzfunktia von Polynomenderen Suhbdume
nur einenSudknoterpro BaumebenhabenundderenSudbaumhéheenGraddominiert. Dann
gilt P* < 1P (P).

BEwEIS. Essei X eineKlassesolcherPolynome. Danngibt eseina > 0, so dassflr
alleA € X, adegA < |D(A, 1)|,. Somitgilt TP (4, 1) = |D(A, 1)|; TV (deg A, 1) >
a deg ATM(deg A, 1) furalle A € X. Esseid € X sodassl\”)(P) = T(P) (A, 1) undessei
n = deg A. DajederSuchknoterdieselbeEffizienzhat, gilt

F(V)(77,, P)= E®) (A, P)>e .

Wegendersize—upEigenschaft/onF(V) erhalterwir mit Theoreer.Z.QdieAussagéF(V)(n. 1)

lé") (P). Da jederKnotenausdrei TaylorShifts besteht,impliziert Theorem7.2.1, dassn
W) , , ;
Lpy/L42L2P) pas(p) »= P2 gibtesh, ¢ > 0 mitn > b P undT(n, 1) > I1)(P) >
c P2, Insgesamerhalterwir
IPPy>1P(Py=TP) (A, 1) >anTV(n,1) >a-bP-cP? > P* .

2
>

O

Die Koeffizientenvon Mignotte Polynomensind beschrankund die Hohe der Suchbdume
dominiertihren Grad. Experimentezeigen,dassdie Suchbaumhéhetwa dasl,2-fachedesGra-
desist unddassdie Suchbauméfadesind. Durch die Auswertungder Isoefizienzfunktionmit
denfir die Cray T3E relevantenLogP-Rarameten (L = 20 usec.,o = 0.1 mseg ¢ = 25 usec,
und s = 3) kdnnenwir die gemesseneisoefizienzenin Abbildung 7.2.2 voraussagen Die
Abbildung7.3.1zeigtdie guteUbereinstimmug dertheoretischeminddergemessenewerte.

Um die Isoefizienz der Descartedethodefiir beliebigeKlassenbestimmerzu kénnen be-
nutzenwir einenallgemeinerzusammenhangwischenPolynomgradundder Anzahlder Such-
knoten,derbeibeschrénkteKoefizientengroRdesteht.

LEMMA 7.3.7. Wenndie reellenNullstelleneinesquadiatfreien Polynomanit der Descartes
Methodédsoliert werden(FlieBlommalntervallarithmetk mit festerMantissenund Exponenten-

lange) und das Polynomden Grad » hat, dannwird die Anzahlder Sudiknotenvon n (log n)2
dominiert.

BEwEIS. WegenderfestenMantissenundExponentenlangsinddie KoeffizientendesEin-
gabepolynomglurch eine KonstanteD beschrankt. Es sei A ein Polynomund essei T der
generiertéssuchbaumDer Suchbaunhabedie Tiefe K. Firl < k < K seih(k) die Anzahlder
Knotenauf Suchbaumebenke. Danach[85, Theorem48] k h(k) < nlog(n’D) < nlogn und
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ABBILDUNG 7.3.1. DerVemgleichderlsoefizienzvonMignotte Polynomerim
Modell mit gemessenetsoefizienzgrapherzeigt eine gute Ubereinstimmung
zwischenModell und Realitét.

K < nlog(n’D) < nlogn gilt, kbnnenwir die AnzahlderKnotenvon T beschranén. Essei
Hy die K-te harmonisch&ahl. Danngibt esein C' > 0 mit
. I

K y ’
Z k) < Z Cn lzg(n)
k=1 k=1
< Cnlog(n)Hg
< nlog(n) log (n log(n))
< n(log n)?

THEOREM 7.3.8 Die Isoefizenzfunktiodfp)(P) der DescartesMethodewird von
P? (log P)? dominiert.

BEWwEIS. Es sei P eine Prozessoranzahind es sei A ein Polynommit Grad n so dass
T(D)(P) = T(P)(A4, 1). Ein solchesPolynomexistiert, da die sequentiellerRechenzeiterder

€

DescartesMethodediskret sind. Da die Wurzel des Suchbaumeson A von P Prozessoren
berechnewird, ist ihre Effizienz héchstens:, also EV) (n, P) < e. Wegen der size-upEi-
genschaftvon EY) erhaltenwir mit Theorem2.2.1, dassTv) (n, 1) < Tffv) (P). Folglich gilt
n<ieyi4 219;5‘13). Mit Theorem7.3.3erhalterwir ") < P2, sodassespositive Zahlena
undb gibt, mit n < aP undT™ (n, 1) < bP2. WegenLemma7.3.7gibt espositive Zahlenc, ¢’
sodass|D(A, 1)|1 < en (log (n))’< caP (log (aP))*< ¢’ P (log P)*. Insgesamerhaltenwir

IP(P) < TP(P) = T (4, 1) = [D(A, 1)|; TV (n, 1) < ¢' P (log P)2-bP? < P? (log P)? .
0
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