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KAPITEL 1

Einleitung

“Realityis themurderof a beautiful
theoryby agangof ugly facts.”

(RobertL. Glass,Communicationsof theACM, 1996)

HeutigeBetriebssysteme bietenmit ihrenDiensteneinekomfortableEntwicklungsumgebung
für sequentielleProgramme.SoerlaubtbeispielsweisedasKonzeptdesvirtuellenSpeichers

eineautomatischeZuordnungvon Variablenzu Speicherzellen.DurchsolcheautomatischeZu-
ordnungsmechanismen logischerBetriebsmittel(z.B. Variablen)zu physikalischenBetriebsmit-
teln (z.B. Speicherzellen) wird eineweitgehendeUnabhängigkeitdesQuellprogramms von der
Maschineerreicht.

Im Bereichder parallelenProgrammierungist dieseUnabhängigkeitim Allgemeinennicht
gegeben.Der Grundist in denungleichkomplizierteren Zuordnungsproblemenzu suchen.Par-
allele Programmezeichnensich dadurchaus,dasssie ein gegebenesProblemin Teilprobleme
zerlegen, die dannvon denProzessorendesSystemsbearbeitetwerden. Es ergebensich zwei
Fragestellungen:Erstens,wie soll dasProblemzerlegt werden?Zweitens,wie sollendieTeilpro-
blemedenProzessorenzugeteiltwerden(FragenachderLastverteilung)?

Zunächstist diekonzeptionelle FragenachderArt derParallelisierungzubeantworten.Dabei
kannentwederein daten-odereinaufgabenparallele Ansatzverfolgt werden.

Bei einemdatenparallelenAnsatzwird daszu lösendeProblemdurcheineMengevon Date-
nobjektenbeschrieben,auf denenjeweils dieselbenOperationenausgeführtwerden.Die Lösung
vonpartiellenDifferenzialgleichungendurchnumerischeSimulationenführt beispielsweisezuei-
nerBeschreibungdesProblemsdurcheinenGraphen.Die KnotendesGraphenrepräsentierendie
DatenobjekteunddieKantendieAbhängigkeitenzwischendenDatenobjekten.Da dieserGraph
einhohesMaßanLokalitätaufweist,kannersehrgut in kompakteGebieteaufgeteiltwerden,die
weitgehendunabhängigvoneinanderbearbeitetwerdenkönnen.

Beim aufgabenparallelen Ansatz wird das Ausgangsproblemin Teilaufgabenzerlegt, die
durcheineReihevon Parameternbeschriebenwerden. JedemdieserParameterwird entweder
initial ein Wert zugeordnet,oderer bekommt seinenWert währendder parallelenBerechnung
nachderBearbeitungandererTeilaufgaben.Im erstenFall wird ein Parameteralsgebundenund
im zweitenalsoffenbezeichnet.Sobaldalle offenenParametereinerTeilaufgabeeinendefinier-
tenWerthaben,kannsiebearbeitetwerden.WährendderBearbeitungkönnenneueTeilaufgaben
definiertwerden.
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Berechnung

Lastbalancierung Berechnungs−
planung

ABBILDUNG 1.1.1. UnterschiedlicheAnwendungstypen verlangendenEin-
satzunterschiedlicherLastverteilungstechniken.

EineeingehendeBetrachtungdesLastverteilungsproblems für datenparalleleAnwendungen
findet sich in der DissertationDiekmanns[42]. Bei dendort betrachtetenAnwendungenhängt
die BerechnungeinesDatenobjektesvon einer (kleinen)MengebenachbarterDatenobjekteab.
Ein Datenobjektist somitaufdemProzessorameffizientestenzu verarbeiten,auf demsichseine
benachbartenDatenobjektebefinden.DiesebesondereEignungeinesbestimmtenProzessorsfür
die BearbeitungeinesDatumswird alsAffinität bezeichnet. Die bei derVerteilungvon datenpar-
allelenAnwendungenzumEinsatzkommendenLastverteilungstechnikenzeichnensichdadurch
aus,dasssiedieAffinitätenberücksichtigen.

AuchbeiaufgabenparallelenAnwendungenkönnenAffinitätenvorliegen.Ein typischesBei-
spielsindverteilteDatenbanken,daeineTransaktionjeweilsvondemServerameffizientestenbe-
arbeitetwerdenkann,derdenschnellstenZufgriff aufdiebetroffenenDatenhat. In dieserArbeit
werdenAnwendungenbetrachtet,bei denenAffinitätennicht odernur in geringemMaßeauftre-
ten. BeispielesolcherAnwendungensindparallelesBranch&BoundundreineDivide&Conquer
Algorithmen.

Die Klasseder aufgabenparallelenAnwendungenkannnachunterschiedlichenKriterien in
Anwendungstypen unterteiltwerden. Es zeigt sich, dassdie Beantwortung der Fragenachder
Lastverteilungvom Typ derAnwendungabhängt.Im folgendenAbschnittwerdendieseZusam-
menhängeim Einzelnendiskutiert.

1.1. Parallele Programmierparadigmen

AufgabenparalleleAnwendungenkönnendurcheinengerichtetenazyklischenGraphen(Auf-
gabengraphen, DAG)

�������
	���
����
beschriebenwerden. Hierbei ist

�
die Mengeder Tei-

laufgaben. Die Kantenmenge
�

repräsentiertdie Abhängigkeiten, die durch die Generierung
der Teilaufgabenentstehen.Eine Kante

����	����
ist genaudannin der Menge

�
enthalten,wenn

die Aufgabe
�

von
�

generiertwird. Die Kantenmenge
�

bezeichnetdie Datenabhängigkeiten
zwischendenAufgaben. Es existiert eine Kante

����	����
genaudannin

�
, wenn

�
einenWert

berechnet,dereinemoffenenParametervon
�

zugewiesenwird.
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Die Klassederaufgabenparallelen AnwendungenlässtsichdurchEinschränkungen derzu-
lässigenGraphenin Unterklassenaufteilen.Abbildung1.1.1zeigteinesolcheKlassifizierung.

Betrachtenwir zunächstAnwendungen, die sich in voneinanderunabhängigeTeilaufgaben
zerlegenlassen( ����� , linker Ast in Abbildung1.1.1).Beispielefür solcheAnwendungensind
parallelesBranch&BoundundAnwendungen,die dasFarming-Paradigma nutzen.Bei derVer-
wendungdesFarming-Paradigmasgehtmanim einfachstenFall davon aus,dasseinenProzess
(der Farmer) Aufgabengeneriert,die von denArbeiterprozessenbearbeitetwerden. Nachder
BearbeitungderAufgabenwerdendie ErgebnisseandenFarmerzurückgeliefert.Falls esmeh-
rereFarmergibt, sprechenwir von verteiltemFarming. Um bei derartigenAnwendungenein
parallelesSystemoptimalzunutzen,mussbeiderLastverteilungdafürgesorgt werden,dassalle
ProzessorenmöglichstununterbrochenanAufgabenknotenarbeiten.DieseArt derLastverteilung
wird alsLastteilung(load-sharing) bezeichnet.Im GegensatzdazuverfolgenLastbalancierungs-
methodendasZiel, die Last aller Prozessorenzu jedemZeitpunkt auf dem gleichenWert zu
halten.

EineBalancierungderLast ist unteranderemdannerforderlich,wennjedeTeilaufgabemit
einerPrioritätversehenist. Ein gutesBeispieldafürist parallelesbest-firstBranch&Bound.Eine
weit verbreiteteTechnik,Branch&BoundAnwendungenzu parallelisieren,bestehtdarin, jeden
ProzessoreinensequentiellenBranch&BoundAlgorithmusausführenzu lassen[96]. Die Prozes-
sorenarbeitenausschließlichandenihnenzugewiesenenTeilproblemen.Dabeistartenzunächst
alle Prozessorenmit einemunterschiedlichenTeilproblem(initiale Partitionierung). Sobaldei-
neneueSchranke gefundenwird, wird sieanalle Prozessorengeschickt.DasEmpfangeneiner
neuenSchranke hatzur Folge, dassalle Teilproblememit einerschlechterenSchranke gelöscht
werden.

Die initiale PartitionierungkannauszweiGründenzueinerschlechtenSystemauslastung füh-
ren. Erstenskanndie Arbeit, die in unterschiedlichenTeilendesSuchraumsentsteht,nur schwer
von vornhereinabgeschätztwerden.DiesequantitativeUnbalanciertheit kannzu unbeschäftig-
tenProzessorenführen. Zweitenskönnensichdie unterschiedlichen Teile in ihrer Qualitätoder
in derAnzahlguterLösungenunterscheiden(qualitativeUnbalanciertheit). Da dersequentielle
Branch&BoundAlgorithmusdie Teilpoblemein einerstriktenbest-firstReihenfolgebearbeitet,
könnenqualitative Unbalanciertheiten dazuführen,dassderparalleleBranch&BoundAlgorith-
musTeilproblemebearbeitet,dievomsequentiellenAlgorithmusnicht bearbeitetwerden.

Um der quantitativen Unbalanciertheitentgegenzuwirken, reicht der EinsatzeinesLasttei-
lungsverfahrensaus.FürdieVermeidungqualitativerUnbalanciertheitenist esjedochnotwendig,
dieProzessorenentsprechendderQualitätderTeillösungenzubalancieren.Auf dieseWeisewird
gewährleistet,dassalle Prozessorenan„gleich wichtigen“ Teilproblemenarbeiten.Eineweitere
Möglichkeit, beideArtenderUnbalanciertheit zuvermeiden,bestehtdarin,dieLasteinesProzes-
sorsin Abhängigkeit vonAnzahlundQualitätderauf ihm platziertenTeilproblemezudefinieren,
unddieLastderProzessorenentsprechenddiesesMaßeszubalancieren.DieseProblematikwur-
deunteranderemin derDissertationLülingsausführlichbehandelt[96].

Falls die TeilaufgabenDatenabhängigkeiten aufweisen( � ���� , rechterAst in Abbildung
1.1.1),ist zunächstzu unterscheiden,ob dieseAbhängigkeiten bereitsvor derparallelenBerech-
nungbekanntsind. Sind siebekannt,verlierendie Abhängigkeiten, die ausderAufgabengene-
rierungentstehen,anBedeutung,undwir können � �!� annehmen.In diesemFall spechenwir
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DatenabhängigkeitGenerierungskante

Aufgabe

Aufgabenklasse (Thread)

ABBILDUNG 1.1.2. Eine strikte Baumberechnung. Die schattiertenRahmen
zeigendie einzelnenAufgabenklassen(Threads). Die durchgezogenenPfeile
zwischendenThreadsveranschaulichen die Generierungskanten unddie gestri-
cheltenPfeiledie Datenabhängigkeiten.

von statischenDatenflussberechnungen. DurchVerwendungvon Planungsalgorithmen für Auf-
gabengraphen(taskgraphscheduling) kanneineProzessorzuteilungvor derAusführungdesPro-
grammesberechnetwerden.InsbesonderewennderAufgabengrapheingabeunabhängig ist, und
viele Läufe durchgeführtwerdensollen,kannessich lohnen,aufwendigePlanungsalgorithmen
einzusetzen,die im Allgemeinenzu deutlichbesserenErgebnissenführenalsLastverteilungsal-
gorithmen,diedieZuordnungwährendderLaufzeitbestimmen.

Falls die Datenabhängigkeiten nicht bekanntsind, müssensie währendder Laufzeit aufge-
löst werden.Fernermussdie Prozessorzuordnung währendderLaufzeit vorgenommenwerden.
Hierbeiist eswie bei dendatenparallelenAnwendungennotwendig,beiderLastteilungdieAffi-
nitäten,diedurchdieDatenabhängigkeitenentstehen,zuberücksichtigen.

BeideVorgänge,die AuflösungderDatenabhängigkeiten unddie Lastverteilung,könnener-
heblichvereinfachtwerden,wenngewisseStruktureigenschaften derDatenflussgraphen bekannt
sind.DaBäumewegenihrer vielfältigenAnwendungenvonbesonderemInteressesind,wird die
folgendeKlassebetrachtet:

DEFINITION 1.1.1. Ein Aufgabengraph"#�%$�&
'��)(*��+ heißt strikte Baumberechnung,
wenneineÄquivalenzrelation, auf & existiert,sodassdie folgendenBedingungenerfüllt sind:

(1) Die durchdie ÄquivalenzklassendefiniertenTeilgraphensind jeweils isomorphzu ei-
nemPfad.

(2) Der Graph ".-/�0$�&
'��
+ ist isomorphzueinemBaum.
(3) Für alleDatenabhängigkeiten $�1�'32�+54�� gilt, dass1��,62 , und7�839;: <=9?>A@�:B83C�839D:B<=C�<=9 $�2A-�'31E-;+54�� .

In Abbildung1.1.2ist ein BeispieleinerstriktenBaumberechnungdargestellt. Die Äquivalenz-
klassenbilden paralleleKontrollflüsse,die oft alsThreadsbezeichnetwerden. Wir sagen,dass
eineKanteausderKantenmengeF zwischenzweiThreadsG und H existiert,wenneseineKante$�1�'�2�+I4�F mit 1�4�G und 2J4�H gibt. Die Threadsbildenbezüglich� einenAufrufbaum. Eine
wichtigeUnterklassedieserBerechnungensinddie Fork-Join-Berechnungen. Sieunterscheiden
sich insofernvon strikten Baumberechnungen, dasses zwischenzwei Threadshöchstenseine

4 1. Einleitung



Kanteaus � gibt. Die KlassederFork-Join-Berechnungen umfasstbeispielsweisedie derDivi-
de&ConquerAlgorithmen.Generellkonntefür die Lastverteilungvon striktenBaumberechnun-
gengezeigtwerden,dassdie VerwendungeinerWork-Stealing-Technik, bei der unbeschäftigte
Prozessorenvon beschäftigtenProzessorenjeweils einenmöglichstweit obenim Aufrufbaum
stehendenThread„stehlen“,zuaymptotischoptimalenErgebnissenführt [9].

Wir habengesehen,dassEinschränkungen derAufgabengraphenzu verschiedenenAnwen-
dungstypenführen, die jeweils andereParallelisierungstechniken erfordern. Dadurchergeben
sichAnforderungenaneinallgemeinverwendbaresLastverteilungssystem,aufdie im Folgenden
nähereingegangenwerdenwird.

1.2. Anforderungen an ein universellesLastverteilungssystem

In denletztenJahrenwurdeeineVielzahl von Systemenvorgestellt,die die Lastverteilung
in parallelenAnwendungenübernehmen.Analog zur Deklarationvon Variablenmussin den
parallelenProgrammenspezifiziertwerden,worausdie einzelnenTeilaufgabenbestehen,und in
welcherBeziehungsie zueinanderstehen.Die Systemeunterscheidensich vor allem darin,auf
welcheWeisedie Aufgabenbeschriebenwerden,undwelchesProgrammierparadigmasieunter-
stützen.Beispielesinddie Cilk Programmiersprachefür strikteBaumberechnungen,die DOTS-
Bibliothek für Fork-Join-BerechnungenoderdasRAPID Systemfür statischeDatenflussberech-
nungen.

Die meistenSystemelegen den Programmierer auf ein bestimmtesParadigmafest. Auf
GrundfehlenderKompatibilitätdieserSystemeist esnichtmöglich,verschiedeneParadigmenin
derselbenAnwendungzunutzen.DieseTatsachebereitetvor allemdannSchwierigkeiten, wenn
AnwendungenausmehrerenParallelitätsebenen bestehen.Als Beispielseiein Divide&Conquer
Algorithmusgenannt,dessenTeilaufgabenparallelbearbeitetwerdenkönnen.Ein solcherAlgo-
rithmusverfügt überzwei Parallelitätsebenen: der Baumparallelität, die durchdie gleichzeitige
BerechnungmehrererTeilaufgabenentsteht,und der Knotenparallelität, die durchdie parallele
BerechnungjedereinzelnenAufgabeentsteht.Vor allem wennder Aufgabenbaumnur schmal
ist, kanndurchdieAusnutzungderKnotenparallelität dieLaufzeitverkürztwerden.Wünschens-
wert ist somit die AusnutzungderParallelitätauf beidenEbenen.Die Festlegungauf ein Para-
digmabedingt,dassdiesesnicht möglich ist, wenndie Parallelisierungder beidenEbenenauf
unterschiedlichenParadigmenberuht.SelbstwennbeideEbenenmit demselbenParadigmapar-
allelisiert werdenkönnen,kann die mit den SystemeneinhergehendeEinschränkungauf eine
einheitlicheLastverteilungstechnik zu ineffizientenParallelisierungen führen.

Ein universell einsetzbaresLastverteilungssystemsolltedaher� mehrereParadigmenunterstützen,� für jedesdieserParadigmeneffizienteLastverteilungstechniken zur Verfügungstellen,
und� esermöglichen,verschiedeneParadigmenund Lastverteilungstechniken zu kombinie-
ren.

1.3. Resultateund Gliederung der Arbeit

Im Mittelpunkt derArbeit stehtdasuniverselleLastverteilungssystem„Virtual Data Space“
(VDS). Das Systemintegriert sowohl bekannteLastverteilungsverfahren als auchneue,die in
dieserArbeit vorgestelltwerden.Bevor in Kapitel 6 auf die KonzeptiondesSystemseingegan-
genwird, werdenin Kapitel 2 Grundlagenfür dieBeurteilungderSkalierbarkeit einesparallelen
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Algorithmuseingeführt.In denfolgendenKapiteln3 und4 werdenzwei statischePlanungsstra-
tegien vorgestellt,und in Kapitel 5 wird die statischeLastbalancierung unabhängigerAufgaben
diskutiert.In Kapitel7 wird die ParallelisierungderDescartesMethodefür die Isolierungreeller
Nullstellenmit Hilfe von VDS vorgestellt.

In denAnalysenwird dieDominanznotation nachCollins [26] benutzt:Wennzwei reellwer-
tige Funktionen K und L auf einemgemeinsamenWertebereich� definiert sind, wird K von L
dominiert ( K)M0L/+ , wenneseinepositive Zahl N gibt mit KO$�P�+RQSN/L�$�P�+ für alle P)4T� . WennKUM*L und LJM6K , sagenwir K ist kodominantmit L undschreibenK�V L .

In Kapitel 2 wird dasvon KumareingeführteKonzeptder Isoeffizienzformal definiert,und
eswerdeneinigegrundlegendeEigenschaften,die sich ausdieserDefinition ergeben,hergelei-
tet. Mit Hilfe dieserDefinition kanndie Isoeffizienzvon Algorithmenangegebenwerden,deren
Effizienznicht ausschliesslichvon dersequentiellenRechenzeitabhängt.Eszeigtsich,dassdie
KlassederProbleme,für dieeseinenAlgorithmusmit polynomiellerIsoeffizienzgibt, eineechte
Unterklassedervon Kruskal,RudolphundSnireingeführtenKlasseEPist [88].

In Kapitel3 werdenstatischePlanungsverfahren für densogenanntenPyrami-
dengraphendiskutiert. EinePyramidederHöhe W bestehtausdenKnoten $�XY'�Z[+
mit \)Q�XY'�Z)]�W und X
^ Z)]�W . JederdieserKnotenbenötigtfür seineBe-
rechnungdieErgebnissederVorgängerknoten$�X�_�`A'EZ[+ und $�XY'�Z5_�`a+ . Derartige
Abhängigkeiten werdenunteranderemvon Algorithmenerzeugt,die auf dyna-
mischerProgrammierung beruhen(z.B. Triangulierungvon Polygonen).WeitereAnwendungen
mit diesemAbhängigkeitsmuster findensichin derComputeralgebra (z.B. vollständigesHorner-
Schema,Taylor-shift). Die AufgabedesPlanungsalgorithmus bestehtdarin, die Knoten einer
PyramidederHöhe W auf b Prozessorenabzubilden.

ZunächstwerdenuntereSchranke für die Isoeffizienz von Anwendungenhergeleitet,deren
Abhängigkeitsgraph einePyramideist. Unteranderemwird gezeigt,dassdie Isoeffizienz b � do-
miniert,wennalle Knotendie gleicheBearbeitungszeithaben.Anschließendwird ein Planungs-
verfahrenangegeben(Pie-Mapping), das,im GegensatzzudenbislangbekanntenVerfahren,den
Graphenin b etwa gleichgroße,zusammenhängende Zonenteilt und so eineReduzierungdes
KommunikationsaufwandesvoneinemquadratischenTermzueinemlinearenTermerreicht.Die-
sesmachtsichin ExperimentenbereitsbeieinereinfachenebenenweisenAbarbeitungderZonen
durcheinedeutlichhöhereEffizienz bemerkbar. Eine weitereVerbesserungder Effizienz wird
durcheineblockorientierte Abarbeitungsreihenfolge erreicht. Es wird gezeigt,dassbei dieser
Reihenfolgemehr Zeit für die Kommunikation zur Verfügungsteht,als bei der ebenenweisen
Bearbeitung.

Das in Kapitel 4 betrachteteLastverteilungsproblem beziehtsich auf unabhängigeAufga-
ben,die ihrerseitsparallelbearbeitetwerdenkönnen. DasInteressegilt vor allem demFall, in
demwenigerAufgabenalsProzessorenvorhandensind. Eswird davon ausgegangen,dasssich
die Aufgabengleich verhalten,und dassdie Zeit cd$fe�+ für die BearbeitungeinerAufgabeauf e
Prozessorenbekanntist. DasProblembestehtdarin,bei gegebenerProzessoranzahlb undAuf-
gabenanzahlg jederAufgabeeineProzessormengeundeinenStartzeitpunktsozuzuordnen,dass
jederProzessornur aneinerAufgabegleichzeitigarbeitet,unddassdie Gesamtberechnungszeit
minimiert wird. Im Fall, dassdie Aufgabennicht dieselbeLaufzeitfunktion haben,ist dasPro-
blemselbstbei einerkonstantenProzessoranzahlin strengemSinneNP-hart[48]. Im Fall, dass
die Aufgabengleichartigsind, wird ein Planungsalgorithmus angegeben,dessenLaufzeit vonWh$�iaWI^�`a+kj�lkmAnOiaj dominiertwird. DieseSchranke kannauf go$�p5cd$k`a+Y+ jrqrs iaj reduziertwerden,
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falls die Bearbeitungszeiten cd$fe�+ rationalsind. Hierbei ist p daskleinstegemeinsameVielfache
derZeiten cd$k`a+3'dtdtdt='Ycd$�bu+ . DaderAlgorithmuswegenderexponentiellenAbhängigkeit derLauf-
zeitvonderProzessorzahlin derPraxisnichtanwendbarist,wird einApproximationsalgorithmus
angegeben,dersogenanntephasenparallele Plänein einerZeit berechnet,die von g � dominiert
wird. Die mit Hilfe dieserPlänebewirkte Gesamtbearbeitungszeit ist höchstensdoppeltso lang
wie die einesoptimalenPlans.

In Kapitel 5 wird die PlatzierungunabhängigerAufgabenfür denFall betrachtet,dassmehr
AufgabenalsProzessorenvorhandensind.Eswird vongleichartigenAufgabenausgegangen,die
amAnfangbeliebigauf denProzessorenverteilt vorliegen. Der Lastverteilungsalgorithmus soll
die Aufgabenso umverteilen,dassjederProzessoranschließendüberdieselbeAufgabenanzahl
verfügt.DiesesProblemist in derDissertationDiekmanns[42] für datenparalleleAnwendungen
behandeltworden. In diesenAnwendungenergebensichdurchdie Nachbarschaftsbeziehungen
zwischendenAufgabenkanonischauchNachbarschaftenzwischendenProzessoren.Basierend
auf diesenNachbarschaftenwerdenDiffusionstechnikeneingesetzt,um eine Balancierungdes
Systemszu erreichen[50]. DieseTechniken könnenjedochauchbei unabhängigenAufgaben
eingesetztwerden. Durch die Unabhängigkeit der Aufgabenentfällt in diesemFall die durch
die AnwendungvorgegebeneProzessornachbarschaft. Esergibt sichsomitdie Möglichkeit, eine
künstlicheProzessortopologie so zu definieren,dassder Lastverteilungsalgorithmus möglichst
effizient arbeitet.Wir betrachtenzwei auf DiffusionbasierendeLastverteilungsalgorithmen, die
jeweils in zwei Phasenarbeiten.In dererstenPhase(Flussberechnungsphase) wird ein Lastfluss
berechnet,undin derzweitenPhase(Migrationsphase) wird dieLastentsprechenddiesesFlusses
verteilt.

Der AufwanddieserPhasenwird experimentelluntersucht.Eszeigtsich,dassderAufwand
sowohl von Topologieeigenschaften (wie Grad,Durchmesser, Anzahl der positiven Eigenwerte
derLaplacematrix)alsauchvonderBalanciertheitdesFlussesabhängt.DaeinbalancierterFluss
zu einerkürzerenMigrationsphaseführt, dafür aberaufwendigerin der Berechnungist, ergibt
sicheinTradeoff zwischendemAufwandfür dieFlussberechnung unddemAufwandderMigra-
tionsphase.

In Kapitel 6 wird im einzelnenauf dasLastverteilungssystem VDS eingegangen. Es wird
gezeigt,dassdie KonzeptiondesSystemsdie im vorangegangenenAbschnitt diskutiertenAn-
forderungenanein universellesLastverteilungssystemerfüllt. Fernerwird die Programmierung
von VDS AnwendungenanhandeineseinfachenBeispielserläutertunddie von VDS unterstütz-
ten Lastverteilungstechniken beschrieben.Schließlichzeigt ein experimenteller Vergleich mit
anderenSystemen,dassVDS die effizientesteUnterstützungfür strikteBaumberechnungen auf
Systemenmit verteiltemSpeicherbietet.

In Kapitel 7 wird die Anwendungvon VDS bei derParallelisierungderDescartesMethode
für reelleNullstellenisolierungbeschrieben.Eszeigtsich,dassdieseAnwendungbeispielhaftfür
dieKombinationunterschiedlicherProgrammierparadigmen (strikteBaumberechnungenundsta-
tischeAufgabengraphen) ist, unddasssiedenEinsatzeinesuniversellenLastverteilungssystems
erfordert.

Nebender experimentellenUntersuchungder Skalierbarkeit wird die Isoeffizienz der Des-
cartesMethodeanalysiert.Eswird gezeigt,dassdie Isoeffizienz der Methodebei beschränkter
Koeffizientenlänge von bRv/wDxAy � b dominiertwird.

Die in dieserArbeit vorgestelltenErgebnissesindin folgendePublikationeneingegangen.
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KAPITEL 2

Grundlagen

In diesemAbschnittwerdeneinigegrundlegendeDefinitioneneingeführt. Zunächstwird auf
dasverwendeteRechenmodelleingegangen.DerHauptteildiesesKapitelsbefasstsichmit dem

KonzeptderIsoeffizienz,mit demdieSkalierbarkeit vonAlgorithmenanalysiertundklassifiziert
werdenkann.

2.1. Rechenmodell

Die technischeinfachsteArt, paralleleSystemezu konstruieren,bestehtdarin,Monoprozes-
sorsystemedurchein Kommunikationsmedium zu verbinden.Die bei einerparallelenRechnung
notwendigeKooperationderProzessorenwird hierbeidurchdenAustauschvonNachrichtenrea-
lisiert. DemgegenüberbestehtdiekonzeptionelleinfachsteArt, Algorithmenfür paralleleSyste-
mezuentwerfen,darin,voneinemgemeinsamenSpeicherderProzessorenauszugehen.Derartige
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ABBILDUNG 2.1.1. Architekturender 500 leistungsfähigsten Supercomputer
[46, Stand6/2000]. Massiv paralleleSysteme(MPP) dominierendie Top-500
Liste. ZunehmendwerdenClustersystememit SMP-Knoteneingesetzt.Der An-
teil reinerShared-MemoryArchitekturenist dagegenseit1995rückläufig.

9



Systemesind jedochtechnischungleichschwierigerzu realisieren.Insbesondereist eszur Zeit
nicht möglich,sie in beliebigerSystemgrößeherzustellen.Systememit 64 Prozessorenkönnen
heutzutageschonals“groß” bezeichnetwerden.FürdenAufbaugrößererSystemewird daherauf
daswenigerkomfortableKonzeptdesNachrichtenaustauschs zurückgegriffen. Abbildung2.1.1
zeigt,dassetwa drei Viertel derSystemein derListe der500 leistungsfähigsten Supercomputer
keinengemeinsamenSpeicherhaben.

Die Zielarchitekturenderin dieserArbeit diskutiertenVerfahrensindin ersterLinie Systeme,
die aufdemAustauschvon Nachrichtenberuhen.Für SystemedieserArt sindin derVergangen-
heit vielfältige Modellierungenvorgestelltworden[98]. Die bekanntestensinddasLogP-Modell
[35] unddasBSP-Modell [128]. Im Gegensatzzu demLogP-Modellist jedochdasBSP-Modell
kein reinesArchitekturmodell, da eseineAufteilung der Anwendungin Kommunikations- und
Rechenrundenvorschreibt.

DasLogP-Modellbeschreibtein parallelesSystemmit Hilfe der ParametertI'vu['EL für die
BeschreibungderKommunikationseigenschaftenund b für die Anzahlder(identischen)Prozes-
soren. Im einzelnenbezeichnett die Latenzzeit, alsodie Zeit, die eineNachrichtbraucht,um
vom Senderzum Empfängerzu gelangen.Der Parameteru bezeichnetdenAufwand der not-
wendigist, eineNachrichtzu verschicken bzw. sie zu empfangen(overhead). Währenddieser
Zeit kannein ProzessorkeineanderenRechnungendurchführen.Der ParameterL (gap) gibt die
Zeit an, die mindestenszwischenzwei Sende-bzw. Empfangsoperationen vergehenmuss. Er
modelliertdie Kommunikationskapazität desSystemsundverhindert,dassdasSystemdurchzu
vieleNachrichtenüberlastetwird, undsomitdieAnnahmeeinerkonstantenLatenzzeitnichtmehr
realistischwäre.Wir werdenbei derVerwendungdesLogP-Modellsallerdingsdavon ausgehen,
dassdie Kapazitätausreichendgroßist, und L*�wu annehmen.Fernerwerdenwir gelegentlich
dieLatenzzeitvonderGrößederNachrichtabhängigmachen.

2.2. Skalierbarkeit von Algorithmen

Für die AnalyseeinesAlgorithmusbetrachtenwir zunächstseineLaufzeit xu$�P�'/bu+ für eine
Eingabe P im LogP-Modell. Insbesondereist also xu$�P�'�`a+ die sequentielleLaufzeitdesPro-
gramms. Die Ausführungauf bzy�\ Prozessorenerzeugtim AllgemeinenzusätzlichenAuf-
wand,der durchKommunikation und Wartezeitenentsteht.Die Summex|{a$�P�'�bu+ aller Zeiten,
zu denenein Prozessornicht mit der BearbeitungeinerTeilaufgabebeschäftigtist, bezeichnen
wir alsOverhead. DadieSummederZeiteinheiten,die jedereinzelneder b Prozessorenmit der
Berechnungverbringtdurch b}xu$�P�'�bu+ gegebenist, ergibt sichfür denOverhead:

x|{a$�P�'�bu+
�Tb~xu$�P�'/bu+r_~xu$�P�'r`a+�� xu$�P�'/bu+
� xu$�P�'�`a+r^�x|{a$�P�'�bu+b t
Diesessagtjedochnochnichtsüberdie Qualitätder Parallelisierungaus. Diesewird nor-

malerweisedadurchbewertet,indemmanfragt, in welchemMaßeein Programmschnellerwird,
wenn man die Prozessoranzahlerhöht. Formal verbergen sich hinter dieserFragestellungdie
Begriffe desSpeedupsund der Effizienz. Der (relative) Speedup�5$�P�'�bu+ ist definiert als das
VerhältniszwischensequentiellerundparallelerLaufzeit:

�5$�P�'�bu+
� xu$�P�'�`a+xu$�P�'/bu+ � b~xu$�P�'�`a+xu$�P�'�`a+r^�x|{a$�P�'�bu+ t
10 2. Grundlagen



Die Effizienz F $�P�'�bu+ ist definiertalsdasVerhältniszwischenSpeedupundProzessorzahl.

F $�P�'�bu+#� �5$�P�'�bu+b � xu$�P�'�`a+xu$�P�'�`a+�^�x|{a$�P�'/bu+
� `
`5^ �e���N� : j|����N� : s�� t(2.2.1)

Aus Gleichung2.2.1 wird deutlich, dassdie Effizienz von dem VerhältnisdesOverheadszur
Problemgröße(dargestelltdurchdie sequentielleBerechnungszeitdesProblems)abhängt.Typi-
scherweisesteigtder Overhead,wenndie Prozessoranzahlerhöhtwird. Umgekehrt verkleinert
sichmeistensdasVerhältnisdesOverheadszursequentiellenRechenzeit,wenndieProblemgröße
wächst.Esist somitein immerwiederkehrendesPhänomen,dassdie Effizienzsinkt,wennmehr
Prozessorenbenutztwerdenunddasssiesteigt,wenngrößereProblemeberechnetwerden.

Der Begriff der Skalierbarkeit einesparallelen Systemsbeziehtsich darauf, wie sich die
LeistungeinesSystemsändert,wennsich die System-und Problemgrößenändern. Intuitiv ist
ein parallelesSystemskalierbar, wennseineLeistungsfähigkeit bei gleichzeitigerErhöhungder
System-undProblemgrößewächst[114]. Ein Konzept,dieseintuitive Beschreibungzuquantifi-
zieren,ist die von Kumaru.a. eingeführteIsoeffizienz[90, 65]. Die Isoeffizienzeinerparallelen
Anwendunggibt an,in welchemMaßedieProblemgrößeerhöhtwerdenmuß,umbeiwachsender
ProzessorzahleinevorgegebeneEffizienzeinzuhalten.Die Ideeist, Gleichung(2.2.1)wie folgt
umzuformen:

(2.2.2) xu$�P�'r`a+
� F $�P�'�bu+`I_*F $�P�'�bu+� ��� ��T��� x|{a$�P�'/bu+U'
wobei � eineKonstanteist, die von dervorgegebenEffizienzabhängt.Die Isoeffizienzwird in
[65] wie folgt definiert.

Throughalgebraicmanipulations,wecanusethisequationto obtain xu$�P�'�`a+ asa
functionof b . This functiondictateshow xu$�P�'�`a+ mustgrow to maintainafixed
efficiency as b increases.This is thesystem’s isoefficiencyfunction.

Demnachkanndie Isoeffizienzwie folgt charakterisiertwerden.Wenn � einegegebeneEffizienz
ist, und ���a$�bu+ die Isoeffizienzfunktion, dannimpliziert xu$�P�'�`a+ �����=$�bu+ , dassF $�P�'�bu+h��� .
DieseEigenschaftreicht jedochnicht, um die Isoeffizienzfunktionzu definieren,daesmehrere
Eingabenmit derselbensequentiellenBerechnungszeitundunterschiedlichenEffizienzengeben
könnte. Ebensoist esmöglich, dassmehrereEingabenzwar unterschiedlichesequentielleBe-
rechnungszeitenhaben,trotzdemaberdieselbeEffizienzerreichen.BeideSituationenentstehen
bei parallelenSuchalgorithmen. Der Grundist, dassdie Effizienznicht nur von der sequentiel-
len Laufzeit(alsovon derAnzahlderSuchknoten),sondernauchvon derForm desSuchbaumes
abhängt.

Um auchin diesenSituationenetwasüberdie Skalierbarkeit aussagenzukönnen,fragenwir
deshalbnachder kleinstensequentiellenRechenzeit,die einevorgegebeneEffizienz garantiert.
Falls � dieMengederEingabeneinesparallelenProgrammsist, definierenwir

(2.2.3) ���a$�bu+��?�������T �xu$�P�'�`a+¢¡�$¤£¦¥J4§��+¨xu$�¥/'r`a+�©�xu$�P�'�`a+ª� F $�¥/'/bu+�©«�­¬�t
Die Isoeffizienz ist genaudannnicht definiert,wenndie Mengeauf der rechtenSeitevon

Gleichung(2.2.3) leer ist. Also genaudann,wennfür jedesequentielleLaufzeit eineEingabe
existiert, derensequentielleBerechnungmindestensso langedauert,derenEffizienz jedochauf
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TABELLE 2.2.1. Isoeffizienzfunktionen einigerparallelerAlgorithmen.

Algorithmus Isoeffizienz Architektur
A ® -Suche[99] V6b�wDxAy � b Hypercube
FaktorisierungdünnbesetzterMatrizzen[67] VTb°¯ b Clique
Matrix-VektorProdukt[141] VTb°¯ b Clique
All-pairs shortestpath(Dijkstra) [91] M�$�b�wDxAyIbu+kvL± � Hypercube
All-pairs shortestpath(Dijkstra) [91] M b³²L±L´ Gitter
DescartesMethode([39], Kapitel7) MTbRv/wDxAy � b Clique

FFT [68] VTb¶µ· m µ ¸ ¹ wDxAyIb Hypercube

b ProzessorendenWert � nichterreicht.In diesemFall ist essinnvoll, voneinernichtskalierbaren
Anwendungzu sprechen.Wenn ���a$�bu+ definiertist, dannist garantiert,dassjedeEingabe,deren
sequentielleLaufzeitgrößerals ���=$�bu+ ist, mindestensdie Effizienz � auf b Prozessorenerreicht:

(2.2.4) xu$�P�'�`a+ºy����=$�bu+ impliziert F $�P�'�bu+�©�� t
TrotzeinerfehlendenrigorosenDefinition ist dasKonzeptderIsoeffizienzin vielenArbeiten

für die Analyseder Skalierbarkeit von Algorithmenherangezogenworden(vgl. Tabelle2.2.1).
In demfolgendenAbschnittwird dasKonzeptder Isoeffizienz formal definiertund eswerden
einigegrundlegendeEigenschaftenhergeleitet.Abschnitt2.2.2setztdie Isoeffizienzmit dervon
Kruskal u.a. eingeführtenKomplexitätsklasseder effizientparallelen Algorithmen(EP) in Ver-
bindung[88]. Schließlichwird in Abschnitt2.2.3dieAnwendungderIsoeffizienzexpemplarisch
für Polyalgorithmengezeigt.

2.2.1. Definition und Eigenschaftender Isoeffizienz. Bislangist die Isoeffizienzfunktion
für die AnalyseparallelerAlgorithmenbenutztworden,bei denenein direkterZusammenhang
zwischender sequentiellenLaufzeit und der Effizienzbesteht.In [39] wurdedie ersterigorose
Definition der Isoeffizienz eingeführt. Sie liefert auchdannsinnvolle Aussagen,wenn dieser
direkteZusammenhangzwischensequentiellerLaufzeitundEffizienznicht gegebenist.

DEFINITION 2.2.1. Es sei ein parallelerAlgorithmusgegebenund essei � die Mengeder
erlaubtenEingaben.Für jedesPU4}� und bS4 NI sei xu$�P�'/bu+ die paralleleBerechnungszeitder
EingabeP auf b Prozessoren.Essei

F $�P�'�bu+��?� xu$�P�'�`a+b~xu$�P�'/bu+
dieEffizienzdieserBerechnung.Für �R4~»f\�'r`a+ sei

�¼�a$�bu+��?�� �xu$�P�'�`a+¢¡�$¤£¦¥ 4½��+ºxu$�¥/'�`a+º©�xu$�P�'�`a+¾�oF $�¥/'�bu+�©��­¬
die Mengealler sequentiellenLaufzeiten,die die Effizienz � garantieren.Falls �¼�a$�bu+ nicht leer
ist, dannist die Isoeffizienzfunktion ���=$�bu+ definiertdurch���=$�bu+º�?�������R�¼�a$�bu+�¿
falls �¼�a$�bu+ leerist, dannist ���=$�bu+ undefiniert.

THEOREM 2.2.2. Die Isoeffizienzfunktionist monotonin � . Genauer,

(2.2.5) � s ]«� � impliziert' dass��� · $�bu+ Q���� l $�bu+
für alle Effizienzen� s 'v� � undjedeProzessoranzahl b .
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BEWEIS. Die Behauptungfolgt unmittelbaraus �¼� l $�bu+�À6�¼� · $�bu+ . Á
DasnächsteTheoremzeigt,dasssicheineobereSchranke für dieIsoeffizienzauseineroberen

Schranke für die paralleleBerechnungszeit herleitenlässt.Es ist klar, dasssichauseineroberen
Schranke für die paralleleBerechnungszeitsofort eineuntereSchranke für die Effizienzergibt.
Intuitiv führt nun eineUnterschätzungder Effizienzzu einerÜberschätzungderProblemgröße,
diemanbenötigt,umeinegegebeneEffizienzzuerreichen.

THEOREM 2.2.3. Die FunktionenF �­�wÂ NI Ã $�\�'r`�Ä und FÅ�­�wÂ NI Ã $�\�'r`�Ä seienuntere
bzw. obere Schranken für dieEffizienzF ,

F $�P�'�bu+ QTF $�P�'�bu+ Q FJ$�P�'/bu+
für alle P�4½� und b!4 NI . Für alle Effizienzen�R4*$�\�'�`a+ sei

� � $�bu+Æ�?�  �xu$�P�'�`a+¢¡�$¤£¦¥J4§��+ºxu$�¥/'�`a+�©�xu$�P�'�`a+���F $�¥/'/bu+�©��­¬ und

�T�=$�bu+Æ�?� ÇÈxu$�P�'r`a+É¡E$¤£¦¥ 4½��+�xu$�¥/'�`a+º©�xu$�P�'r`a+¾� F $�¥/'�bu+¾©«��Ê t
Weiterhinsei � � $�bu+��?�«����� �¾�=$�bu+U' und �¨�=$�bu+��?�«�����r� � $�bu+
wannimmerdieentsprechendenMengennicht leersind.Danngilt

(2.2.6) � � $�bu+ Q����a$�bu+ Q ���=$�bu+
für jedeProzessoranzahl b undalle Effizienzen� .

BEWEIS. Unmittelbaraus � � $�bu+�À6�¼�=$�bu+ºÀ �¾�=$�bu+ . Á
DEFINITION 2.2.4. EineMengereellerZahlenist diskret, fallseinepositive untereSchranke

für denabsolutenBetragderDifferenzje zweierElementeexistiert.

In jedemRechenmodell,in demdie Zeit für die BasisoperationenVielfacheeinerfestenEin-
heitszeitsind,sinddieRechenzeitendiskret.

THEOREM 2.2.5. Wenndie Berechnungszeiten diskret sind,danngeltendie folgendenAus-
sagen.

(1) ���a$�bu+ 4��¼�a$�bu+ , und
(2) xu$�P�'r`a+�©«���=$�bu+ impliziert F $�P�'�bu+�©�� .
(3) xu$�P�'r`a+�©«���=$�bu+ impliziert xu$�P�'�`a+�© �skq � x|{a$�P�'/bu+3t

BEWEIS. Die ersteAussageist wahr, dawegenderDiskretheit�������¼�a$�bu+
��Ë°��� �¼�a$�bu+ gilt.
Wenn xu$�P�'�`a+ �«���a$�bu+ , folgt ausdererstenAussagexu$�P�'�`a+54��¼�a$�bu+ , undsomit F $�P�'�bu+¾©«� .
Falls xu$�P�'�`a+�y«���=$�bu+ folgt diezweiteAussageausdercharakteristischenEigenschaft(2.2.4)der
Isoeffizienzfunktion. Die dritte Aussageist einedirekteFolgerungausderzweitenAussage. Á

Üblicherweisesinkt die EffizienzeinerAnwendung,wenndie Prozessoranzahl erhöhtwird.
Die folgendeDefinition beschreibtdiesenZusammenhang.

DEFINITION 2.2.6. Eine Effizienzfunktionerfüllt die speed-upEigenschaft,wenn für alleP�4½� gilt:

b s ] b � impliziert F $�P�'�b s +�yTF $�P�'�b � +�t
2.2.Skalierbarkeit vonAlgorithmen 13



THEOREM 2.2.7. Falls dieEffizienzfunktion diespeed-upEigenschaft erfüllt, ist die Isoeffizi-
enzfunktionmonotonin b . Esgilt

b s ]Tb � impliziert ���=$�b s +JQÌ���=$�b � +
für alle Effizienzen� undjedeProzessoranzahl b s und b � .

BEWEIS. Der Beweis erfolgt indirekt. Es seien b s ]�b � natürlicheZahlenmit ���=$�b s +ªy���=$�b � + . Danngilt �¼�=$�b � + �Í �¼�a$�b s + und folglich gibt esein P)4�� mit P)4T�¼�a$�b � +TÎ �¼�=$�b s + .
Folglich gibt es ein ¥�4Å� mit xu$�¥/'d`a+}©Ïxu$�P�'d`a+ und F $�¥/'3b s +�]Ð� Q�F $�¥/'�b � + . Dieses
widersprichtderspeed-upEigenschaftvon F . Á

Fallsdie folgendeBedingungzutrifft, ist esmöglich,vonderEffizienzeinerEingabeauf ihre
sequentielleBerechnungszeit zurückzuschließen.

DEFINITION 2.2.8. Eine Effizienzfunktionerfüllt die speed-upEigenschaft,wenn für alleP�'¼¥h4½� und b�y�` gilt:xu$�P�'�`a+5]�xu$�¥/'�`a+ genaudannwenn F $�P�'�bu+ ] F $�¥/'�bu+Ut
THEOREM 2.2.9. WenneineEffizienzfunktionF die size-upEigenschaft erfüllt, danngelten

die folgendenAussagenfür alle P�4½� und b!4 NI .

(1) F $�P�'�bu+
�«� impliziert xu$�P�'�`a+ �Ñ���=$�bu+ , und
(2) F $�P�'�bu+�©�� impliziert xu$�P�'�`a+º©«���=$�bu+ .

BEWEIS. Für den Beweis der erstenund einesTeils der zweitenAussagesei P 4Ò� so
gewählt, dass F $�P�'�bu+��Ó� . Wegen der size-upEigenschaftgilt xu$�P�'�`a+�4 �¼�=$�bu+ . Da alle
Eingabenmit einerkleinerensequentiellenLaufzeit einegeringereEffizienz haben,ist xu$�P�'r`a+
daskleinsteElementvon �¼�=$�bu+ und somit gilt xu$�P�'�`a+U�Ð���=$�bu+ . Um denRestder zweiten
Aussagezu zeigen,sei PT4Ñ� so gewählt, dassF $�P�'�bu+°yw� . Nun gilt wiederum xu$�P�'�`a+ 4�¼�a$�bu+ undsomit xu$�P�'�`a+�©«���=$�bu+ . Á

WenndieBerechnungszeitendiskretsindunddieIsoeffizienzfunktiondiesize-upEigenschaft
erfüllt, danngilt

FT$�P�'3bu+ Q«� impliziert x $�P�'d`a+5Q����r$�bu+�t
BEWEIS. Die Aussagefolgt unmittelbarausdenTheoremen2.2.9(1)und2.2.5(2). Á
Abbildung2.2.1zeigtanhandeinerparallelenMethodefür reelleNullstellenisolierung, wie

Isoeffizienzgraphen experimentellkonstruiertwerdenkönnen. JederGraphin demlinken Dia-
grammwurdemit eineranderenProzessoranzahl gemessen.Hierbeiwurdejeweils die Effizienz
verschiedenerEingabepolynome (Mignotte Polynome)der Grade `=\A\�'�ia\A\�'dtdtdta'ÕÔa\A\ gemessen.
Die Effizienz jederMessungergibt einenPunkt im linken Diagramm. Die Graphenentstehen
durchVerbindender Punkte,die zur gleichenProzessoranzahl gehören.DasrechteDiagramm
zeigtdie Isoeffizienzgraphen.JedereinzelneGraphwird konstruiert,indemmandie Graphenim
linken DiagrammdurchhorizontaleLinien schneidet.Dabeiergibt jederSchnittpunkteinePro-
zessoranzahlund einesequentielleRechenzeit—und somit einenPunkt im rechtenDiagramm.
In diesemFall entstehendie GraphendurchVerbindender Punkte,die zu derselbenEffizienz
gehören.
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ABBILDUNG 2.2.1. Die Diagrammezeigen,wie Isoeffizienzgraphenexperi-
mentellkonstruiertwerdenkönnen.In diesemBeispielerfüllt dieEffizienzfunk-
tion sowohl diespeed-upalsauchdiesize-upBedingung.

2.2.2. Isoeffizienzund die KlasseEP. Kruskal,RudolphundSnirklassifizierenin [88] par-
allele AlgorithmennachderArbeit undderparallelenRechenzeit.SiebetrachtenAlgorithmen,
bei denendie AnzahlderbenutztenProzessoreneO$�P�+ von derEingabeP abhängt(größenabhän-
gige Algorithmen).Für dasRechenmodellwird angenommen,dassesselbstsimulierend ist. Das
heißt,dassdieZeit,dieeineMaschinemit e Prozessorenbenötigt,umeinenSchritteinerMaschi-
nemit ÛÜy�e Prozessorenzusimulieren,von Û¨ÝYe dominiertwird. Die Simulationszeitist dagegen
konstant,wenndie simulierteMaschinewenigerProzessorenalsdie simulierendehat. Demnach
gilt für dieparalleleRechenzeit[88, Gleichung3.1]

(2.2.7) xu$�P�'�bu+
VwÞ eO$�P�+LÝab¦ß°x $�P�'AeO$�P�+Y+!t
Ein Algorithmusist effizient, wenndiegesamteArbeit xu$�P�'aeO$�P�+Y+eà eO$�P�+ vondersequentiellen

Laufzeit xu$�P�'�`a+ dominiertwird. Die Klasseder effizientenAlgorithmenwird weiter nachder
parallelenRechenzeitxu$�P�'aeO$�P�+Y+ unterteilt.

DEFINITION 2.2.10. EP (Efficient, Polynomiallyfast;oderEfficient Parallel) ist die Klasse
dereffizientenAlgorithmen,derenparalleleRechenzeitfür ein á ]�` dieUngleichungx $�P�'AeO$�P�+Y+5Q�xu$�P�'�`a+�â
erfüllt.

Basierendauf dieserDefinitionwerdenProblemklassenwie folgt eingeführt.

DEFINITION 2.2.11. Ein Problemist in derKlasseEP, wenneseinenAlgorithmusfür das
Problemgibt, derbezüglichaller sequentiellenAlgorithmenfür dasselbeProblemin derKlasse
EPliegt.

EffizienteAlgorithmenstehenin einerengenBeziehungzu Algorithmen,derenIsoeffizienz-
funktionfür alle b!4 NI definiertist. AnalogzuDefinition2.2.11definierenwir dieProblemklas-
sePI (polynomiell isoeffizient).
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DEFINITION 2.2.12. Ein Problemist in der KlassePI, wenneseinenAlgorithmusfür das
Problemgibt, dessenIsoeffizienzfunktion ���a$�bu+ bezüglichaller sequentiellerAlgorithmen für
dasselbeProblempolynomiellfür eineEffizienz � ist.

In diesemAbschnittwerdenwir zeigen,dassdie KlassePI eineUnterklassevon EPist. Fer-
nerzeigenwir, dassesAlgorithmengibt, die zwar in EPsind, trotzdemabereineexponentielle
Isoeffizienzfunktion haben.Wir benutzenhierfür eineäquivalenteCharakterisierung derKlasse
EP[88, Theoreme3.1(3) und3.2(3)].

THEOREM 2.2.13. Essei p eineKonstante. Ein Problemkanngenaudanndurch einen(grö-
ßenabhängigen) Algorithmusder KlasseEP berechnetwerden,wennesdurch einen(größenun-
abhängigen)Algorithmus,für dessenparallele Laufzeitxu$�P�'/bu+ M�xu$�P�'�`a+LÝabT^)b³ã
gilt, berechnetwerdenkann.

DasfolgendeLemmastellt eineVerbingungzwischenEPunddemIsoeffizienzkonzepther.

LEMMA 2.2.14. Esseieinparalleler Algorithmusmit derRechenzeitxu$�P�'�bu+ gegeben.Fallsxu$�P�'/bu+ M�xu$�P�'�`a+ , dannsindfolgendeAussagenäquivalent.

(1) Esgibt eineKonstantep sodassxu$�P�'/bu+ M�xu$�P�'r`a+LÝabT^)b³ã)t
(2) Esgibt eineKonstantep undeineEffizienz� sodassfür alle P�4½�xu$�P�'r`a+�©Tb ã � F $�P�'�bu+�©«�)t

BEWEIS. (“1. � 2.”) Essei p eineKonstantemit xu$�P�'/bu+IM�xu$�P�'r`a+LÝab6^)b ã . Essei N so
gewählt, dassxu$�P�'/bu+IQ�N
$�xu$�P�'�`a+LÝab6^ b ã + undessei �°�?�S`eÝ�$�iON=+ . Betrachtenwir nuneine
EingabeP mit xu$�P�'�`a+º©Tb ãÕä s . Esfolgt

xu$�P�'/bu+ Q N xu$�P�'�`a+r^*b � ãÕä s��b QTiaN xu$�P�'�`a+b� F $�P�'�bu+
� xu$�P�'�`a+b}xu$�P�'�bu+ © `iaN �Ñ� t
(“2. � 1.”) Nun sei p und � so gewählt, dassfür alle EingabenP mit xu$�P�'r`a+°©�b ã die

AussageF $�P�'�bu+�©�� gilt. Essei P eineEingabe.Falls xu$�P�'�`a+º© b ã erhaltenwir

F $�P�'�bu+Æ© �xu$�P�'�`a+b}xu$�P�'/bu+ © �
� `� xu$�P�'�`a+b © xu$�P�'�bu+
� xu$�P�'/bu+ M xu$�P�'�`a+b M xu$�P�'�`a+b ^)b³ã)t

Andernfalls, falls xu$�P�'�`a+5]Tb ã , gilt

xu$�P�'/bu+ M�xu$�P�'�`a+5] b³ãRM xu$�P�'�`a+b ^*b³ã t Á
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THEOREM 2.2.15. Es sei ein paralleler Algorithmusgegeben,dessenparallele Rechenzeit
vonseinersequentiellendominiertwird. Der Algorithmusist in EP, wennseineIsoeffizienzfunk-
tion ���=$�bu+ polynomiellist.

BEWEIS. Essei N eineKonstantemit ���=$�bu+RQ N�b ã . Gemäßdercharakteristischen Eigen-
schaftderIsoeffizienzfunktion giltxu$�P�'�`a+ºyTN�b³ã}� F $�P�'�bu+�©�� t
Somitgibt eseineKonstante� , sodassxu$�P�'�`a+ºy b � � F $�P�'�bu+�©�� t Á

THEOREM 2.2.16. Die ProblemklassePI ist eineUnterklassevonEP.

Algorithmus 1 Durchdie gleichzeitigeSimulationderparallelenunddersequentiellenBerech-
nungerhaltenwir einenAlgorithmus,dessensequentielleRechenzeitstetsgrößerdie parallele
ist.

W (Algorithmus G , EingabeP , b!4 NI +
if b!QTi then

Führe G aufProzessor̀ mit EingabeP aus.
else

parbegin
Führe G aufProzessor̀ mit EingabeP aus.
Führe G aufdenProzessoreni['dtdtdt='3b mit EingabeP aus.
HaltesobaldeinederbeidenRechnungenterminiert.
parend

BEWEIS. Essei G einAlgorithmusund � �\å �� $�bu+ seiseineIsoeffizienzfunktion. Die parallele
Rechenzeitx �\å � $�P�'�`a+ wird nicht notwendigerweise von der sequentiellenLaufzeit dominiert.
Wir betrachtendaherdenAlgorithmus1. Bei jederEingabeP berechnetæS$�GR'�P�'/bu+ dieselbe
Ausgabewie G . Die paralleleRechenzeitx �Nç � $�GR'/P�'�bu+ von æ wird wegen

x �Nç � $�GR'/P�'�bu+
��Ë°���½è�x �\å � $�P�'r`a+3'vx �\å � $�P�'/b6_ `a+�é�Q�x �\å � $�P�'r`a+
�«x �Nç � $�GR'/P�'r`a+
vondersequentiellenRechenzeitdominiert.FürdieEffizienzvon æ erhaltenwir

F �Nç � $�GR'�P�'/bu+#� Ëªêeë}ì `b ' bT_ `b F �\å � $�P�'/b6_ `a+�í�© b6_)`b F �\å � $�P�'�b6_)`a+
© `i F

�\å � $�P�'�bT_ `a+�t
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Mittels dieserUngleichungkönnenwir dieMengen� �\å �� $�bu+ und � �Nç �� $�bu+ in Beziehungsetzen.

� �Nç �� $�bu+#� îvxu$�P�'�`a+¢¡�$¤£¦¥J4§��+¨xu$�¥/'r`a+�©�xu$�P�'�`a+ª� F �Nç � $�GR'¼¥/'/bu+�©���ïð  �xu$�P�'�`a+¢¡�$¤£¦¥J4§��+¨xu$�¥/'r`a+�©�xu$�P�'�`a+� b6_ `b F �\å � $�¥/'/b6_)`a+º©��òñ
� � �\å �� nnEm · $�bT_ `a+ð � �\å �� � $�bT_ `a+�t

Folglich gilt � �Nç �� $�bu+ Q�� �\å �� � $�b6_)`a+ .
Esseinun ó ein ProblemausPI undessei G ein Algorithmus,dessenIsoeffizienzfunktion� �\å �� $�bu+ polynomiell in b für eine Effizienz � ist. Dann ist die Isoeffizienzfunktion � �Nç �� ± � $�bu+

ebensopolynomiell. WegenTheorem2.2.15ist somit derAlgorithmus æS$�GR'/P�'�bu+ in EP, und
dasProblemó ist in derProblemklasseEP. Á

THEOREM 2.2.17. Esgibt einenAlgorithmusin EP, dessenIsoeffizienzfunktion � s ± � $�bu+ nicht
durch einepolynomielleFunktionin b beschränktwerdenkann.

Algorithmus 2 Ein parallelerAlgorithmus,dersehrineffizientwird, wenndiesequentielleLauf-
zeitkleinerals b ist. DerParametere gibt denProzessorindex an.Die Funktion KO$�Wr+ ist rekursiv
durch KO$k`a+
�«ô und KO$�Wr+
��ieõ �Nö qrs�� definiert.

bad_algo( W�4 NI '/b!4 NI 'ae�4� =\�'dtdtdt='3b6_ `­¬a+
if KO$�Wr+ Q b then

if e��6\ then führe KO$�Wr+ Operationenaus.
elseterminiere.

else
if eU]6KO$�Wr+ÌËhxò÷�b then führe Þ�KO$�Wr+LÝab¦ß Operationenaus.
elseführe ø�KO$�Wr+LÝab¦ù Operationenaus.

BEWEIS. Für denBeweis betrachtenwir denAlgorithmus2. Die sequentielleRechenzeit
von bad_algo$�WO'O`A'�\[+ ist gegebendurch xu$�WO'�`a+h��KO$�Wr+°©wô . Wennder Algorithmusauf b
Prozessorenmit Eingabe W ausgeführtwird, ist seinegesamteArbeit gleich der sequentiellen
Rechenzeitxu$�WO'�`a+ . Falls xu$�WO'�`a+ºyTb , ist dieEffizienzmindestens̀eÝAi , da

F $�WO'�bu+
� KO$�Wr+
bzú õ �Nö �jwû ©

KO$�Wr+
b è õ �Nö �j ^ ` é �

KO$�Wr+KO$�Wr+�^*b © KO$�Wr+i
KO$�Wr+ � `i t
Der Algorithmusbad_algoist alsoin EP. Abbildung2.2.2zeigtdie Beziehungzwischender

sequentiellenLaufzeitundderEffizienz.
Es sei nun g�'/b%4 NI mit KO$�gU+U� b . Da die sequentiellenRechenzeitendiskret sind,

gibt es WS4 NI mit xu$�WO'�`a+��Ó� s ± � $�bu+ und F $�WO'�bu+§©o`eÝAi . Diesesimpliziert bereits,dassxu$�WO'�`a+�y b . Falls nämlich xu$�WO'�`a+*Q b wäre, dannwäre die Effizienz desAlgorithmus
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ABBILDUNG 2.2.2. Die Menge der sequentiellenRechenzeitenist gegeben
durch  aKO$�Wr+É¡aW�4 NI ¬ . Für jedesequentielleZeit x undjedeProzessoranzahl b
gibt eseineBerechnung.Ihre Effizienzist ©!`eÝAi genaudannwenn x�y�b (die
gefülltenPunkte).Die Linie zeigtdenGraphvon � s ± � $�bu+ .

F $�WO'�bu+.� `eÝab�� `eÝAKO$�gU+RQ `eÝÈô . Die kleinstesequentielleRechenzeit,die größerals b ist,
ist KO$�g ^6`a+.� ieõ �Ný � . Da F $�g�^6`A'�bu+¦© `eÝAi , erhaltenwir � s ± � $�bu+.� i j . Da esunendlich
viele Wertefür b mit � s ± � $�bu+I�!i j gibt, kanndie Isoeffizienzfunktion � s ± � $�bu+ nicht durchein
Polynomin b beschränktwerden. Á

2.2.3. Isoeffizienzvon Polyalgorithmen . ZumSchlussdiesesKapitelsleitenwir einResul-
tather, dasbeiderAnalysederIsoeffizienzderDescartesMethodebenötigtwird. Esist gleichzei-
tig ein gutesBeispielfür die VerwendungdesIsoeffizienzkonzepts. Und zwar betrachtenwir die
Isoeffizienzfunktion von Algorithmen,die auf unterschiedlicheArten parallelisiertwerdenkön-
nen. Wennesmöglich ist, die EffizienzderverschiedenenParallelisierungenfür einegegebene
Eingabevorauszusagen,wird mandieParallelisierungwählen,diediegrößteEffizienzverspricht.
DasfolgendeTheoremanalysiertdie IsoeffizienzdesresultierendenPolyalgorithmus.

THEOREM 2.2.18. Es seien G und H parallele Algorithmenmit derselbenEingabemen-
ge � und derselbensequentiellenRechenzeit xu$�P�'�`a+ für jedeEingabe P . Es seien F �\å � undF �Nþ � die Effizienzfunktionen der Algorithmen G und H , und es seien � �\å �� und � �Nþ �� die Iso-
effizienzfunktionen. Der Polyalgorithmus ÿ verwendebei Eingabe P denAlgorithmus G , fallsF �\å � $�P�'/bu+ºyTF �Nþ � $�P�'�bu+ undsonstAlgorithmusH . Essei F ��� � die Effizienzfunktionund � ��� ��
die Isoeffizienzfunktion vonAlgorithmusÿ . Danngeltendie folgendenAussagen.

(1) � ��� �� $�bu+ Q�Ë°��� è � �\å �� $�bu+/'v� �Nþ �� $�bu+ é .

(2) Wenn F �\å � und F �Nþ � die speed-upEigenschafterfüllen,dannwird sieauchvon F ��� �
erfüllt.

(3) Wenn F �\å � und F �Nþ � die size-upEigenschafterfüllen,dannwird sieauchvon F ��� � er-

füllt. WennzusätzlichdieBerechnungszeitendiskretsind,gilt � ��� �� $�bu+
�«Ë°���½èÈ� �\å �� $�bu+/'v� �Nþ �� $�bu+�é .
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BEWEIS. Die ersteAussagegilt, da � ��� �� $�bu+ ð � �\å �� $�bu+�(U� �Nþ �� $�bu+ impliziert, dass� ��� �� $�bu+#� ����� � ��� �� $�bu+
Q ����� è � �\å �� $�bu+r(�� �Nþ �� $�bu+ é
� Ë°���½èÕ�����R� �\å �� $�bu+3'ò����� � �Nþ �� $�bu+�é
� Ë°��� è � �\å �� $�bu+3'v� �Nþ �� $�bu+ é t

Die zweiteAussagefolgt ausderDefinition 2.2.6. Um die dritte Aussagezu zeigen,betrachten
wir zwei EingabenP und ¥ mit xu$�P�'r`a+ ]Óxu$�¥/'�`a+ . Falls ÿ den Algorithmus G auf P an-
wendetund denAlgorithmus H auf ¥ , danngilt F ��� �­$�P�'3bu+h��F �\å �3$�P�'�bu+ ]�F �\å �­$�¥/'/bu+ QF �Nþ � $�¥/'/bu+R� F ��� � $�¥/'/bu+ ; für die anderenFälle geltenähnlicheBeziehungen.Ebensoimpli-
ziert F ��� � $�P�'/bu+I]�F ��� � $�¥/'/bu+ , dassxu$�P�'�`a+ ]Ñxu$�¥/'�`a+ . Um denzweitenTeil derAussagezu

zeigen,sei xu$�P�'d`a+u46� ��� �� $�bu+ . WennderAlgorithmus G auf P angewendetwird, erhaltenwir

F �\å �­$�P�'3bu+
�6F ��� �­$�P�'/bu+�©«� undsomitwegenTheorem2.2.9(2),xu$�P�'r`a+�©«� �\å �� $�bu+ . Weiter-

hin folgt wegenTheorem2.2.5,dassxu$�P�'r`a+ 4�� �\å �� $�bu+ . WennAlgorithmus H für P ausgewählt

wird, erhaltenwir stattdessenxu$�P�'�`a+ 4�� �Nþ �� $�bu+ . Esgilt somit � ��� �� $�bu+�À6� �\å �� $�bu+/(J� �Nþ �� $�bu+ ,
undfolglich � ��� �� $�bu+º©�Ë°��� è � �\å �� '¼� �Nþ �� é . Á
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KAPITEL 3

Planungsverfahrenfür die Pyramide

WennderAufgabengrapheinerparallelenAnwendungbereitsvor dereigentlichenAusfüh-
rung bekanntist, kanndie Lastverteilungebenfalls im vorausfestgelegt werden(Ablauf-

planung).Wir werdenin diesemFall von Berechnungen einesAufgabengraphensprechen.Die
AufgabedesPlanungsalgorithmus bestehtdarin, für jedeAufgabemindestenseinenProzessor
undeinenBearbeitungszeitpunkt zu bestimmen,sodassdie Datenabhängigkeiten berücksichtigt
werdenunddieBerechnungszeitdesGraphen(Makespan)ÿ max minimiert wird.

Für allgemeineAufgabengraphenhandeltessich in denmeistenFällenum NP-vollständige
Planungsprobleme. BestimmteEinschränkungender GraphstrukturoderdesVerhältnisseszwi-
schenAufgabenberechnungszeitundderKommunikationszeit ermöglichenjedochpolynomielle
Algorithmen. In diesemKapitel betrachtenwir Aufgabengraphen, die gitterförmigeAbhängig-
keitenaufweisen.Ein Knoten $�XY'EZ[+ ist somitvon denKnoten $�XY'�Z _ `a+ und $�X�_ `A'�Z[+ abhängig
(sieheAbbildung3.1.1). AnwendungendieserGraphenfindensich vor allem bei Algorithmen,
dieauf dynamischerProgrammierungberuhen[62].

BeispielsweisetretenumgekehrtePyramidenbei derBerechnungeineroptimalenKlamme-
rung einesMatrizenproduktsund beim Findeneiner optimalenTriangulierungeineskonvexen
Polygonsauf [32, 12]. DasProblemeinelängstegemeinsameTeilsequenzzweierZeichenketten
zu finden(LCSS-Problem) unddaraufaufbauendeProblemeausderBiologie [92] erforderndie
BerechnungeinesDiamantengraphen. AnwendungenderPyramidefindensichunteranderemin
derComputeralgebra (vollständigesHorner-Schema[93], Taylor-Shift [85]).

Abschnitt3.1fasstdenStandderForschungzusammen.In Abschnitt3.2betrachtenwir unte-
reSchrankenfür die IsoeffizienzvonBerechnungenderPyramide.In Abschnitt3.3werdenzwei
bekanntePlanungsverfahren analysiertund ein neuesPlanungsverfahren vorgestellt. Abschnitt
3.4diskutiertoffeneFragen.

3.1. Standder Forschung

Essei " ��$�&
'/��+ ein Aufgabengraphund cd$�Xk+ die Bearbeitungszeit einerAufgabe X.4 & .
Abweichendvom LogP-Modellwird derKommunikationsaufwand häufigdurchAngabederLa-
tenzzeitNA$�XY'[Z[+ modelliert,dieentsteht,wennDatenüberdieKante $�XY'�Z[+54U� geschicktwerden.
Wennalsodie Aufgaben X und Z auf unterschiedlichenProzessorenbearbeitetwerdenundAuf-
gabe X zum Zeitpunkt c abgearbeitetist, ist ihr Ergebniserstzum Zeitpunkt c ^6NA$�XY'�Z[+ für die
Bearbeitungvon Z verfügbar. Der Overheadwird bei dieserModellierungnicht betrachtet.Wir
bezeichnenmit c min die minimale Bearbeitungszeit einesKnotensund mit N max die maximale
Kommunikationszeit. Der Quotient N maxÝ=c min ist somit ein Maß für die GranularitäteinerAn-
wendung.

In derLiteraturwerdendie folgendenEinschränkungenbzgl. derLatenzzeitenbetrachtet.

DS: EssindbeliebigeLatenzzeitenzulässig(engl.delayscheduling).

21



(1,1) (0,2)

(0,0)

(1,0) (0,1)

(2,0)

(1,2)

(0,2)

(1,1)(0,0) (2,2)

(0,1)

(2,2)

(1,2)(2,1)

(0,2)

(1,0)

(0,0)

(0,1)

(2,0) (1,1)

Pyramide umgekehrte Diamant
Pyramide

ABBILDUNG 3.1.1. Aufgabengraphenmit gitterförmigenDatenabhängigkeiten.

UDS: Die Latenzzeitensind gleich einemWert, der von dem Graphenabhängenkann
(engl.uniformdelayscheduling).

CDS: Die LatenzzeitensindgleicheinerKonstante,dienichtvomGraphenabhängt(engl.
constantdelayscheduling).

SCT: Die LatenzzeitenerfüllendieBedingungN maxÝ=c min ]�` (engl.smallcommunication
time).

Wir unterscheidendie Algorithmendanach,ob sieeineDuplizierungvon Aufgabenfür die
Minimierung der Kommunikationskosten durchführen.Abbildung 3.1.2zeigt eineZusammen-
fassungeinigerkomplexitätstheoretischer Ergebnisse,auf die im Folgendenweitereingegangen
wird.

3.1.1. PlanungsverfahrenohneAufgabenduplizierung. Betrachtenwir zunächstdieKom-
plexität desPlanungsproblems. Es ist bereitsfür sehreinfacheGraphenNP-vollständig,selbst
wenneineunbeschränkteProzessoranzahlzur Verfügungsteht. So ist dasPlanungsproblembe-
reits für Bäume[23] undfür Bäumemit von denBlätternzur WurzelgerichtetenKanten(Rück-
wärtsbäume) NP-vollständig[22]. Bäumemit Tiefe ` lassensichallerdingsin polynomiellerZeit
planen.

Auch Beschränkungen derBerechnungs-undKommunikationszeiten beeinflussendie Kom-
plexität. So zeigt Picouleau[107], dassdasPlanungsproblemNP-vollständigist, wenn cd$�Xk+h�NA$�XY'�Z[+.� ` für alle XY'EZ�4 & . Einfacherwird dasProblemjedochbei denfolgendenAufgaben-
graphen,wenndie SCP-Bedingungerfüllt ist. Crétiennezeigt, dasses in demFall in linearer
Zeit möglich ist, Plänefür Bäumeund Rückwärtsbäume zu berechnen[21]. Ebenfalls polyno-
miell planbarsind gerichtetebipartiteAufgabengraphen, wie sie durchdasFarmingParadigma
generiertwerden[24].

Eineweiterein polynomiellerZeit planbareGraphklassesinddieseriell-parallelen(SP) Gra-
phen[129]. Sie werdenvon Anwendungenerzeugt,die demFork-JoinParadigmafolgen und
sindrekursiv wie folgt definiert.Der kleinsteSP-GraphbestehtauseinemeinzelnenKnoten,der
gleichzeitigEingangs-undAusgangsknotendesGraphenist. GrößereGraphenwerdenmit den
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ABBILDUNG 3.1.2. Komplexität von Planungsproblemenmit Latenzzeiten.

KonstruktionsfunktionenSERundPAR gebildet.Seienalso " s 'dtdtdtd"�� seriell-paralleleGraphen.
DannentstehtSER$�" s 'dtdtdtd"��=+ durchHintereinanderschaltendereinzelnenGraphen.BeimHin-
tereinanderschalten wird jeweils der AusgangsknotendesVorgängersmit demEingangsknoten
desNachfolgersverbunden. Der Eingangsknotenvon SER$�" s 'dtdtdtd"��=+ ist der Eingangsknoten
von " s und seinAusgangsknotenist der Ausgangsknotenvon "�� . PAR $�" s 'dtdtdtd"��=+ verbindet
die Eingangsknotenvon " s 'dtdtdtd"�� mit einemneuenEingangsknotenund die Ausgangsknoten
mit einemneuenAusgangsknoten. Die einzelnenGraphenkönnensomitparallelberechnetwer-
den.

Der ersteApproximationsalgorithmus für dasPlanungsproblemmit unbegrenzterProzesso-
ranzahlwurdevon Sarkarvorgestellt[115]. Daraufbasierendwurdevon GerasoulisundYoung
derDSCAlgorithmusentwickelt undanalysiert[140]. DSCfindeteinenPlanfür einenGraphen
mit W Knotenund g Kantenin Zeit

� $Y$�W ^*gU+�wDxAyJWr+ underreichteinenMakespanÿ max mitÿ max QÑÿ��max $k`I^ `eÝdL�$�"R+Y+ . Hierbeiist ÿ��max derMakespaneinesoptimalenSchedulesund L�$�"R+
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ABBILDUNG 3.1.3. Drei Planungsalgorithmenfür diePyramide.

dieGranularitätvon " , die in diesemFall wie folgt definiertist. Für jedenKnoten Zh4�& sei

1�� �?� Ë°����� : � � >�!  =cd$�Xk+�¬TÝ�Ëªêeë�� : � � >�!  =NA$�XY'�Z[+�¬�'2"� �?� Ë°���� � : ã � >�!  dcd$�p/+�¬¾ÝÅËªêeë� � : ã � >�!  =NA$;Za'�p/+�¬ und

L#� �?� Ë°���³ =1��a'/2"�­¬ t
Dannist L�$�"R+º�?�«Ë°���$� >A@  ­L#�e¬ . Folglich ergibt sichfür SCT-Graphenein Approximationsfaktor
von i .

In realistischenAnwendungenstehtjedochnur eine begrenzteProzessoranzahlzur Verfü-
gung. Es wurdevon Rayward-Smithgezeigt,dassein NP-vollständiges Planungsproblem vor-
liegt, wenn cd$�Xk+
�6NA$�XY'�Z[+ ��` für alle XY'�Zh4�& [112]. Fernerwurdevon Hoogeveenu.a.gezeigt,
dassesin diesemFall bereitsNP-vollständigist, zu entscheiden,ob esfür einengerichtetenbi-
partitenGrapheneinenPlan mit ÿ max QÐô gibt [72]. DieselbeFragekann für ÿ max Q&% in
polynomiellerZeit beantwortet werden[24]. Afrati u.a. untersuchendie Planungvon Binärbäu-
menauf i Prozessorenfür denUDS-Fall undzeigen,dasssieim AllgemeinenNP-vollständigist
undfür vollständigeBinärbäumein polynomiellerZeit durchführbarist.

Auch für denFall, dassdie Prozessoranzahlbegrenztist, wurdenHeuristiken und Appro-
ximationsalgorithmen vorgestellt. Die meistenbasierenauf einemlistenbasiertenAnsatz(engl.
list scheduling). Ein listenbasierterPlanungsalgorithmus führt wiederholtfolgendeSchritteaus.
(1) Alle ausführbarenAufgabenwerdengemäßeinergeeignetgewähltenPriorität in eineWar-
teschlangeeingefügt. Eine Aufgabeist ausführbar, sobaldalle Vorgängeraufgabenabgearbeitet
sind. (2) Für die ersteAufgabein der Warteschlangewird ein geeigneterProzessorbestimmt.
Normalerweiseist dieseseinProzessor, derdieAufgabeamfrühestensberechnenkann.

Einer der effizientestenPlanungsalgorithmen ist der listenbasierteETF-Algorithmus (engl.
earliesttaskfirst) [74]. ETFgewährleistetfür denMakespanÿ max Q ì i._ `b í 'ÿ �max ^)(	*�'
wobei

'ÿ��max derminimaleMakespanunterVernachlässigungderKommunikationskostenund (	*
die LängedeskritischenPfadesist. Boeresu.a. zeigen,dassder ETF-Algorithmus den Dia-
mantenin diagonalvon obenlinks nachuntenrechtsverlaufendeStreifeneinteilt, die jeweils
denProzessorenzugewiesenwerden.DiesesentsprichtdemPipelining-Ansatz (b) in Abbildung
3.1.3.Die Autorenzeigenferner, dassdieseAufteilungoptimalist, wennalleKnotendie gleiche
Berechnungszeitc habenunddieKommunikationszeitenhöchstenssogroßwie c sind[11].

Lewandowsky u.a. vergleichendenPipelining-Ansatz mit demDiagonalverfahren, bei dem
derGraphin waagerechteStreifeneingeteiltwird [94]. JederProzessorbearbeitetetwa `eÝab der
EinträgejedesStreifens(vgl. Abbildung 3.1.3(c)). Nach jedemStreifensynchronisierensich
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die Prozessoren.Die AutorenanalysierenbeideAnsätzefür Systememit gemeinsamenSpeicher
unterderAnnahmevonexponentiellverteiltenBearbeitungszeiten.SiekommenzudemErgebnis,
dasswegenUnbalanciertheitenin jederSynchronisationsphase dasDiagonalverfahrenschlechter
alsderPipelining-Ansatzist.

KarypisundKumarstellenfür die umgekehrtePyramidedaszyklischeSchachbrettmapping
vor [82]. Es teilt denGraphenin Zonenmit jeweils b Knotenauf undweist jeweils jedemPro-
zessoreinenKnotenausjederZonezu (Abbildung 3.1.3(a)). Die Autorenzeigenam Beispiel
einesauf dynamischerProgrammierungberuhendenAlgorithmusfür die Bestimmungeinerop-
timalenKlammerungeinesMatrixprodukts,dassdurchVergrößerungderEingabejedeEffizienz
erreichtwerdenkann.Kumaru.a.kommenallerdingsin [89] zu demfalschenErgebnis,dassdie
Isoeffizienzfunktion dieserAnwendungvon b s,+ ´ dominiertwird (Abschnitt12.4.2).In Abschnitt
3.2zeigenwir, dasssiein diesemFall sogarbRv dominiert.

In Abschnitt3.3.1stellenwir dasPie-MappingVerfahrenvor, dasmit demDiagonalverfah-
renvergleichbarist, jedochkeineglobaleSynchronisationen benötigt.Fernerwerdendie ersten
beidenin Abbildung 3.1.3dargestelltenAnsätzegenaueranalysiertund mit demPie-Mapping
Verfahrenverglichen.

3.1.2. Planungsverfahren mit Aufgabenduplizierung. Betrachtenwir wiederzunächstdie
Komplexität für denFall einerunbegrenztenProzessoranzahl.Für allgemeineGraphenzeigen
PapadimitriouundYannakakis,dassbereitsim UDS-Fall dasPlanungsproblemNP-vollständigist
[106]. FernergebensieeinenApproximationsalgorithmus mit Approximationsfaktor i an.Colin
und Crétiennezeigen,dassdasProblemim SCT-Fall allerdingsin P liegt [25]. Fernergeben
Jungu.a. für konstanteLatenzzeiten(CDS) einenPolynomialzeitalgorithmus an [80]. Jakoby
und Reischukzeigen,dassdasPlanungsproblemim Fall CDSP-vollständigist [76]. Dieselben
Autorenzeigenin [75], dassesim UDS-Fall für BinärbäumeNP-vollständigist, für vollständige
Bäumeallerdingsnochin P liegt. DasPlanungsproblemist jedochauchfür vollständigeBäume
NP-vollständig,wennbeliebigeLatenzzeitenzulässigsind[75].

Papadimitriouund Ullman betrachtendie Planungdes W�Â�W -Diamantenfür denCDS-Fall
[105]. Siezeigenfür die paralleleBerechnungszeit x unddie AnzahlderKommunikationsvor-
gängeÿ , dassfür jedenPlandieBeziehung$�ÿU^JWr+¨x.- W�v gilt. Weiterhinzeigensiefür dieAn-
zahl � derKommunikationsoperationenaufdemkritischenPfaddieBeziehung$��T^�`a+¨x.-TW � .

Die Beschränkungder Prozessoranzahl führt dazu,dassdasPlanungsproblembereitsdann
NP-vollständigist, wennalle Latenzzeiten\ sind[61]. Esgibt dahereineReihevon Arbeiten,in
denenheuristischePlanungsalgorithmen(für beliebigeLatenzzeiten)vorgestelltwerden.Parku.a.
stellenin [57] die listenbasiertePlanungsheuristikDFRN(DuplicationFirstReductionNext) vor.
Ein experimentellerVergleich mit anderen,teilweiseohneDuplikation arbeitendenVerfahren,
zeigt,dassDFRN effizientePläneberechnetunddassdie Verfahrenmit Duplikationdenenohne
Duplikationüberlegensind[58]. Der ersteApproximationsalgorithmuswurde1997von Munier
undHahnenvorgestellt[102]. Die Autorenzeigen,dassderApproximationsfaktor durch ir_�`eÝab
beschränktist unddassdieseSchranke scharfist.

3.2. Untere Schranken für die Isoeffizienzvon Berechnungender Pyramide

In diesemAbschnittbetrachtenwir die Skalierbarkeit von Anwendungen,derenAufgaben-
grapheinePyramideodereineumgekehrtePyramideist. Zunächstwollen wir dieseGraphen
genauerdefinieren.
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DEFINITION 3.2.1. Die Pyramideder Höhe W ist ein gerichteterazyklischerGraph
_Ã / ö �$�& ö ' _Ã F ö + , wobei & ö �� [$�XY'�Z[+¢¡A\uQTXY'kZh] WO' X�^ Zu]TWT¬ dieKnotenmengeund_Ã F ö �� [$Y$�XY'EZ[+3'O$�X�^ `A'kZ[+Y+I4�& ö ÂU& ö ¬I(½ [$Y$�XY'kZ[+3'=$�XY'kZR^ `a+Y+54�& ö ÂU& ö ¬

dieKantenmengeist. Die KnotenaufEbenep sindalle Knoten $�XY'�Z[+54�& mit X/^ Zu�Tp .
DEFINITION 3.2.2. Essei

_Ã "��S$�&
' _Ã F�+ ein gerichteterGraph.Der umgekehrteGraph
0 _"��$�&
' 0 _F�+ von

_Ã " , ist derGraph,derdurchUmkehrenaller Kantenrichtungen in
_Ã " entsteht.

Die erstenbeidenin Abbildung3.1.1dargestelltenGraphensindsomit isomorphzu
_Ã / � be-

ziehungsweisezu
0 _/ � . Der Overheadder BerechnungeinesAufgabengraphenentstehtdurch

die Datenabhängigkeiten und durchKommunikationskosten. Um eineuntereSchranke für den
Overheadzuerhaltenreichtesaus,dieDatenabhängigkeitenzubetrachten.Wir betrachtensomit
folgendePläne.

DEFINITION 3.2.3. Essei "��!$�&
'/Fu+ eingerichteterazyklischerGraph.Die Berechnungs-
zeit einesKnoten 2T4!& sei gegebendurch NA$�2�+�4 RI ä . Ein gültiger Plan � � $fer'/c3+ für "
bestehtauseinerFunktione~��&ÅÃ  A`A'dtdtdt='3b°¬ undeinerFunktion c¢�/&ÅÃ RI ä1 , wobei e und c
die folgendenBedingungenerfüllen:

(1) Der GraphhateinenStartknoten,dasheißt,esgibt einenKnoten 2h4�& mit cd$�2�+ �T\ .
(2) Alle Datenabhängigkeiten $�2E'32.+ 4�F werdenberücksichtigt,also cd$�2�+r^*NA$�2�+5Q)cd$
2.+ .
(3) JederProzessorarbeitetimmernur aneinerAufgabe.Esgilt alsofür alle 2E'32�4�& mit2U��42 und eO$�2�+5��eO$
2.+ , dass» cd$�2�+3'/cd$�2�+r^)NA$�2�+�Ä�5}» cd$
2.+3'/cd$
2.+r^*NA$
2.+�Ä��6� .

Für denMakespangilt somit ÿ max �wËªêeë| dcd$�2�+ ^TNA$�2�+§¡r2*40&°¬ . Der Overheadist gegeben
durch x|{I�Tb�ÿ max _76 8­>A@ NA$�2�+ . Weiterhinerhaltenwir durchUmkehreneinesPlanesfür einen

Graphen
_Ã " einengültigenPlanfür seinenumgekehrtenGraphen.

LEMMA 3.2.4. Es sei
_Ã " � $�&
' _Ã F�+ ein gerichteterazyklischer Graph und �!� $fer'/c3+ ein

gültiger Planfür
_Ã " mit Makespanÿ max. Dannist derPlan � �!$fer' cY+ mit cd$�2�+
��ÿ max _�$Bcd$�2�+[^NA$�2�+Y+3'�2J4 & ein gültiger Plan für denumgekehrtenGraphenvon

_Ã " . Die Pläne � und � haben
denselbenOverheadundMakespan.

BEWEIS. DerBeweisfolgt direkt ausDefinition 3.2.3. Á
Somit ist also insbesonderejede untereSchranke für den Overheadder Berechnungeiner

PyramideaucheineuntereSchranke für denOverheadderBerechnungderentsprechendenum-
gekehrtenPyramide.

Um untereSchranken für die Isoeffizienzvon Berechnungenvon (umgekehrten) Pyramiden
zuerhalten,betrachtenwir die folgendendrei Fälle.

(1) JederKnotenhatdiegleicheBerechnungszeit.
(2) Die Berechnungszeiten steigenlinearvoneinerEbenezur nächsten.
(3) Die Berechnungszeiten sinkenlinearvoneinerEbenezurnächsten.

In allenFällenist dieEingabederBerechnungdieHöhederPyramide.Die Mengederzulässigen
Eingabenist somit NI .

Wir werdenzeigen,dassdie Isoeffizienzfunktionim erstenFall 8�9 undin denanderenbeiden
Fällen 8�: dominiert.Die untereSchranke im erstenFall lässtsichintuitiv wie folgt erklären.In
diesemFall ist derOverhead;�<>=
?A@38CB , derausdenDatenabhängigkeiten resultiert,quadratisch
von 8 abhängig.WennmannundieEffizienz DD�E3F#GIH�JLKNM�OQPRFSH�JLK�D�O konstanthaltenwill, somussdie
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sequentielleZeit ;C=
?A@�T#B ebenfalls quadratischin 8 ansteigen.Die Ergebnissein denanderen
beidenFällenlassensichaufähnlicheWeiseherleiten.Hier ist derOverheadkubischin 8 .

THEOREM 3.2.5. WennjederKnotendiegleicheBerechnungszeitU benötigt,danndominiert
die IsoeffizienzV"W>=
8CB derBerechnungvon(umgekehrten)Pyramiden8�9 .

BEWEIS. Um eine untereSchranke für den Overheadeiner Berechnungbei Eingabe ?YX
NI herzuleiten,reicht es wegen Lemma3.2.4, die Berechnungeiner Pyramideder Höhe ? zu
betrachten.DerKnoten =
Z�@[ZLB mussvonmindestenseinemProzessorberechnetwerden.Während
dieserZeit könnendie anderen8]\^T Prozessorenkeine Berechnungendurchführen,die ein
sequentiellerAlgorithmus durchführenwürde. Sie tragensomit =
8_\^T#BLU Zeiteinheitenzum
Overheadbei. Allgemeingilt, dassin EbenèAab8 höchstens̀[cdT Prozessorenbeschäftigtsind.
Folglich beträgtderin dieserZeit entstehendeOverhead=
84\d=N`3cdT#B,B	U Zeiteinheiten.Somitgilt
für denOverhead;�<#=
?A@38CB :;�<#=
?A@e8CB f gihkj H�JLK M�ONlSDm n o�p =
84\b=N`[cbT#B,B	Uq�r ; < =
?A@e8CB q]sut ?�8b\vJ9 \.J#w9yx U falls ?zad84\)TM�H�MSlSD�O9 U falls ?zfd84\)T t
Die sequentielleZeit ist gegebendurch ;C=
?A@3T#B q JSH�J#EAD�O9 U , und

(3.2.1) ; =
?A@e8CB r�q T8 =N;C=
?A@"T#B�c{; < =
?A@e8CB,B
ist eineuntereSchranke für die paralleleLaufzeit. Basierendauf dieserSchranke definierenwir
eineobereSchranke für dieEffizienz| =
?A@[8CB r�q ;C=
?A@�T#B8}; =
?A@[8CB q]s J#EAD9 M falls ?z~b8T#� t Tyc M�H�MSlSD�OJAH�J#EAD�O x falls ?z�b8 t
Wie manleicht sieht,ist

| =
?A@[8CB für festes8 monotonsteigendauf NI . Dahererfüllt
|

size-up
Bedingung.

Es sei V W =
8CB eineuntereSchranke für die Isoeffizienz gemäßTheorem2.2.3. Falls V W =
8CB
existiert,gibt eswegenTheorem2.2.5ein ?�X NI , sodass

(3.2.2) V W =
8CB q ;C=
?A@�T#B�f �Ty\ � ; < =
?A@[8CBUt
Wir unterscheidenzweiFälle.

FALL 1. � q D9 . In diesemFall folgt ausderUngleichung(3.2.2) ?)fv8.\bT . Einsetzenin
(3.2.2)ergibt V D�P 9 =
8CB	f 8d=
84\)T#B� U	�d8 9 t

FALL 2. �)�q D9 . Da wir dasasymptotischeVerhaltenvon V W =
8CB für 8�� � betrachten,
könnenwir von 8^� D9 W lSD ausgehen.In diesemFall gilt ?�fb8�\�T . Fallsnämlich ?zab8�\�T wäre,

hätte(3.2.2)die Form ;C=
?A@"T#Byf WDRl W t ?�8b\vJ9 \vJ w9 x U — eineUngleichung,die ?}f � � 8.\dT
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impliziert. Dieseswürdejedochwiederum8]~ D9 W lSD implizieren.Wegen ?�fv84\bT , folgt aus
Gleichung(3.2.2) V W =
8CB�f �Ty\ � 8d=
8b\dT#B� U��b8 9 t

WegenTheorem2.2.3gilt V"W>=
8CB	fdV W =
8CB undsomit V"W>=
8CB��d8 9 . �
THEOREM 3.2.6. Falls für jedeEbenè die Berechnungszeitdurch =N`Ac^T#BLU für ein U7��Z

gebebenist, danndominiertdie IsoeffizienzV"W>=
8CB derBerechnungvon(umgekehrten) Pyramiden8�: .
BEWEIS. AnalogzumBeweisvon Theorem3.2.5erhaltenwir für denOverhead;�<#=
?A@[8CB :

;�<#=
?A@38CB f gihkj H�JLK M�ONlSDm n o�p =
84\b=N`[cbT#B,BI=N`3cbT#BLUq�r ; < =
?A@e8CBq �� � t J#M9 \ J � \ J w9 c J w M9 \ J>�:yx U if ?z~b8t M3�� \ M � x U if ?z�b8 t

Die sequentielleBerechnungszeit ist ;C=
?A@3T#B q t J>�: c J w9 c J � x U . Essei ; =
?A@[8CB gemäß(3.2.1)

definiert. Da
|

die size-upBedingungerfüllt, gibt es,falls V W =
8CB existiert, ein ?bX NI , dasdie
Ungleichung(3.2.2)erfüllt. Wir betrachtenzunächstdenFall �)�q 9: und beschränken unsauf8^� D: W l 9 . Damit gilt ?z�b8 undUngleichung(3.2.2)impliziert, dass

(3.2.3) V W =
8CB�f �Ty\ �z� 8�:� \ 8 ��� U	�b8 : t
Falls � q 9 : , folgt ausUngleichung(3.2.2) ?zfd8 . Esgilt somitfür 8^�.T

V 9 P : =
8CB	f � 8�:� \ 8�>�S� U	�d8 : t
Da V"W>=
8CB	fdV W =
8CB , erhaltenwir V"W��d8�: . �

THEOREM 3.2.7. Falls für jedeEbenè dieBerechnungszeitdurch =
?	\�=N`ec�T#B,B�U für ein U	�bZ
gegebenist, danndominiertdie IsoeffizienzV"W>=
8CB derBerechnungvon(umgekehrten) Pyramiden8 : .
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ABBILDUNG 3.3.1. DurchdieGruppierungderKnoteneinerPyramidederHö-
he ? in KachelnentstehteineneuePyramidederHöhe ?3�[ab? .

BEWEIS. FürdenOverheaderhaltenwir;�<#=
?A@e8CB f gihkj H�JLK M�ONlSDm n o�p =
84\b=N`[cbT#B,BI=
?7\d=N`3cbT#B,BLUq �� � t J w M9 \.J#M9 cvJ� \vJ>�� x U falls ?z~b8t MAH�MSlSD�O9 ?�\ M3�� c M � x U falls ?z�b8� ; < =
?A@e8CBr�q �� � t J w M9 \ J#M9 c J � \ J>�� x U falls ?z~b8t M3�: \ M w9 c M � x U falls ?z�b8 t
Die sequentielleBerechnungszeitist in diesemFall ;C=
?A@"T#B q t J>�� \.J� x U . EsgiltV W =
8CB�f �� � WDRl W t M3�: \ M w9 c M � x U falls ���q D: und 8^� D: W lSDt M3�: \{8�9ic M � x U falls � q D: und 8^�4T t
Esist also V"W>=
8CB�fbV W =
8CB��b8�: . �

Wir könnennuneinigederin derEinleitungzudiesemKapitelerwähntenProblemebezüglich
ihrer Skalierbarkeit bewerten. So dominiert die Isoeffizienzfunktion für die Berechnungeiner
optimalenKlammerungeinesMatrixprodukts und dasFindeneiner optimalenTriangulierung
eineskonvexenPolygonswegenTheorem3.2.7 8�: , unddie Isoeffizienzfunktion derBerechnung
desvollständigenHorner-Schemas undeinesTaylor-ShiftsdominiertwegenTheorem3.2.5 8�9 1.

Im nächstenAbschnittwerdenwir Abbildungsverfahrenangeben,derenIsoeffizienzfunktion
kodominantmit 8�9 ist. Allerdings liegenbereitssehreinfacheAbbildungenin dieserKlasse,
so dassesnotwendigist, einegenauereAnalysedurchzuführen,um die Verfahrenbewertenzu
können.

3.3. Abbildungsverfahren

Wir wollen nundasProblembetrachten,einePyramidederHöhe ? auf 8 Prozessorenabzu-
bilden.Wir werdendavonausgehen,dassalleKnotenderPyramidediegleicheBerechnungszeitU
haben.EinegrundlegendeTechnikist dieGruppierungderKnotenzuKachelnwie esAbbildung

1DieseBehauptunggilt nur, wennwir von konstantenAdditions- und Multiplikationszeiten ausgehen,wie es
beispielsweisebeiderVerwendungvon Fließkomma-ArithmetikderFall ist.
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3.3.1zeigt. DurchdiesenVorgangerhaltenwir wiederumeinePyramidederHöhe ?3�iav? . Für
dieBerechnungszeit U � einerKachelin denEbenenZ�@dtdtdt>@e? � \ � gilt� ?? �R� 9 U	~)U � ~�� ?? �R� 9 U
undfür dieKachelnin derletztenZeilegiltT� � ?? �R� t � ?? �R� cdT x ~dU � ~ T� � ?? �R� t � ?? �R� cbT x t
Wir erhaltenalso,falls ? � einTeilervon ? ist, einePyramide,diebisaufdieKnotenin derletzten
EbenewiederumausKnotenmit gleicherRechenzeitbesteht.Die RechenzeitderKnotenin der
letztenEbeneist etwa halbsogroßwie diederanderenKnoten.

Ein naheliegenderAnsatzist, durchKachelungeinePyramideder Höhe 8 zu bilden,diese
in 8 vonobenlinks nachuntenrechtsverlaufendediagonaleStreifeneinzuteilenunddannjedem
ProzessoreinenStreifenzuzuweisen.Gehenwir einmaldavon aus,dass8 ein Teiler von ? ist.
DannbeträgtderOverheaddiesesAnsatzes;�<#=
?A@[8CB�f 8)=
84\dT#B� t ?8 x 9 U q =
84\dT#B�?�9� 8 U�t
Für großeWerte von 8 ist der Overheadalso ungefährso groß wie die sequentielleLaufzeit?�=
?�c{T#BLUe� � . Asymptotischbeträgtsomitdiemaximalemit diesemAnsatzerreichbareEffizienzD9 . Die Kachelungstechnik alleineermöglichtalsokeineeffizienteAbbildung. Allerdingsist sie
sehrnützlich,um die GranularitätderBerechnungzu erhöhen.Da der Ergebnisgraphebenfalls
einePyramideist, kannsiealsVorstufefür andereAbbildungsverfahrenbenutztwerden.

Wir werdenim Folgendenuntereund obereSchranken für die Dauereiner Pyramidenbe-
rechnungbetrachten,indemwir jeweils denkritischenPfadderRechnunguntersuchen.Der kri-
tischePfad ist eineKetteunnmittelbaraufeinanderfolgendervoneinanderabhängenderRechen-
undKommunikationsereignisse. DasersteEreignisdesPfadesbeginnt zumZeitpunkt Z , unddie
DauerdesletztenEreignissesbestimmtdie DauerderGesamtrechnung.Die SummederZeiten,
diedurchdieOperationenaufdemkritischenPfadbenötigtwerden,ist identischmit derGesamt-
dauerderBerechnung.

Wir leitenuntereSchrankenfür dieBerechnungszeither, indemwir eineuntereSchrankenfür
die Summeder Zeiten,die durchRechenoperationen ( ; calcB , Aufsetzzeiten( ; ovhd) und Latenz-
zeiten( ; lat) entstehen,herleiten.ObereSchranken für die Berechnungszeitenwerdenmit Hilfe
desfolgendenLemmashergeleitet.

LEMMA 3.3.1. Essei ;C=
 y@[¡L@38y@$UeB die Auswertungszeit einesAufgabengraphen mit Aufga-
benberechnungszeit U , Latenzzeit  undAufsetzzeit¡ . Danngilt;C=
 y@[¡L@38y@$UeB�~);C=
 y@[Z�@38y@[ZLB�c{;C=
Z�@[¡L@38y@[ZLBSc�;C=
Z�@[Z�@38y@$UeBUt
Für die BerechnungeinerPyramidederHöhe ? gilt zusätzlich;C=
 y@[¡L@38y@[ZLB	~.=
?�\dT#B�  t

BEWEIS. Angenommen,die Behauptungwürdenicht gelten. Nehmenwir außerdemnoch
an,derkritischePfadderBerechnungmit denParametern=
 y@3¡L@38y@�UeB enthaltemehrRechenope-
rationen,alsdervon =
Z�@3Z�@38y@$UeB . Da die Rechenoperationen im kritischenPfadvon =
 y@3¡L@[8y@$UeB
voneinanderabhängen,existiert dieseFolge ebenfalls in der Berechnungmit den Parametern=
Z�@3Z�@[8y@$UeB . Dasist ein Widerspruchzu der Annahme,dassder Pfad von =
Z�@3Z�@38y@$UeB weniger
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ABBILDUNG 3.3.2. Ein Aufgabengraph und ein Ablaufplan für drei
Prozessoren. Beispiele für kritische Pfade in diesem Ablauf sind=NÇ D @[È D @3É D @[È : @3É : @[ÊIË#B und =
Ê D @[Ê 9 @3Ê : @[É 9 @3É : @[ÊIË#B . Dagegenbestehtdie Ereig-
niskette =
Ê D @[Ê 9 @[Ê : @[Ç 9 @$Ç : @$ÇIË#B zwar ausaufeinanderfolgendenEreignissen,sie
ist aberkein kritischerPfad, da die EreignisseÊ : und Ç 9 nicht voneinanderab-
hängen.

Rechenoperationen enthält,alsdervon =
 y@[¡L@38y@$UeB . Auf analogeWeiseist einzusehen,dassder
Pfadvon =
 y@[¡L@38y@$UeB ebenfalls nichtmehrAufsetz-oderLatenzzeitenenthaltenkannalsdervon=
 y@3¡L@[8y@[ZLB bzw. von =
 y@[Z�@38y@[ZLB .

Die zweiteAussagefolgt ausder Tatsache,dassjederkritischePfad in einerPyramideaus
höchstens?�\)T Kommunikationenbesteht. �

3.3.1. Pipelining. Wir betrachtenPyramiden,derenHöhe ? einVielfachesderProzessoran-
zahl 8 ist. Essei È r�q ?S�#8 . Die PipeliningMethodeteilt diePyramidein È von obenlinks nach
untenrechtsverlaufendediagonaleZonenein. JedeZone bestehtaus 8 Streifen,wobei jeder
ProzessoreinenStreifenin jederZonebearbeitet.Es entstehtsomit die in Abbildung 3.1.3(b)
gezeigteAufteilung. JederProzessorverarbeitetÈ Streifen.

THEOREM 3.3.2. Essei È�X NI undessei ? q ÈA8 . Für denMakespan;C=
?A@[8CB einermit der
PipeliningMethodegeplantenBerechnungeinerPyramidederHöhe ? auf 8 Prozessorengilt;C=
?A@[8CB�f È	=
È	cbT#B� 8d=NUSc � ¡�Bi\d=
Èyc)ÈA8CB�¡ycb=
84\dT#B�  t

BEWEIS. Betrachtenwir zunächstProzessor0. Der Streifenvon ProzessorZ in Zone Ì�XÍ Z�@dtdtdt#@eÈÎ\bT�Ï bestehtaus =
ÈÎ\)ÌRB�8 Knoten. Für die BerechnungdieserKnotenwird somitdie
Zeit ; calc =
?A@[8CB qvÐ lSDm Ñ o�p =
È�\{ÌRB�8 q È	=
ÈycdT#B� 8zU
benötigt. Mit AusnahmedesStreifensin der erstenZonemussProzessorZ die Ergebnissevon
Prozessor8.\dT empfangen.Außerdemmusser mit AusnahmedesletztenKnotenseinesjeden
Streifensdie Ergebnissean ProzessorT weiterschicken. Insgesamterhaltenwir somit für den
Kommunikationsaufwand
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; ovhd =
?A@[8CB q È	=
ÈycdT#B�8�¡Î\�ÈA8�¡�\{ÈA¡ t
Schließlichberücksichtigenwir nochdie Wartezeiten,die bei derBearbeitungdesletztenStrei-
fensauftreten.Falls ProzessorZ denletztenStreifenzumZeitpunkt Ò beginnt, kannProzessorT
seinenletztenStreifenfrühestenszumZeitpunkt ÒSc � ¡$cC  beginnen.Wir erhaltenalsozusätzlich
mindestensdieWartezeitvon ; lat =
?A@38CB q =
84\dT#B� �t
Folglich ist ; calc =
?A@38CBLc�; ovhd =
?A@[8CBLc�; lat =
?A@[8CB eineuntereSchranke für dieBerechnungszeit
derPyramide. �

AusdieserLaufzeitschrankeergibt sichfür denOverhead,derdurchdiePipeliningAbbildung
verursachtwird,; o =
?A@[8CB�f T�7Ó ÈA8 9 \{ÈA8�ÔÎUSc Ó È 9 8 9 \{ÈA8�Ô�¡�c Ó 8 9 \�8�Ô� �t
Zu beachtensind hierbeivor allem zwei Eigenschaften.ErstensentstehtdurchWartezeitenam
Anfang jedesStreifensselbstohneKommunikationskosten bei dieserMethodeein Overhead,
der ÈA8 9 dominiert. Zweitensist der Overhead,der durchdie Kommunikationverursachtwird,
quadratischin derPyramidenhöhe.Trotzdemist die IsoeffizienzdesPipeliningVerfahrenskodo-
minantmit 8�9 .

THEOREM 3.3.3. Essei � Xb=�Z�@$Ue��=NUSc � ¡�B,B . Dann ist die Isoeffizienz V"W>=
8CB desPipelining
Verfahrensfür alle 8v�.T definiertundkodominantmit 8�9 .

BEWEIS. Esgilt ; lat =
?A@[8CB�~.=
?7\)T#B�  undsomitist;C=
?A@[8CB r�q T� � ?�9È c{? � USc � ?�9È c)? � ¡yc)?� 
eineobereSchranke für die paralleleLaufzeiteinermit PipelininggeplantenBerechnung.Hier-
durcherhaltenwir eineuntereSchranke für die Effizienzdurch| =
?A@[8CB r�q ;�=
?A@38CB8z;C=
?A@�T#B q =
?�cdT#BLU=
?�c)8CBLUSc � =
?�c{8CB�¡�c �  �8 t
Essei VLW#=
8CB dieIsoeffizienzfunktion bezüglich

|
. Die Funktion

|
ist monotonsteigendin ? und

somitgibt esfür jedeEffizienz � adÕ�Ö�× J#Ø�Ù | =
?A@[8CB q Ue��=NU3c � ¡�B ein ?zX NI mit
| =
?A@38CBif � .Da

|
die size-upBedingungerfüllt, gilt ;�=
?A@[8CB q VLW>=
8CB	fdV"W>=
8CB .

Die Ungleichung
| =
?A@38CB�f � ist äquivalentzu?zf�Ú�� 8d=NUSc � ¡�BAc � � 8{ }\}U� =NUAc � ¡�BA\�U Û q�r ? p t

Folglich gilt VLW>=
8CB q ;C=
? p @�T#B . Da ? p�Ü 8 und ;C=
?A@3T#B Ü ?�9 , folgt V"W>=
8CB�~ VLW>=
8CB�Ý]8�9 .
WegenTheorem3.2.5gilt V"W>=
8CB��d8 9 undsomitgilt insgesamtV"W>=
8CB Ü 8 9 . �
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Streifen

Á
Streifen Þ ¹

Streifen Þ ¹�ß�Á
Streifen Þ ¹�ß » ÆSà Á,Ä Þ ¹

Zone1

Zone3 Zone2

ABBILDUNG 3.3.3. ZS-MappingeinerPyramideder Höhe T>á auf â Prozesso-
ren. Die Knoten,die von ProzessorZ verarbeitetwerden,sindschwarz gekenn-
zeichnet.Die Zonenbeziehensichaufdie dick umrandetenGebiete.

3.3.2. ZyklischesSchachbrettmapping. DaszyklischeSchachbrettmapping (ZS-Mapping)
ist engmit dersystolischenProgrammierungverwandt.Esteilt diePyramidein Zellenmit jeweils8 Knotenauf. JederProzessorist jeweils für einenKnotenin jederZelle verantwortlich. Abbil-
dung3.3.3zeigtdie hierdurchentstehendeEinteilungin waagerechteStreifen. Die Prozessoren
bearbeitendieZellenstreifenweisejeweilsvon rechtsnachlinks.

THEOREM 3.3.4. Essei ÈL@[ã}X NI undessei ? q ÈA8 q ÈAã$9 . Für denMakespan;C=
?A@$8CB
einermit ZS-MappinggeplantenBerechnungeinerPyramidederHöhe ? auf 8 Prozessorengilt;C=
?A@$8CBäf T� t Ó È 9 cdT>ÔC8dc4=
ÈycdT#B[å 84\ � x =NUSc � ¡�BA\t 8bcb= � È�\dT#B[å 8bc � x ¡�c t 8bcdå 8b\dT x  �t

BEWEIS. Zunächstbetrachtenwir die Zeit, die benötigtwird, um alle Knoten unter Ver-
nachlässigungderKommunikationskostenzuberechnen.Bevor ProzessorZ denzweitenStreifen
beginnenkann,musszunächstdie BerechnungderZelle in Streifen T abgeschlossensein. Hier-
durchentstehtfür ProzessorZ eineWartezeitvon = å 8v\bT#BLU Zeiteinheiten.Da ProzessorZ im
zweitenStreifenzwei Knotenzu berechnenhat,verkürztsichdieseWartezeitbeimdrittenStrei-
fen auf = å 8.\ � BLU . Insgesamtwerdenalsofür die Berechnungdererstenå 8 Streifen(Zone1
in Abbildung3.3.3) 8}U Zeiteinheitenbenötigt.Bei derBearbeitungderKnotenin verbleibenden=
Èi\zT#B å 8 Streifen(Zonen2 und3) kommteszukeinenWartezeitenmehr. Wennwir zusätzlich
nochdieBearbeitungszeitderletztenZelle in Streifen È å 8 berücksichtigen,erhaltenwiræ

calc çNè3éLê�ë�ì
quíîîï 8ð#ñ"ò#ó

Zone D c{=
È�\dT#B[å 8bôLå 8ð ñ"ò ó
Zone 9 c =
È�\dT#B å 8 t =
È�\dT#B å 8dcbT x�ð ñ"ò ó

Zone : c�å 8b\dTð ñ"ò ó
letzteZelle

õ"öö÷ U
q T� t Ó È 9 cbT>Ô�8bc4=
ÈycdT#B å 84\ � x U�t
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Alle Knotenim InnernderPyramideerfordern
�

Empfangs-und
�

Sendeoperationen. Die Knoten
andenRändernbenötigendagegenwenigerEmpfangsoperationen. Im einzelnenerhaltenwir; ovhd =
?A@[8CB q � t Ó
È 9 cbT Ô 8bc4=
ÈycdT#B[å 84\ � x ¡Î\íîï 8ð#ñ"ò#ó

Zone D c Tð#ñ"ò#ó
Zelle D c � =
ÈÎ\dT#B å 8ð ñ"ò ó

Zonen 9 K : c å 84\dT	c �ð ñ"ò ó
letzteZelle

õ"ö÷ ¡ t
Durchdie LatenzzeitentstehenWartezeitenmindestensin Zone T undwährendderBerechnung
der letztenZelle. Also, ; lat =
?A@38CB q =
8Yc å 8]\YT#B�  t Schließlichergibt sich die untere
Schranke für ;C=
?A@[8CB alsSummederZeiten ; calc =
?A@[8CB , ; ovhd =
?A@[8CB und ; lat =
?A@[8CB . �

FürdengesamtenOverheaderhaltenwir; o =
?A@[8CBäf T� t =
ÈycdT#By8)å 8bc4=
8b\{È�\ � By8 x USct � È 9 8 9 c{øi8)å 8bc{8 9 \ � 8 x ¡yc t 8 9 c{8�å 84\{8 x  �t
Der Overhead,derbereitsohneBerücksichtigung derKommunikationskostenentsteht,ist kodo-
minantmit ÈA8 å 8vc48�9 und ist somit kleiner als der entsprechendeOverheadder Pipelining
Methode.Allerdingswächster ebensowie bei derPipeliningMethodemit wachsenderPyrami-
denhöhe.AndererseitssinddieKommunikationskostenvonZSMappinghöheralsbeiPipelining.
Insgesamtführt alsoZS-MappingnurbeigrobgranularenRechnungenzukürzerenBerechnungs-
zeitenalsPipelining.

3.3.3. Pie-Mapping. Die Skalierbarkeit derbeidenin denvorangegangenenAbschnittenbe-
schriebenenMethodenwird durchzwei Faktorenbeeinträchtigt.Zum einenerfordertdie Bear-
beitungjedesKnotensdasSendenoder dasEmpfangenvon Nachrichten. Hierdurchentsteht
ein Kommunikationsoverhead,der quadratischin der Pyramidenhöhe ist. Zum anderenist der
Overhead,derbereitsohneKommunikationskosten entsteht,bei beidenVerfahrenvon derPyra-
midenhöheabhängig.

DasPie-MappingVerfahrenteilt die Pyramidein zusammenhängende Zonenein,die jeweils
von einemProzessorbearbeitetwerden(vgl. Abbildung3.1.3(c)).Dadurchkönnendie meisten
Knotenberechnetwerden,ohneDatenempfangenoderversendenzumüssen.Desweiterenist der
OverheadohneKommunikationskostennurvon derProzessorzahlabhängig.

Wir nehmenwiederan, dassdie Pyramidenhöhedurchdie Prozessorzahlteilbar ist. Es ist
also ? q ÈA8 für ein È�X NI . Wir definierendurcheineLastmatrix, wievieleKnoteneinProzessor
jeweils in einerbestimmtenEbenebearbeitet.Mit Hilfe dieserLastmatrixist dasPie-Mapping
eindeutigdefiniert. Um einengültigenPlanfür die Pyramidezu erhalten,ist esnotwendig,die
ReihenfolgederKnotenauswertung innerhalbderZonenzu definieren.Hierfür werdenwir zwei
Reihenfolgenuntersuchen.Die erstesiehteineebenenweiseAbarbeitungunddie zweiteeinein
BlöckenorganisierteAbarbeitungvor. In beidenFällenwerdenwir zeigen,dassbei Vernachläs-
sigungderKommunikationskosten ein Prozessor, nachdemermit derBearbeitungseinerKnoten
begonnenhat, nicht mehrauf andereProzessorenwartenmuss,und dass,wenn È ungeradeist,
alle Prozessorenzur gleichenZeit fertig werden.Eswird sichallerdingsherausstellen,dassbei
Berücksichtigung derKommunikationskostendieBlockreihenfolgeeffizienterist.

Wir benutzeneineLastmatrix  �=
8y@[È�B für die Beschreibung derZonenaufteilungderAbbil-
dungeinerPyramidederHöhe ÈA8 auf 8 Prozessoren.Der Eintrag `Nù K Ñ definiertdie Anzahlder
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ABBILDUNG 3.3.4. Beispieleeiner Last- und einer Akkumulationsmatrix für
denFall 8 q � @3È q ø . Die Akkumulationsmatrix beziehtsichauf die ebenen-
weiseAbarbeitungderKnoten.

Knoten,dieProzessor8b\�ã�\)T in derEbeneÌ bearbeitet.In Abbildung3.3.4ist dieLastmatrix �= � @3øLB dargestellt.Der VerlaufderdiagonalenLinien legt eineDefinition derMatrix mittelsder
folgendenMatrizennahe.

DEFINITION 3.3.5. Es sei ã eine natürlicheZahl. Dann sind die Matrizen ú M$K ù�@3û M$K ùbX
NI M�ü�M wie folgt definiert. Die Einträgeder Matrix ú M$K ù sind gleich ã auf und oberhalb der
Diagonalenund ã�\4T sonst.Die EinträgederMatrix û M$K ù sindgleich ã unterhalbundauf der
Gegendiagonalen und ãC\dT sonst.

BezüglichderMatrix  �= � @3øLB gilt also �= � @3øLB q =�ú�Ë KkD ûAË K 9 ú�Ë K : B�t
Allgemeindefinierenwir dieMatrix  �=
8y@[È�B wie folgt.

DEFINITION 3.3.6. Essei 8y@[È�X NI . Die Lastmatrix  �=
8y@[È�B q =N`Nù K Ñ B ã q Z�@dtdtdt#@e84\)TÌ q Z�@dtdtdt>@eÈ#84\)T
ist definiertdurch �=
8y@[È�B q]ý =Rú M$KkD û M$K 9 ú M$K : û M$K Ë�ô"ô"ô3ú M$K Ð B falls È ungerade@=�ú M$KkD û M$K 9 ú M$K : û M$K Ë�ô"ô"ô�û M$K Ð B falls È geradet

AusderKonstruktionderLastmatrixfolgt unmittelbardie folgendeEigenschaft.

LEMMA 3.3.7. Essei  �=
8y@eÈ�B q =N`Nù K Ñ B eineLastmatrix.Danngilt für Z7~vÌ�avÈ#8.\ � undZC~bã�ab84\)T dieBeziehung `Nù EAD,K Ñ ~)`Nù K Ñ E 9 t
BEWEIS. PerKonstruktiongilt die Beziehung̀Nù EAD,K Ñ ~v`Nù K Ñ EAD . Damit folgt die Behauptung

aus̀Nù K Ñ EAD ~)`Nù K Ñ E 9 . �
Im Folgendenbezeichnenwir die Ebenen=
Ì�\.T#B�8y@dtdtdt>@eÌL8^\.T als PhaseÌ . Die Ebenen

innerhalbeinerPhasebezeichnenwir alsStufen. Somitist die Ebene=
Ì�\dT#B�8bc}þ die þ -te Stufe
in PhaseÌ .

DEFINITION 3.3.8. Es sei 8y@[È��ÿZ und essei  �=
8y@[È�B q =N`Nù Ñ B die Lastmatrix. DasPie-
Mapping für 8 und È bildet denKnoten =
É>@[Ê>B auf denProzessor8Y\bã�\vT ab, wobei ã die
kleinsteganzeZahl ist mit É�a�� ù� o�pÎ` � K �RE�� .

Um auf der BasisdesPie-Mappingszu einemvollständigenPlanzu gelangen,ist nochdie
Abarbeitungsreihenfolge festzulegen. Wir betrachtenzunächsteine einfacheebenenweiseBe-
rechnung.
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ABBILDUNG 3.3.5. Pie-Mappingmit Ebenenplanungfür
�

ProzessorenundÈ q ø . Die Abbildung zeigt die Abhängigkeiten zwischenden Knotensowie
dasMappingderKnotenauf die Prozessoren.Ebenfalls angegebensinddie Be-
rechnungszeitendereinzelnenKnotenfür denFall   q ¡ q Z und U q T . Die
Anzahl der Knoten,die Prozessorã in EbeneÌ abarbeitet,sind durchdenEin-
trag ` MSl ù lSD,K Ñ in der Lastmatrix  �= � @3øLB gegeben.Die Zeit, zu der Prozessorã
die EbeneÌ beendet,ist durchdenEintrag � MSl ù lSD,K Ñ der Akkumulationsmatrix� = � @3øLB gegeben(Lemma3.3.11).

3.3.4. Ebenenplanung. Bei der Ebenenplanungwerdendie KnoteneinerZoneEbenefür
Ebenevon rechtsnachlinks berechnet.Abbildung3.3.5zeigt die Berechnungszeiten, die beim
Pie-Mappingmit Ebenenplanungfür

�
Prozessorenund È q ø entstehen.Um die Blockierungs-

freiheit zuuntersuchen,definierenwir die Akkumulationsmatrix.

DEFINITION 3.3.9. Essei 8y@[È��vZ undessei  �=
8y@[È�B die Lastmatrix.Die Akkumulations-
matrix

� =
8y@[È�B ist definiertdurch

� =
8y@[È�B q =��$ù K Ñ B ã q Z�@dtdtdt#@e84\)TÌ q Z�@dtdtdt>@eÈ#84\)T @ wobei �$ù K Ñ q
Ñm
� o�p ×
	���=RT�@[`Nù K � B�t

Abbildung3.3.4zeigtdieAkkumulationsmatrix für denFall 8 q � @3È q ø . Die Akkumulations-
matrixhatdie folgendeEigenschaft.

LEMMA 3.3.10. Essei  �=
8y@eÈ�B q =N`Nù K Ñ B eineLastmatrixund
� =
8y@eÈ�B q =��$ù K Ñ B diezugehörige

Akkumulationsmatrix. Danngeltenfür ZC~bã�ab8b\dT dieBeziehungen

(1) �$ù lSD,K Ñ a
�$ù K Ñ cdT für Z�~dÌi~bÈ#8b\dT und ZCabã�~b84\)T ,
(2) �$ù EAD,K Ñ lSD cbT�a
�$ù K Ñ EAD für ZCabÌiadÈ#8b\dT und Z�~dã7ad84\)T .

BEWEIS. (1) Wir könnenohneEinschränkungdavon ausgehen,dassÈ ungeradeist. Falls È
geradeist, benutzenwir dieAussagedesLemmasfür denFall È	cbT .

Es sei Z4a&ã^~ 8Y\^T . Wir beweisendie Aussagedurch Induktion. Sie ist richtig fürZ�~bÌ�~484\dT . Esseinunfür ein ungerades̀ mit T�~b`�abÈ bewiesen,dassdie BehauptungfürZC~bÌi~d`
8b\{T richtig ist. Nunbetrachtenwir dieMatrix =�û M$K n EAD ú M$K n E 9 B . Die Zeilen ã�\)T undã dieserMatrix habendieFormô"ô"ôä` ` `[cbT ô"ô"ôä`[cbT `[c � `[c � ô"ô"ôô"ô"ôä`�`[cbT `[cbT ô"ô"ôä`[cbT `[cbT `[c � ô"ô"ô t
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Da die Einträge�$ù lSD,K Ñ und �$ù K Ñ durchSummierungderEinträgein diesenZeilenvon links nach
rechtsentstehen,gilt für `
84\)T�~dÌi~v=N`3c � B�84\dT dieBeziehung�$ù lSD,K Ñ ~
�$ù K Ñ .

(2) WegenderKonstruktionderAkkumulationsmatrix gilt die zweiteBehauptungfür Ì q T .
Esgeltenun �$ù EAD,K Ñ lSD cbT�a
�$ù K Ñ EAD für ein Ìif4T . Dannfolgt wegenLemma3.3.7,

�$ù EAD,K Ñ cbT q �$ù EAD,K Ñ lSD c�`Nù EAD,K Ñ cdT�a
�$ù K Ñ EAD c�`Nù EAD,K Ñ ~��$ù K Ñ EAD c{`Nù K Ñ E 9 q �$ù K Ñ E 9 t �
LEMMA 3.3.11. Eine Pyramideder Höhe ÈA8 werde durch Ebenenplanungauf 8 Prozes-

soren abgebildet. Es sei
� =
8y@[È�B q =��$ù K Ñ B die Akkumulationsmatrix. Wenn alle Knotendie

Berechnungszeit T habenund die Kommunikationskosten vernachlässigtwerden, dannbeendet
Prozessorã die Ebene Ì zumZeitpunkt � MSl ù lSD,K Ñ . Insbesondere beendenalle Prozessoren die
letzteEbenezumZeitpunkt=,=
È#9�cdT#BR8dc{È�\)T#B,� � wenn È ungeradeist. Wenn È geradeist, dann
endetdieBerechnungzumZeitpunkt =,=
È#9ic � BR8bc)Èy\ � B,� � .

BEWEIS. Der Beweis erfolgt durch Induktion bezüglichder Pyramidenebene.Da in den
ersten8 Ebenenpro Ebeneein weitererProzessorbenutztwird, verläuft die Berechnungin der
erstenPhaseblockierungsfreiund die AussagedesLemmasgilt. Es sei die Behauptungdes
Lemmasfür ein ÌC��Z und Z{~�ãb~�8^\.T gezeigt. Es sei ã mit Z)~ÿãb~�8 beliebigaber
fest. Weiterhinsei =��3@[Ç>B ein Knoten in EbeneÌicvT , der von Prozessor8^\bã7\.T berechnet
wird. Der KnotenbenötigtDatenvon denKnoten =���\4T�@$Ç>B und =��3@$Ç�\bT#B (falls dieseKnoten
existieren).Wir betrachtenzunächstdenKnoten =��C\dT�@[Ç>B . Eskannnur dannzuVerzögerungen
kommen,wenndieserKnotenvon Prozessor8v\dã�\ � berechnetwird. In diesemFall ist der
Knoten =��3@[Ç>B derletzteKnoten,denProzessor84\�ã�\)T in EbeneÌ3cbT berechnenmuss.Nach
Induktionsvoraussetzung ist derKnoten =���\zT�@[Ç>B zumZeitpunkt �$ù EAD,K Ñ lSD c}T berechnet.Wegen
Lemma3.3.10(2)gilt �$ù EAD,K Ñ lSD c4T�a��$ù K Ñ EAD , undfolglich kanndie Berechnungvon =��3@$Ç>B zum
gefordertenZeitpunkt �$ù K Ñ EAD abgeschlossenwerden.

Falls der Knoten =��3@$ÇÎ\.T#B nicht von Prozessor8v\dã�\4T , sondernvon Prozessor8^\dã
bearbeitetwird, dannist derKnoten =��3@$Ç>B derersteKnoten,dervonProzessor8�\�ãi\�T in EbeneÌ3cbT zuberechnenist. Der Prozessor84\�ã berechnetdenKnoten =��3@$Çy\)T#B alsletztenKnoten
in EbeneÌ nachVoraussetzungzumZeitpunkt �$ù lSD,K Ñ . WeiterhinbeendetProzessor8)\�ãÎ\}T die
EbeneÌ zumZeitpunkt �$ù K Ñ . DanachLemma3.3.10(1)�$ù lSD,K Ñ a��$ù K Ñ c{T gilt, kannderProzessor84\�ãC\dT dieEbeneÌ3cbT ohneVerzögerungbeginnen.

DadieZeitpunkte,zudenendieBerechnungderEbenenin deneinzelnenZonenabgeschlos-
senist, durchdie Akkumulationsmatrix gegebensind,ist schließlichdie Gesamtberechnungszeit
gleichdemEintrag � MSlSD,K Ð MSlSD . �

Wir erhaltensomitfür denOverheadbeiVernachlässigungderKommunikationskosten; o =
?A@[8CB q]ý M w l3M9 U falls È ungerade=
8 9 \�8CBLU falls È geradet
In beidenFällenist derOverheadnicht von derPyramidenhöheabhängig.Abbildung3.3.6

zeigteinAusführungsprofil einerBerechnungeinerPyramidederHöhe á�Z�Z�Z auf T � Prozessoren.
Mit Hilfe der Kachelungstechnik wurdezunächsteinePyramideder Höhe

� á ( È q ø ) erzeugt.
In PhaseT beginnendie Prozessorennacheinandermit der Rechnung.In denPhasenÌ q � @3ø
berechnendie Prozessorenbis zu Ì Knotenpro Ebene.Deutlichist zuerkennen,dassdie Prozes-
sorenin derTat die ungeradenPhasen(nahezu)gleichzeitigbeenden.In diesemBeispielhatder
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ABBILDUNG 3.3.6. Pie-Mappingmit EbenenplanungeinerPyramidederHöhe� á . In demAusführungsprofilist aufderx-AchsedieZeit aufgetragen.Die waa-
gerechtenStreifenzeigendie AktivitätenderProzessoren.Die weißenFlächen
repräsentierenWartezeiten.Die Abkürzungenin derLegendestehenfür “gerade
Phase,geradeSpalte”,“geradePhase,ungeradeSpalte”undsoweiter, wobeidie
SpalteeinesKnotens =
Ì,@�þLB geradedruch þ gegebenist. Die Messungenwurde
auf demParsytecCCdurchgeführt.

Kommunikationsoverhead kaumEinflussauf die paralleleRechenzeit.Diesesändertsich,wenn
dieHöhederAusgangspyramidekleinerist undsomitdieBerechnungfeingranularerwird.

Im Folgendenwollen wir denOverhead,derdurchdie Kommunikationskostenentsteht,ge-
naueruntersuchen.Hierfür betrachtenwir denFall, in demdie Latenzzeitunddie Berechnungs-
zeit Z sind. Der einzigeAufwandentstehtalsodurchdenKommunikationsoverhead. Abbildung
3.3.7zeigt die Berechnungszeiten für

�
Prozessorenund È q�� . Außerbei denbeidenäußeren

Prozessorensteigendie Berechnungszeiten amEndederdrittenPhasevon rechtsnachlinks um
jeweils einenZeitschrittan. In denfolgendenPhasenkommtesbei denProzessorenT�@dtdtdtI84\ �
zukeinenweiterenWartezeitenmehr. DaderKommunikationsaufwand dieserProzessorengleich
ist, bleibt esbei diesemAnstieg derBerechnungszeiten am EndejederPhase.Eskommenalso
abeinschließlichPhase

�
pro Phase

� 8 Kommunikationsvorgängedazu.Insgesamterhaltenwir
für die Gesamtberechnungszeit ; ovhd =
?A@[8CB q = � ÈycdT#B�8.\)T .

Da für die Analyseinsbesonderedie BerechnungszeitenandenZonengrenzenvon Interesse
sind,führenwir die Bezeichnung̀ H ù OÑ K � für die BerechnungszeitdesKnotensanderlinkenGrenze
in derStufe þ q Z�@dtdtdt>@e8.\dT innerhalbderPhaseÌ q T�@dtdtdt>@eÈ von Prozessorã q Z�@dtdtdt>@e8.\dT
ein. Entsprechendbezeichnenwir mit É H ù OÑ K � die Berechnungszeitenan der rechtenGrenzevon
Prozessorã . Abbildung3.3.8verdeutlichtdiesesIndexierungsschema. Die Zeitenin derPhaseT
werdenmit demSchemafür ungeradesÌ bezeichnet,allerdingssindhier die Zeiten ` H ù OD,K � und É H ù OD,K �für Z�~{þ�~b8b\{ãC\ � undefiniert.

LEMMA 3.3.12. EinePyramideder Höhe øi8 werdedurch Ebenenplanungauf 8_f.ø Pro-
zessoren abgebildet. Wenndie Berechnungszeitsowiedie Latenzzeitvernachlässigtwerdenund
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ABBILDUNG 3.3.7. Berechnungszeitenbei Ebenenplanungfür denFall 8 q� @3È qü� @[  q U q Z und ¡ q T . Der graueStreifenzeigt den Verlauf des
kritischenPfades. Ab einschließlichPhase

�
entstehendurch den Kommuni-

kationsoverhead nur nochWartezeitenbei denbeidenäußerenProzessoren,die
jedochnicht aufdemkritischenPfadliegen.
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ABBILDUNG 3.3.8. Die Berechnungszeiten an den Kantenwerdendurch die
Werte ` H ù OÑ K � und É H ù OÑ K � für ÌiX Í T�@dtdtdt>@eÈLÏ�@$þ#@eã7X Í Z�@dtdtdt#@e84\)T�Ï dargestellt.

derKommunikationsoverhead ¡ q T ist, danngilt

` H ù O: K MSlSD q É H ù O: K MSlSD q �� � � 84\ � falls ã q Z� 84\{ãC\ � falls ZCabã�ab8b\dT� 84\ � falls ã q 8b\dT)t
BEWEIS. Phase1: In dieserPhasegilt stets̀ H ù OD,K � q É H ù OD,K � . Prozessor8b\dT versendetwährend

dieserPhase8 Botschaften.Es gilt daher ` H�MSlSD�OD,K MSlSD q 8 . JederProzessorãbX Í Z�@������#@e8^\ � Ï
beginnt seineRechnungnach 8.\)ã�\dT Sende-und 8.\)ã�\ � Empfangsoperationen. Danach
führt jederProzessorã7X Í T�@������#@e8{\ � Ï in dieserPhaseã�c�T Sende-undEmpfangsoperationen

aus,d.h. ` H ù OD,K MSlSD q � =
8]\4ã[By\4ø�c � =
ã�c^T#B q � 8]\vT . ProzessorZ führt lediglich eine
Empfangsoperationaus.Insgesamt,

` H ù OD,K MSlSD q É H ù OD,K MSlSD q �� � 84\dT falls ã q Z� 84\dT falls ZCabã�ab84\)T� 84\ � falls ã q 84\)T��
Phase2: JederProzessorã.X Í T�@������#@e8Y\ � Ï berechnetzunächstdie ersten ã�\vT Kno-

ten in denendie ZonenbreitegenaueinenKnotenumfasst. Da für jedenKnotengesendetund
empfangenwerdenmuss,gilt ` H ù O9 K ù l 9 q ` H ù OD,K MSlSD c � =
ã�\4T#B . Betrachtenwir nuneinenProzessorã�X�T�@������>@e8{\7ø . FürdenEintragin Stufe ã�\zT ist lediglicheineEmpfangsoperation nötig. Pro-
zessorã wäredeshalbzumZeitpunkt ` H ù O9 K ù lSD q � =
8bc{ã[B�\ � bereit,denrechtenEintragin Stufeã zuberechnen.Hierfür wird dasErgebnisderStufe ã�\)T vonProzessorãCcdT benötigt.Dieses
ist jedocherstzumZeitpunkt ` H ù EAD�O9 K ù lSD q � =
84c{ã[BS\dT versendetworden.Prozessorã beendetdie

BearbeitungdesKnotensin Stufe ã somitzumZeitpunkt ` H ù O9 K ù q � =
8.cdã[BAc4T . In Stufe ã fällt
nocheineSendeoperationundin denverbleibenden84\{ãC\dT Stufenfallenjeweils eineSende-
undeineEmpfangsoperation an,also ` H ù O9 K MSlSD q � =
8bc{ã[B�c � c � =
84\�ãC\)T#B q � 8 . Wennwir
außerdemdie Wartezeitvon ProzessorZ in Stufe Z unddie von Prozessor8.\dT in Stufe 8.\bT
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berücksichtigen,erhaltenwir

` H ù O9 K MSlSD q É H ù O9 K MSlSD cbT q ���� ���
øi8 falls ã q Z� 8 falls ZCabã�ab84\ �� 84\dT falls ã q 84\ �� 84\{ø falls ã q 84\)T��

Phase3: Ähnlich wie in Phase
�

kommt esauchin dieserPhasezu Wartezeiten,wennsich
die Zonenverbreitern.Allerdingsnehmendie Wartezeitenin Phaseø mit abnehmendemProzes-
sorindex zu. Sei ã�X Í T�@������>@e8z\�ø�Ï . DannbeträgtdieWartezeitvonProzessorã genau8z\�ã�\�ø
Zeiteinheiten.Zusammenmit denerforderlichen

� 8v\bT Kommunikationsoperationenerhalten
wir die Berechnungszeit ` H ù O: K MSlSD q � 8.cb8^\dã�\dø�c � 8v\4T q � 8v\dã�\ � . Insbesondere

gilt für die Stufe 8Y\ � von ProzessorT somit ` HQD�O: K MSl 9 q � 8Y\ � . ProzessorZ beendetseine

Rechnung,nachdemer dasErgebnisdieserStufeempfangenhat, d.h. ` H p O: K MSlSD q � 8^\ � . Bei

Prozessor8v\ � kommt eszu keinenWartezeiten,also ` H p O: K MSlSD q � 8v\ � . Schließlicherhalten
wir für Prozessor8v\bT durchBerücksichtigungderWartezeitin dererstenStufevon Phaseø ,` H p O: K MSlSD q�� 84\ � . �

LEMMA 3.3.13. EinePyramideder Höhe ? q ÈA8 mit È�fYø werde durch Ebenenplanung
auf 8^f � Prozessorenabgebildet.WenndieBerechnungszeitsowiedieLatenzzeitvernachlässigt
werden und der Kommunikationsoverhead ¡ q T ist, dann ist die Berechnungsdauer gegeben
durch ;C=
?A@[8CB q]ý øiÈ�\)T falls 8 q �= � ÈycdT#B�8.\ � falls 8^fdø ~.= � È�cdT#B�84\ � �

BEWEIS. Wir betrachtenzunächstdenFall 8 q �
. In diesemFall bestehtjedePhaseaus

zwei Stufen. Mit Ausnahmeder erstenPhaseerfordertdie ersteStufe von einemder beiden
Prozessoren(ProzessorA) eineEmpfangsoperation. Desweiterenist in jedemFall eineSende-
operationnotwendig.Die zweiteStufeerfordertjeweils von demanderenProzessor(Prozessor
B) eineEmpfangsoperation. FallsweiterePhasenfolgen,kannProzessorA gleichzeitigeineSen-
deoperationdurchführen.Insgesamttragenalsoin der erstenPhasezwei und in allen weiteren
Phasendrei KommunikationsoperationenzurLaufzeitbei.

FürdenFall 8v� � erfolgtderBeweisdurchInduktionnachÈ . Für È q ø ist dieBehauptung
wegen Lemma3.3.12richtig, da ;C=
?A@[8CB q � 8Y\ �)q = � ô$ø�c^T#B�8Y\ � . Es sei nun ãvXÍ T�@������#@e8b\ � Ï und È��bø .

FALL 1. È gerade.Da ` H ù OÐ lSD,K MSlSD �.` H ù EAD�OÐ lSD,K MSlSD , kommt esanderrechtenGrenzein denStufenZ�@������>@eã zu keinenWartezeitenbei Prozessorã . Bevor Prozessorã denlinkenEintragauf Stufeã berechnet,hater
�

KommunikationsoperationenmehrdurchgeführtalsProzessorã�\dT in den
Stufen Z�@������>@eã�\dT . Dahergilt É H ù OÐ K ù �d` H ù lSD�OÐ K ù lSD . Der linke Knotenin Stufe ã von Prozessorã kann
alsoohneWartezeitberechnetwerden.In denStufen ãCcbT�@������>@e84\dT führendieProzessorenã
und ãC\)T diegleicheAnzahlanKommunikationen aus.Eskommtalsoauchin diesenStufenzu
keinenWartezeitenmehr.

FALL 2. È ungerade.Wegen É H ù OÐ K p q ` H ù OÐ lSD,K MSlSD cbT��.É H ù lSD�OÐ lSD,K MSlSD könnendie ersten8.\{ã�\bT
StufenohneWartezeitenvon Prozessorã berechnetwerden. Am Endevon Stufe 8]\4ã�\ �
gilt ` H ù OÐ K MSl ù l 9 o ` H ù EAD�OÐ K MSl ù l 9 . Somit kann die Stufe 8Y\4ã�\vT ebenfalls ohneWartezeitberechnet
werden.Daderlinke KnotenvondieserStufeeineSende-undeineEmpfangsoperation erfordert,
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vergrößertsich der Zeitunterschiedan der rechtenGrenzeum eineweitereZeiteinheit,so dass
auchaufdenrestlichenStufenkeineWartezeitenmehrentstehen.

Somitist gezeigt,dassesbeidenProzessorenT�@������>@e8b\ � zukeinenWartezeitenin PhaseÈ
kommt.DaProzessorT die ø�� Phasealsletzterbeendet,beendeter folglich die folgendenPhasen
als letzter. Er beendetbei der BerechnungeinerPyramideder Tiefe È�\4T denletztenKnotens
in PhaseÈ�\.T nachI.V. zum Zeitpunkt = � È�\4T#B�8^\ � . Bei einerPyramideder Tiefe È endet
die BearbeitungdiesesKnotenseineZeiteinheitspäter, daeinezusätzlicheKommunikationzum
ProzessorZ , falls È geradeist, bzw. zumProzessor

�
, falls È ungeradeist, durchgeführtwird. Es

folgenweitere
� 8.\dT Kommunikationsoperationen, sodass;C=
?A@$8CB q = � ÈÎ\bT#B�8.\ � cbT�c� 84\dT q = � ÈycdT#B�8.\ � . �

THEOREM 3.3.14. Essei ÈL@[8vX NI mit È�fbø undessei ? q ÈA8 . Essei; calc =
?A@[8CB q]ý D9 Ó,=
È#9ic � B�8bc)Èy\ � Ô U falls È geradeD9 Ó =
È#9icbT#B�8bc)Èy\dT>Ô�U falls È ungerade�
Für denMakespan;C=
?A@$8CB einer mit Pie-Mappingund EbenenplanungorganisiertenBerech-
nungeinerPyramideder Höhe ? auf 8 Prozessorengilt; calc =
?A@[8CB�c4=
ÈA8b\dT#B�¡�c4=
84\)T#B� ~ ;C=
?A@[8CBÿ~; calc =
?A@[8CB�cb=e= � ÈycdT#B�8.\ � By¡yc4=
ÈA84\)T#B� ��

BEWEIS. DieuntereSchranke folgt ausderTatsache,dassjederProzessormindestensÈA8�\�T
Kommunikationsoperationen durchführtund dassmindestensdie Latenzzeitenin denersten8
Stufenentstehen.Die obereSchranke folgt ausdenLemmata3.3.1und3.3.13. �

FürdenOverheaderhaltenwir beiungerademÈ; o =
?A@[8CB�~ T� Ó
8 9 \{8 Ô USc^Ó>Ó,= � ÈycbT#B�8 9 \ � 8 Ô>Ô ¡ycYÓ
È#8 9 \�8 Ô  ��
Durch die Ebenenplanungwird somit der EinflussdesKommunikationsoverheadsauf denGe-
samtoverheadum denFaktor È im VergleichzumPipelining-undZS-Mappingverringert. Eine
weitereEigenschaftdiesesVerfahrensist, dasssich die Anzahl der Knoten,die ein Prozessor
zwischenzwei Kommunikationen verarbeitenkann, in jederPhaseum einserhöht. Nachetwa 	�>U PhasenbeträgtderRechenaufwanddie GrößenordnungderLatenzzeit,sodasssiedurchdie
Rechnungverstecktwerdenkann.Die Grenze,abderdieLatenzzeitverstecktwerdenkann,kann
jedochnochverkleinertwerden,wennmandie AnzahlderKnoten,die zwischenzwei Kommu-
nikationsschritten berechnetwerden,erhöht.Beispielsweisekönnenwir die Abarbeitungsreihen-
folge so verändern,dassinnerhalbder Zonennicht strikt von rechtsnachlinks, sondernauch
in die Tiefe gerechnetwird. Im nächstenAbschnittbetrachtenwir eineReihenfolge,die diesen
Ansatzverfolgt.

3.3.5. Blockplanung. BeiderBlockplanungwerdendieZonenin Blöckeunterteilt,dienach-
einanderberechnetwerden. Abbildung 3.3.9 zeigt eine Blockplanungfür

�
ProzessorenundÈ q â . Alle DefinitionenundSätzein diesemAbschnittbeziehensich auf diesegedrehteForm

derPyramidendarstellung, bei derdie Knotenin einemkartesischemKoordinatensystem darge-
stellt werden.Die IndizierungderKnotenändertsichdabeinicht. WennmaneinenProzessorã
mit Z�adã7ad8{\zT betrachtet,kannmansichdieKonstruktionder È Blöcke in derZonevonPro-
zessorã wie folgt vorstellen.JedeswaagerechteStückderunterenZonengrenzebildet dieuntere
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ABBILDUNG 3.3.9. Bei derBlockplanungwerdendie ZonendesPie-Mapping
Schemasin Blöcke eingeteilt,die nacheinanderberechnetwerden.Die hier ge-
zeigteAbbildungentsprichteinerum T>ø ��A gedrehtenPyramide.Die schraffierten
Bereichesind die ungeradenund die grauenBereichedie geradenBlöcke. Die
PfeilegebendieAuswertrichtung derKnoteninnerhalbderBlöcke an.

KanteeinesBlocksmit gerademIndex und jedessenkrechteStückderoberenZonengrenzedie
linke KanteeinesBlocksmit ungerademIndex.

Im Folgendenbetrachtenwir die BlockplanungeinerPyramideder Höhe ? q ÈA8 auf 8
Prozessoren.

DEFINITION 3.3.15. Essei ã}X Í Z�@������#@e8.\bT�Ï ein Prozessor. Bei derBlockplanungeiner
PyramidederHöhe ÈA8 wird die Zonevon Prozessorã in È Blöcke =RT�@3ã[Be@������#@>=
ÈL@[ã[B eingeteilt.
Wir nenneneinenBlock =
Ì,@[ã[B gerade, falls Ì geradeist, und sonstungerade. Ein Block ist
unvollständig, wenner von der Pyramidengrenze geschnittenwird. Mit B =
Ì,@[ã[B bezeichnenwir
dieAnzahlderKnotenim Block =
Ì,@[ã[B . Die Blöcke sindwie folgt definiert.

Blockindex Ì Unterelinke Ecke Breite HöheC D
gerade =
Ì�\dT#B3=
84\{ã[B ãyÌ � =
8.\�ã[B Ì
ungerade Ì[=
84\�ã�\)T#B =
Ì�\)T#B3=
ãCcbT#B Ì � =
ãCcbT#B

Die Knotenin denungeradenBlöcken werdenzeilenweisevon links nachrechtsunddie in
dengeradenBlöckenspaltenweisevonuntennachobenberechnet.

Um dieWirkungsweisediesesVerfahrenszuverstehen,betrachtenwir dieBearbeitungeines
vollständigengeradenBlockes =
Ì,@[ã[B mit ã_� Z . Die einzigenKnoten, die auf Dateneines
anderenProzessorsangewiesensind,sinddie in derunterenZeiledesBlocks.DadieBearbeitung
geraderBlöcke spaltenweisevorgenommenwird, und jedeSpalte Ì Einträgehat, könnensomitÌ Einträgezwischenzwei Empfangsoperationen vorgenommenwerden. Der Produzentdieser
Datenist Prozessorã�\dT . Ein Teil dieserDatenentstehtdurchdie Berechnungeinesungeraden
Blocks, und (eventuell) ein andererTeil durch die BerechnungeinesgeradenBlocks gleicher
Höhe.DaderungeradeBlock zeilenweiseberechnetwurde,wurdendiezuübermittelndenDaten
unmittelbarnacheinandergeneriert.Somitdriften dieZeitpunkte,zudenendieDatenverschickt,
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unddie,zu denensiebenötigtwerden,immerweiterauseinander. WährendderBearbeitungder
Daten,dievondemgeradenBlock stammen,bleibt dieZeitdifferenzkonstant.

AllerdingssetztsichdieseTendenznichtbiszumSchlussderRechnungfort. DagegenEnde
die Blöcke nicht mehrvollständigsind,schrumpftdie ZeitdifferenzzwischenSendenundEmp-
fangenwiederzusammen.Um diesenEffekt analysierenzukönnen,ist einegenauereAnalyseder
Schnittmusternotwendig.Zunächstfragenwir unsnacheinemKriterium, mit demwir beurteilen
können,obeinBlock vollständigist, odernicht.

LEMMA 3.3.16. Es sei ã]X Í Z�@������#@e8]\^T�Ï ein Prozessor. Ein gerader Block =
Ì,@[ã[B ist
vollständig, genaudannwenn Ìi~ =
È�\dT#B�8bc)ã�cdT8bcbT �
Ein ungeraderBlock =
Ì,@[ã[B ist vollständig, genaudannwennÌi~ ÈA8b\�ã8bcbT �

BEWEIS. DerobererechteEndpunkt = C @ D B einesBlockes =
Ì,@3ã[B ist gegebendurch

Blockindex Ì C D
gerade =
Ì3cbT#B3=
84\{ã[BS\dT Ì[=
ãCcdT#BA\)T
ungerade Ì[=
84\{ã[BS\dT =
Ì3cbT#B3=
ãCcdT#BA\)T

Ein Punkt = C @ D B ist genaudanninnerhalbder Pyramide,wenn er zu einer Ebeneausder
Menge

Í Z�@������#@eÈA8^\.T�Ï gehört. Also genaudann,wenn C c D ~�8�È�\.T . Wir erhaltendie
BehauptungdesLemmas,wennwir dieseBeziehungauf dieEckpunkteanwenden. �

LEMMA 3.3.17. Falls ein Block =
Ì,@[ã[B mit Ì�� T vollständigist, dann ist auch der Block=
ÌS\dT�@[ã[B vollständig. Umgekehrt gilt, falls ein Block =
Ì,@3ã[B mit Ì	abÈ unvollständigist, dannist
auch derBlock =
Ì3cbT�@[ã[B unvollständig.

BEWEIS. Essei =
Ì,@3ã[B einvollständigergeraderBlock mit Ìi�4T . DanngiltÌA~ =
È�\)T#B�84c{ãCcdT8bcdT E Ì�\dT�~ ÈA8b\ � 8bc{ã8bcbT a ÈA84\�ã8bcdT �
Die restlichenBeziehungenlassensichebenfalls mit Hilfe von Lemma3.3.16einfachherleiten.�

Ein Schnitt durch einenBlock schneidetjeweils zwei seinerSeiten. Je nachdem,welche
Seitengeschnittenwerden,unterscheidenwir verschiedeneSchnittmuster. Hierfür bezeichnen
wir die SeiteneinesBlockesmit denBuchstabenO, U, R undL (für die obere,untere,linke und
die rechteSeite). Um eineeindeutigeKlassifizierungder Schnittezu erhalten,ordnenwir den
rechtenunterenEckpunktder rechtenKanteund denoberenlinken Eckpunktder oberenKante
zu. Ein Schnitt,der zuerstdie obereSeiteund danndie rechteSeiteschneidet,bezeichnenwir
dementsprechendalsOR-Schnitt. Da derSchnittvon obenlinks nachuntenrechtsverläuft,sind
die möglichenSchnittmusterOR, LR, LU und OU. Die folgendenbeidenLemmatasetzenden
VerlaufdesSchnittesunddieLagesowie dieGrößedesBlockesin Verbindung.
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ABBILDUNG 3.3.10. BerechnungderAnzahlderKnotenin einemunvollstän-
digenBlock (BeweisvonLemma3.3.19).

LEMMA 3.3.18. Es sei =
Ì,@3ã[B ein unvollständiger Block der Breite Ç und der Höhe F . Die
Position der unteren linken Ecke sei = C @ D B . Es sei Ê r�q 8}È�\dÇ�cvT�\.= C c D B . Dann gelten
folgendeÄquivalenzen.

Blockindex Ì gerade ungeradeÊ�f.THG Ìi~ H Ð lSD�O"M�E ùM Ìi~ Ð M�E ù EADM�EADÇ	\IFCc)Ê�f.TJG Ìi~ H Ð EAD�O"MSl ùM�EAD Ìi~ Ð MSl ù lSDM
BEWEIS. Die Aussagenfolgendirekt ausderDefinition 3.3.15derBlockplanung. �
LEMMA 3.3.19. Gegebensei ein unvollständigerBlock der Breite Ç und der Höhe F . Die

Position der unteren linken Ecke sei = C @ D B . Es sei Ê r�q 8�ÈC\bÇÎc^T�\^= C c D B . Dann wird
die rechte Kantegenaudanngeschnitten wenn Ê}f�T gilt. Die obere Kantewird genaudann
geschnittenwennÇ	\IFCc)Ê�f.T gilt. Für dieAnzahlderElementeim Block gilt:ÊÎf.T ÊÎa4TÇy\KF�c)Ê�f.T FyÇy\ D9 =LF�\�Ê>B3=LF�\�Ê�cbT#B F�=NÇy\IFCc)Ê�\dT#BSc D9 F�=LF�cdT#BÇy\KF�c)Ê�a.T Ç�Ê	c D9 Çi=NÇ�\)T#B D9 =NÇ	c)Ê>B3=NÇ�c)Ê�\dT#B

BEWEIS. Die AnzahlderKnoten,dieaufderunterenKanteoderaufderrechtenKanteliegen
undnochinnerhalbderPyramidesind,ist gegebendurch M r�q 8�È�\b= C c D B . Esseinun Ê�fvT .
Dannist M�fdÇ unddeswegenwird dieuntereKantenichtgeschnitten.In diesemFall bezeichnetÊ
dieAnzahlderKnotenaufderrechtenKante,dienochzurPyramidegehören.Falls Ç�\NFyc7Ê�f.T
gilt, ist M7fOF , waswiederumimpliziert, dassdie rechteKantenicht geschnittenwird. Fernerist
in diesemFall Ç�\KF�c{Ê geradegleichderAnzahlderKnotenaufderoberenKante,dienochzur
Pyramidegehören.

Die AnzahlderElementein demBlock ergibt sichdamitgemäßAbbildung3.3.10. �
Mit Hilfe von Lemma3.3.18und3.3.19könnenwir nundie Schnittformeinesunvollständi-

genBlocksbestimmen.Tabelle3.3.1zeigteineZusammenfassungdermöglichenSchnittmuster.
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TABELLE 3.3.1. SchnittmustereinesunvollständigenBlocks =
Ì,@3ã[B . Die einge-
klammertenMusterkommennachdenAussagenvonLemma3.3.20für ungera-
des È nicht vor. Ì gerade Ìi~ H Ð lSD�OIM�E ùM Ìi� H Ð lSD�O"M�E ùMÌi~ H Ð EAD�O"MSl ùM�EAD OR (OU)Ìi� H Ð EAD�O"MSl ùM�EAD LR (LU)Ì ungerade ÌA~ Ð M�E ù EADM�EAD Ìi� Ð M�E ù EADM�EADÌi~ Ð MSl ù lSDM OR OUÌi� Ð MSl ù lSDM (LR) LU

EskönnendurchausmehrereBlöcke in einerZoneunvollständigsein.Beispielsweiseliegen
in demin Abbildung3.3.9gezeigtenBlockplanungdie folgendenSchnittmustervor.

Prozessor Blockã = � @[ã[B = � @3ã[B =
á�@[ã[B =
â�@3ã[B
0 vollst. vollst. OR LU
1 vollst. OR LR LU
2 vollst. OR LR LU
3 vollst. OR LR LU

Allerdings sind nicht alle Kombinationenvon Schnittmusternmöglich. Im Folgendenbe-
trachtenwir diemöglichenMusterkombinationen für ungeradesÈ genauer.

LEMMA 3.3.20. Es sei È ungerade und essei ã.X Í Z�@������#@e8Y\vT�Ï ein Prozessor. Es sei
( Ì�ùL@[ã[B derersteunvollständige Block in derZonevonProzessorã , undessei =
Ì,@3ã[B einbeliebiger
unvollständiger Block mit ÌiabÈ . Danngeltendie folgendenAussagen.

(1) Falls Ì geradeist, wird derBlock =
Ì,@3ã[B in derFormORoderLRgeschnitten.Sonstwird
er in derForm ORoderOU geschnitten.

(2) Der Block =
Ì�ù�@3ã[B wird genaudannin der Form LRgeschnitten,falls Ì�ù geradeist undÌ�ù q =
ÈycbT#B�84\{ã�cdT8bcdT �
(3) Falls Ì�ù ungeradeist, wird der Block =
Ì�ùL@[ã[B genaudannin der Form OU geschnitten,

wenn Ì�ù q ÈA8bc{ãCc �8bcdT �
(4) Falls Ì geradeist und Ìi�dÌ�ù gilt, wird der Block =
Ì,@3ã[B in derForm LRgeschnitten.
(5) Falls Ì ungeradeist und È��dÌi�bÌ�ù gilt, wird derBlock =
Ì,@[ã[B in derForm OU geschnit-

ten.
(6) Der Block =
ÈL@[ã[B wird, falls È��bã�c)T gilt, in in derForm LU undsonstin derFormLR

geschnitten. Im letzterenFall ist =
ÈL@[ã[B der einzige unvollständigeBlock in der Zone.
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BEWEIS. (1): DadiePyramidengrenze nursenkrechteAbschnittederZonengrenzenschnei-
det,könnenperKonstruktionderBlockplanungkeineunterenKantenvon geradenBlöckenund
keinelinkenKantenvonungeradenBlöcken =
Ì,@[ã[B mit ÌiadÈ geschnittenwerden.

(2)DerBlock =
Ì�ù�@3ã[B wird gemäßTabelle3.3.1genaudannin derFormLR geschnitten,wennÌ�ù��.=,=
È	cdT#B�8b\}ã[B,��=
8bc)T#B gilt. DaderBlock =
Ì�ùy\{T�@3ã[B nachVoraussetzungvollständigist,
gilt Ì�ù�\dT�~ ÈA8b\�ã8bcbT unddamit Ì�ù�~ =
ÈycdT#B�8.\�ã�cbT8dcbT �
DerBlock =
Ì�ù�@3ã[B wird folglich genaudannin derFormLR geschnitten,wenn Ì�ù q =,=
Èic�T#B�8d\ã�cbT#B,��=
8bcbT#B .

(3) Der Block =
Ì�ù�@[ã[B wird genaudannin derForm OU geschnitten,wenn Ì�ù��Y=
ÈA84c)ã�cT#B,��=
8YcvT#B7f&T gilt. Nun folgt wiederumdie Behauptungausder Tatsache,dasswegender
Vollständigkeit von Block =
Ì�ùy\dT�@3ã[B gleichzeitig Ì�ù�~v=
ÈA8dc)ã�c � B,��=
8bcbT#B gilt.

(4) Essei =
Ì,@[ã[B ein geraderunvollständigerBlock mit Ì�ùCa4Ì . Dannist derBlock =
ÌS\dT�@3ã[B
einungeraderunvollständigerBlock undsomitgiltÌ�\)T�� 8�Èy\{ã8bcbT E Ìi� =
È	cbT#B�84\{ã�cbT8bcbT � =
È	cbT#B�84\{ã8dcbT �

(5) Nun sei =
Ì,@[ã[B ein ungeraderunvollständigerBlock mit Ì�ùCabÌia4È . In diesemFall ist der
Block =
Ì�\dT�@[ã[B eingeraderunvollständigerBlock, undsomitÌ�\dT�� =
È�\)T#B�84c{ã�cbT8dcbT E Ìi� ÈA8dc)ã�c �8bcbT � ÈA8bc{ã�cbT8bcdT �

(6) Da È�� Ð MSl ù lSDM gilt, wird stetsdie linke Seitevon Block =
ÈL@[ã[B geschnitten.Die zweite
Schnittseiteergibt sichaus È�~ ÈA8bc{ã�cbT8bcdT G È�~bã�cdT��
Falls die rechteSeitedesletztenBlocksgeschnittenwird, ist dervorletzteBlock vollständig,daÈ�~ ÈA8dc)ã�cdT8bcbT E È�~ ÈA8dc)ã�c �8dcbT G È�\)T�~ =
È�\)T#B�84c{ãCcdT8bcdT � �

Wennwir die jeweils erstenunvollständigenBlöcke in denZonenbetrachten,ergebensich
weitereEigenschaftensowohl derIndizesalsauchderSchnittmuster.

LEMMA 3.3.21. Essei È ungeradeundessei Ì�ù der Index deserstenunvollständigen Blocks
in derZone ã . EsgeltenfolgendeEigenschaften.

(1) Essei ãz�.Z . Falls Ì�ù geradeist, dannist Ì�ù lSD q Ì�ù undder Block =
Ì�ù lSD @3ã�\bT#B wird
in derForm ORgeschnitten.

(2) Essei ZC~bã�ab8b\dT . Falls Ì�ù geradeist, danngilt Ì�ù�\)T�~dÌ�ù EAD ~dÌ�ùycbT .
(a) Falls Ì�ù EAD q Ì�ù�\4T , dannwird der Block =
Ì�ùL@[ã[B in der Form LR und der Block

( Ì�ù EAD @[ã�cbT#B in derForm ORgeschnitten.
(b) Falls Ì�ù EAD q Ì�ùÎc.T , dannwird der Block =
Ì�ù�@[ã[B in der Form OR undder Block

( Ì�ù EAD @[ã�cbT#B in derForm OU geschnitten.
(3) Es sei Z.~ ãYa 8]\^T . Falls Ì�ù ungerade ist, dann ist Ì�ù EAD q Ì�ù und der Block=
Ì�ù EAD @[ãCcdT#B wird in derForm ORgeschnitten.
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BEWEIS. (1.) Es sei ãY� Z und es sei Ì�ù gerade. Da PAMSl ù lSDM�EAD a Ð MSl ùM�EAD a Ì�ù gilt, ist
der Block =
Ì�ù�@3ã�\4T#B unvollständig(Lemma3.3.16). Block =
Ì�ù�\4T�@[ã�\4T#B ist vollständig,daÌ�ù$\�T�~ Ð MSl ùM�EAD a Ð MSlSH ù lSD�OM�EAD . WegenLemma3.3.17sindauchalleBlöcke =Qþ#@3ãA\�T#B mit þCabÌ�ù$\�T
vollständigundesgilt Ì�ù lSD q Ì�ù .

Falls Ì�ù q T gilt, wird der Block =
Ì�ù lSD @3ã�\.T#B in der Form OR geschnitten,da Ì�ù q Tz~H Ð EAD�O"MSlSH ù lSD�OM�EAD . Sonstist derBlock =
Ì�ù�\4T�@3ã[B vollständig,und esgilt Ì�ù�\4T7~ Ð MSl ùM�EAD , woraus

wiederumÌ�ù�~ H Ð EAD�O"MSlSH ù lSD�OM�EAD folgt.
(2.) Es sei Z)~ÿãba�8^\.T und essei Ì�ù gerade.Zunächstist zu zeigen,dassder Block=
Ì�ùy\ � @[ã�cbT#B vollständigist falls Ì�ù�� � . Esseialso Ì�ù�� � . Da =
Ì�ù�\)T�@3ã[B vollständigist, giltÌ�ù	\{T�~ Ð MSl ùM�EAD unddamitauch Ì�ù	\ � ~ H Ð lSD�OIMSl ù lSDM�EAD a H Ð lSD�O"M�EAH ù lSD�OQEADM�EAD . Die Unvollständigkeit

desBlocks =
Ì�ù�cbT�@3ãCc4T#B für Ì�ù�a.È folgt auf ähnlicheWeisedirekt ausderTatsache,dassder
Block =
Ì�ùL@[ã[B unvollständigist.

(2a.) Da derBlock =
Ì�ù�\bT�@[ã�c.T#B unvollständigundderBlock =
Ì�ù�\bT�@[ã[B vollständigist,
gilt ÈA84\�ãC\dT8bcdT abÌ�ùy\dT�~ ÈA84\�ã8bcdTG =
ÈycdT#B�8.\�ã8bcdT abÌ�ù�~ =
ÈycbT#B�84\{ã�cdT8bcdT �
WegenderGanzzahligkeit von Ì�ù folgt hierausdirekt Ì�ù q =
8d=
È	cdT#B�\�ã�c)T#B,��=
8bcdT#B . Wegen
Lemma3.3.20(2)wird derBlock =
Ì�ù�@3ã[B alsoin derForm LR geschnitten.AusÌ�ù EAD q Ì�ùy\dT q ÈA8b\{ã8bcbT a ÈA8bcb=
ãCcdT#BScdT8bcbT
folgt, dassderBlock =
Ì�ù EAD @[ã�cbT#B in derForm OR geschnittenwird.

(2b.) Da derBlock =
Ì�ùL@[ãCcbT#B vollständigist, gilt Ì�ùC~ Ð MSl3M�E ù E 9M�EAD . Wegen Z�~4ã�~48.\ �
gilt \�8)c�ã�c � ~b8d\}ã unddeswegen Ì�ù�~ Ð M�E�MSl ùM�EAD . DerBlock =
Ì�ù�@[ã[B wird alsoin derForm

ORgeschnitten.WegenderUnvollständigkeit desBlocks =
Ì�ùL@[ã[B gilt Ì�ù�� H Ð lSD�O"M�E ù EADM�EAD unddamitÌ�ùycdT�� Ð M�EAH ù EAD�OQEADM�EAD . DerBlock =
Ì�ùycbT�@[ãCcdT#B wird somitin derForm OU geschnitten.
(3.) Die Vollständigkeit von Block =
Ì�ù�\4T�@[ã�c.T#B folgt ausder Vollständigkeit von Block=
Ì�ù�\bT�@[ã[B unddie Unvollständigkeitvon Block =
Ì�ùL@[ãCcbT#B folgt ausderUnvollständigkeit von

Block =
Ì�ù�@3ã[B . Falls Ì�ù q T , gilt Ì�ù�~ Ð M�E ù E 9M�EAD . Sonstfolgt dieseUngleichungdirekt ausder
Vollständigkeit desBlockes =
Ì�ù�\.T�@[ã[B . Der Block =
Ì�ùL@[ã�cvT#B wird folglich in der Form OR
geschnitten. �

Die Lemmata3.3.20und 3.3.21reduzierendie möglichenSchnittmusterauf die beidenin
Abbildung 3.3.11dargestelltenSzenarien. Die in Abbildung 3.3.9 dargestellteBlockplanung
entsprichtdemnachSzenario1.

Um dasLaufzeitverhalten derBlockplanungzuanalysieren,definierenwir analogzu Defini-
tion 3.3.9eineAkkumulationsmatrix. Allerdingsbeziehensichdie Einträgein diesemFall nicht
aufdie EbenenderPyramide,sondernaufdieBlöcke.

48 3. Planungsverfahren für diePyramide



ABBILDUNG 3.3.11. Die möglichenSchnittmusterlassensich je nachdem,ob
der Fall (2a) oder(2b) von Lemma3.3.21eintritt, in zwei Szenarieneinteilen.
Dargestelltsindjeweils Q aufeinanderfolgendeBlöcke undderenSchnittformen.
Der ersteBlock ist jeweils ein ungeraderBlock.

DEFINITION 3.3.22. Die Akkumulationsmatrix RTSLUWVYX[ZW\]S_^a`cb dLZfe \Og�V�h�h�hcViUOj�kl \mg�V�h�h�h�ViX ist de-

finiert durch ^a`cb dn\OUmj e j�kpo dqrtsvunw SyxzV e ZJh
Die Akkumulationsmatrix kannfür konkreteWertevon U und X mittelsderDefinition 3.3.15

unddurchAusnutzenderAussagenvon Lemma3.3.16und3.3.19berechnetwerden.Wir inter-
essierenunsjedochfür geschlosseneFormelnfür die EinträgedieserMatrix. Um dieseangeben
zukönnenbetrachtenwir dieverschiedenenSchnittmustereinzeln.

LEMMA 3.3.23. Essei S l V e Z ein vollständiger Block undessei RTSLUWV e Zp\{S_^a`cb dLZ die Akku-
mulationsmatrix. Danngilt

^a`cb dn\}| u~ SLUmomk�Z l ~ oOSLUmj e Z l o�UOj e j�k falls
l

geradeu~ SLUmomk�Z�S l ~ omk�ZnoOS e omk�Z l j�k falls
l

ungeradeh
BEWEIS. SummierungüberdieBlockgrößengeraderundungeraderBlöcke. �
Auf ähnlicheWeisekönnenwir auchgeschlosseneFormelnfür unvollständigeBlöcke S l V e Z

angeben.Wir müssendabeiunterscheiden,obderersteunvollständigeBlock S l `�V e Z geradeoder
ungeradeist, in welcherForm er geschnittenwird, undob

l
geradeoderungeradeist. Insgesamt

sindsomit � Fällezuunterscheiden.In jedemdieserFälleseiderWert von ^ad�` durcheineFunk-
tion ^����a� �a� ���iS l V e Z mit ��VY���K� g V u � und �K��� ORV OU V LR V LU � gegeben.Hierbeibeziehtsich� auf denBlock S l `�V e Z (g für geradeund u für ungerade),� auf dasSchnittmustervon BlockS l `�V e Z und � aufdenBlock S l V e Z . Betrachtenwir zumBeispieldenFall, dassderBlock S l `[V e Z
geradeist und in der Form ��� geschnittenwird. Danngilt für jedengeradenBlock S l V e Z mit
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(a) (b)

ABBILDUNG 3.3.12. Die AbarbeitungeinesBlocks verläuft blockierungsfrei,
wennalle Blöcke ohneWartezeitbegonnenwerdenkönnen.Ì�ù�~dÌiabÈ ,

�$ù K Ñ q � H g � LR � gO =
ã3@3Ì�ù�@3ÌRB q � T� Ì 9ù \b=
ã�cbT#B�Ì�ùycb= � c{ÌRB�ã�\�Ì�\ T� Ì 9 � 8 9c � =
ÌS\�Ì�ù�\ � È�B�ãCc{Ì 9ù cb=
È�\ ø � B�Ì�ùyc T� =
ÌS\�Ì 9 B�c{ÌLÈyc � � 8c =
Ì�ù�\ � B�Èyc T� =
Ì 9ù \{Ì�ù	c)ÌRBS\dT��
Im Folgendenbetrachtenwir denFall, dassalle Knotendie BerechnungszeitT habenund

die Kommunikationskosten vernachlässigtwerdenkönnen.Wir zeigen,dassderEintrag �$ù K Ñ der
Akkumulationsmatrix dieZeit ist, zuderdieBerechnungdesBock =
Ì,@[ã[B vonProzessorã beendet
wird. Die Blockplanungführt somit in dieserSituationzu dergleichenBerechnungszeitwie die
Ebenenplanung.Um dieseszu beweisen,müssenwir sicherstellen,dasskein Prozessorwährend
derBerechnungauf einErgebniswartenmuss.Wir nutzenhierfürdie folgendeEigenschaftaus.

LEMMA 3.3.24. Falls bei der Blockplanungjeder Block =
Ì,@[ã[B mit Ì�� T ohneWartezeit
begonnenwerden kann, dann braucht kein Prozessorauf Daten zu warten, sobalder mit der
BerechnungdeserstenBlocksbegonnenhat.

BEWEIS. Wir betrachtenzunächstnur geradeBlöcke. Der BeweisverläuftdurchInduktion
nach ã . WennProzessorZ einengeradenBlock ohneWartezeitbeginnenkann,dannkanner ihn
auchohneVerzögerungzu Enderechnen,dadie Berechnungvon keinenDatenabhängt,die von
anderenProzessorenproduziertwerden.

Nun betrachtenwir einengeradenBlock =
Ì,@3ã[B einesProzessorsã^� Z (vgl. Abbildung
3.3.12). Der Block =
Ìi\4T�@[ã�\4T#B hat die Breite ÌA\4T . Der ersteKnotenin deroberstenZeile
diesesBlockswird früh genugberechnet,daderBlock =
Ì,@[ã[B ohneWartezeitbegonnenwerden
kann.DadieBerechnungderletztenÌ"\ � Knotenin dieserZeilenurnochvonbereitsberechneten
Datenabhängt,könnensieebenfalls früh genugzur Verfügunggestelltwerden.Falls derBlock=
Ì,@[ã[B mehrals Ì�\dT Spaltenhat,benötigendie letzten � r�q � =
8.\{ã[BA\b=
Ì�\dT#B SpaltenDaten
vonBlock =
Ì,@[ã�\�T#B . DerBlock =
Ì,@[ã�\{T#B wird nachInduktionsvoraussetzung ohneWartezeiten
berechnet.Wir unterscheidenzwei Fälle.

FALL 1. Der Block =
Ì,@[ã[B ist vollständig. Da er die gleicheHöhe wie der Block =
Ì,@[ã�\T#B hat, und die Ì�\.T -te Spaltevon Block =
Ì,@[ã[B nicht vor der erstenSpaltevon Block =
Ì,@[ã7\
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T#B begonnenwerdenkann, werdendie restlichen � Spaltenvon Block =
Ì,@[ã[B ebenfalls ohne
Wartezeitberechnet(vgl. Abbildung3.3.12(a)).

FALL 2. DerBlock =
Ì,@[ã[B ist unvollständig.GemäßAbbildung3.3.12(b)sei
�

dieMengeder
Knotenin denerstenÌ>\�T SpaltenvonBlock =
Ì,@[ã[B und � dieMengederKnotenin denrestlichen
Spalten.Fernersei

� � dieMengederKnotenin deroberstenZeile von Block =
Ì�\dT�@3ãC\dT#B und� � seidieMengederKnotenin denersten� SpaltenvonBlock =
Ì,@[ãÎ\}T#B . Essei � dieHöheder
letztenSpaltevonBlock =
Ì,@3ã[B . PerKonstruktiongilt ��f � .

Angenommen,es lägeein LR Schnittvon Block =
Ì,@[ã[B vor. Dannhat die ersteSpaltedes
Blocks ��c � =
8^\dã[B�\4T Knoten. Da � �YZ gilt, folgt

� =
8v\dã[BC�]ÌA\4T . Diesesimpliziert
wiederum,dassdieersteSpaltedesBlocksmehrals Ì Knotenhabenmüsste,wasperKonstruktion
nicht möglichist (Definition3.3.15).Somitimpliziert � �bZ einenOR-Schnitt.

Esseinun U��n� die Zeit, zu derderersteKnotenvon
� � berechnetist, U � die Berechnungszeit

deserstenKnotensvon
�

, U���� seidieZeit zuderderletzteKnotenderMenge��� berechnetist undU � seidieBerechnungszeitdeserstenKnotensin derletztenSpaltederMenge� (vgl. Abbildung
3.3.12(b)). Die Zeitdifferenz �CU r�q U � \dU��n� ist nachVoraussetzungpositiv. Somit gilt U � fU��n�Ic��CU�cK� � ��cK� ���R\f�	czT . Fernergilt perInduktionsvoraussetzung U � � q U��n�IcK� � � ��cK� � � �R\�T .
Die ZeitdifferenzzwischenderBerechnungeinesDatumsdurchProzessorã�\bT undderseiner
BenutzungdurchProzessorã verringertsichwährendderBerechnungderletzten � Spalten.Da
sie in der letztenSpaltevon Block =
Ì,@[ã[B ein lokalesMinimum annimmt,reichtes, U � �vU � � zu
zeigen.DieseZeitdifferenzlässtsichwie folgt abschätzen:U � \�U � ��f �CUSc � � �"c � ���>\��C\b=i� � � �"c � � � �kB�c �f � � �>cO� ���#\J�C\b=i� � � �"c � � � �kBSc �q Ì[= � c)Ì�\)T#BA\ T� =
Ì�\J�[B3=
ÌS\J��cbT#BA\d=
Ì�\dT	c)Ì � BS\J��c �q Ì 9 \ � Ì�c � Ì_�C\�� 9 c � q�r�¡ =
Ì,@��[BJ�
Essei Ì p =¢�[B r�q \p�Sc � � � c�T#� �W£ ác� 9 \ � Zc�Cc)â . Dannist ¡ =
Ì,@��[B	�dZ für alle Ì,@���X NI mit ��f �
und Ìi�dÌ p =¢�[B . Wie manleichtnachrechnet,gilt ��fdÌ p =¢�[B . WegendesOR-Schnittsgilt Ìi�I� und
daherinsbesondereÌi�bÌ p =¢�[B und ¡ =
Ì,@��[B��bZ . Somitist alsoin derTatdieZeitdifferenzU � \�U � �
positiv unddie BerechnungdesBlocks =
Ì,@3ã[B blockierungsfrei.

Der Beweisfür die ungeradenBlöcke erfolgt analogdurchInduktionnach 84\)ã . Falls hier
der Block =
Ì,@3ã[B unvollständigist, liegt entwederein LR- oder ein OR-Schnittvor. Im ersten
Fall gilt wegenLemma3.3.20, Ì q È . Wennwir die Mengen

� @Y��@ � � und � � sowie die ZeitenU � @$U � @[U�� � und U ��� analogdefinieren,erhaltenwir bei einemLR-SchnittdieAussageU � \}U � ��f T� È 9 \ ø � È	cbT�fbZO�
Bei einemOR-Schnitterhaltenwir wie bei dengeradenBlöcken U � \�U�����f ¡ =
Ì,@��[B	�4Z , wobei� dieLängederletztenZeile in Block =
Ì,@[ã[B darstellt. �

Wennwir die Kommunikationskostenvernachlässigen, habenwir somit zwei Bedingungen
nachzuweisen.

(1) Für alle geradenBlöcke =
Ì,@[ã[B : Der ersteKnotenin der letztenZeile desBlocks =
Ìi\T�@3ã�\�T#B ist berechnet,bevor derersteKnotendesBlocks =
Ì,@[ã[B berechnetwerdensoll.
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(2) Für alle ungeradenBlöcke =
Ì,@[ã[B : Der ersteKnoten in der letztenSpaltedesBlocks=
Ì3\{T�@3ã�c)T#B ist berechnet,bevor derersteKnotendesBlocks =
Ì,@3ã[B berechnetwerden
soll.

DEFINITION 3.3.25. Essei =
Ì,@[ã[B ein Block derBreite Ç und derHöhe F . Die Positiondes
unterenlinkenKnotensseigegebendurch = C @ D B undessei Ê r�q 8�È�\�ÇAc{T	\{= C c D B . Dannsei¤ =
Ì,@[ã[B r�q ���� ���

= � =
8.\�ã[BA\)T#ByÌ3cdT falls =
Ì,@[ã[B geradeundvollständig@B =
Ì,@[ã[BA\�Ê�cbT falls =
Ì,@[ã[B geradeundunvollständig@= � ã�cbT#B�Ì3cbT falls =
Ì,@[ã[B ungeradeundvollstständig@B =
Ì,@[ã[BA\}Ç	cIF�\�Ê�cbT falls =
Ì,@[ã[B ungeradeundunvollständig�
LEMMA 3.3.26. Essei T�~dÌiabÈ . Ein geraderBlock =
Ì,@[ã[B enthält

¤ =
Ì,@[ã[B[\}T Knotenin den
ersten

� =
8)\�ã[B[\}T Spalten.Ein ungeraderBlock =
Ì,@3ã[B enthält
¤ =
Ì,@[ã[B[\}T Knotenin denersten� =
ãCcdT#BA\dT Zeilen.

THEOREM 3.3.27. Essei È�fbø ungerade. Essei
� =
8y@[È�B q =��$ù K Ñ B dieAkkumulationsmatrix

undessei =
Ì,@[ã[B einBlock mit Ìi�.T . Falls Ì geradeist und Z�adã7~d84\)T , danngilt=��$ù K Ñ lSD cbT#BS\b=��$ù lSD,K Ñ l 9 c ¤ =
Ì�\dT�@[ã�\)T#B,B q���� ���
� Ì�\ � �bZ falls =
Ì�\dT�@3ãC\)T#B vollst� und =
Ì�\dT�@3ã[B vollst�9 H Ð l 9 O"M�E 9 H�MSl ù OQE�M�EADM�EAD �bZ falls =
Ì�\dT�@3ãC\)T#B vollst� und =
Ì�\dT�@3ã[B unvollst�� =e=
È�\�Ì3cbT#B�8bcdT�\�ã[B,BA\dT��bZ sonst�

Falls Ì ungeradeist und ZC~bã�ab84\)T , danngilt=��$ù K Ñ lSD cbT#BS\b=��$ù EAD,K Ñ l 9 c ¤ =
Ì3\dT�@3ã�cdT#B,B q���� ���
� Ì�\dT��bZ falls =
Ì�\)T�@3ã�cbT#B vollst� und =
Ì�\)T�@3ã[B vollst�H 9 Ð lSD�OIM�E 9 ù E :M�EAD �bZ falls =
Ì�\)T�@3ã�cbT#B vollst� und =
Ì�\)T�@3ã[B unvollst�� =,=
È�\�ÌRB�8bc � c)ã[B,BS\dT��bZ sonst�

BEWEIS. Für denBeweis sind die sich ausLemma3.3.21ergebendenKombinationen von
SchnittmusternzweierbenachbarterProzessorenzuberücksichtigen.Esseialso =
Ì,@[ã[B eingerader
Block mit Ìi�.T und Z�adã�~b84\)T .

FALL 1. Der Block =
ÌS\bT�@3ã�\bT#B ist vollständig.Für Ìy� � ist gemäßLemma3.3.17dann
auchderBlock =
Ì$\ � @[ãÎ\}T#B vollständig.DerBlock =
Ì$\}T�@[ã[B könntejedochunvollständigsein.

FALL 1.1. Der Block =
Ìi\4T�@3ã[B ist vollständig. In diesemFall sind die Werte �
Ñ lSD,K ù und

�
Ñ l 9 K ù lSD durchLemma3.3.23gegeben.Esgilt:¥¦ çNê�§ ¥ ëLç�ç_¨Y© ¥ ëLªv§ ¥ ëa§}ç_«¬§ ¥ ëLç_¨Y© ¥ ë­ ®i¯ °± � 	 �_� ��² �L³�´ ©µ¶¶· ¥¦ çNê�§ ¥ ëLç_¨Y© ¦ ëLª�§}çNêI©N«¬§ ¥ ëLç_¨Y© ¦ ëa§�êK©�«­ ®i¯ °± � 	�
 � ��	 � §7ç ¦ «¬© ¥ ëLç_¨Y© ¥ ëY§ ¥­ ®i¯ °¸º¹¢»½¼ ´�¾_¿ ¼ ´ºÀ

ÁiÂÂÃ ì ¦ ¨a© ¦KÄ
FALL 1.2. Der Block Å
ÌvÆmÇ[È3ãYÉ ist unvollständig. Hier wird gemäßLemma3.3.21(2a)der

Block Å
Ì�ÆHÇ[È�ãYÉ in derFormORundderBlock Å
Ì�È[ã¬ÆHÇ�É in derFormLR geschnitten.Wir haben
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alsodenfolgendenAusdruckzu betrachten.

��Ê u �OR � uË Å
ã�È[ÌnÆ�Ç[È[ÌnÆ�Ç�ÉnÌmÇWÆmÅ��$ùÎÍvÏ�Ð Ñ½Ñ�Ò Ì ¤ Å
Ì�Æ�Ç[È3ãÓÌ�Ç�É�É�ÔÕ Æ ÇÖ Ó
È Ò Ì{Ì Ò ÌmÇ Ô ÌOÅ
ÌnÆ�Ç�É�ÈWÌ)ÌL×ÙØ ÒÌ Õ ÇÖ Å
øiÌ�ÆKÚ¬Æ�Ç�É�ÌOÅ
ãÓÌ)Ì�ÉpÚpÌOÅ�Ç¬Æ�Ì�É	ãfÆ�Ì Ò ×ÙØÌ ÇÖ7Ó � ÌnÆ{Ì Ò Æ{ã Ò Ì{ã$Ô¬Æ�ãyÌnÆ Ö �(3.3.1)

Wegen3.3.20(2)gilt

(3.3.2) ÌvÔ4Ì�ù Ñ Ï�Ô Ø�ÅLÚWÌ�Ç�ÉvÆ�ãTÌ ÖØmÌ�Ç �
Die BehauptungdesTheromsfolgt durchEinsetzenvon (3.3.2)in (3.3.1).

FALL 2. Der Block ÅLÛ�Æ�Ç[È�ÜfÆ�Ç�É ist unvollständig.WegenLemma3.3.21(3)ist dannauch
derBlock ÅLÛ�Æ�Ç[ÈYÜYÉ unvollständig.JenachdemobderersteunvollständigeBlock von ProzessorÜTÆ�Ç geradeoderungeradeist, unterscheidenwir die folgendenFälle.

FALL 2.1. Der ersteunvollständigeBlock von ProzessorÜNÆOÇ ist gerade.WegenLemma
3.3.21(2)gilt dannÛºÝ Ñ Ï�ÆTÇÓÞ�ÛºÝÓÞmÛºÝ Ñ Ï�ÌfÇ , undfolglich sinddreiweitereFällezuunterscheiden.

FALL 2.1.1. ÛºÝJÔßÛºÝ Ñ ÏWÆ Ç . Hier wird der Block ÅLÛºÝ�ÈYÜYÉ in der Form OR und der BlockÅLÛºÝ Ñ Ï�ÈYÜTÆ�Ç�É in derForm LR geschnitten.Wir betrachtenalsoà Ê u �OR � uË ÅLÜ�È�ÛºÝ[È�Û�Æ�Ç�É�Ì�Ç¬Æ�Å à Ê g � LR � gË ÅLÜTÆ�Ç[ÈYÛºÝWÌ�Ç[È�ÛnÆ Ö ÉnÌ ¤ ÅLÛnÆ�Ç[È�ÜÓÌ�Ç�É�É�ÔÆ ÇÖ ÅLÚ¬ÆKÛºÝ[É Ò Ø ÒÌ Õ ÇÖ ÅLáâÚWÌIÛºÝ[ÉnÌOÅLÛºÝpÌ�ÜYÉ�Ú¬ÆIÛ ÒÝ Æ Ö ÛnÆKÜ¬ÛºÝpÌ Ö ×ÙØÌ ÇÖHã ÛºÝWÆIÛ ÒÝ Æ Ö ÜaÛºÝ¬ÆKÜ Ò ÌmÇcä]�(3.3.3)

Gemäß3.3.20(2)gilt

(3.3.4) ÛºÝåÔOÛºÝ Ñ ÏvÆ�ÇåÔ ØKÚWÆIÜÓÌmÇØ�ÌmÇ �
Nun folgt die BehauptungvonEinsetzenvon (3.3.4)in (3.3.3).

FALL 2.1.2. ÛºÝÓÔ ÛºÝ Ñ Ï . Nun ist ÛºÝ geradeundfolglich wird derBlock ÅLÛºÝ Ñ Ï�ÈYÜfÆ�Ç�É wegen
3.3.21(1)in der Form OR geschnitten.Es sind somit die beidenmöglichenSchnittmusterdes
Blocks ÅLÛºÝ�ÈYÜYÉ zubetrachten.

FALL 2.1.2.1. Der Block ÅLÛºÝ�ÈYÜYÉ wird in derForm OR geschnitten.Hier folgt die Behaup-
tungdirekt ausderAuswertungvonà Ê g �OR � uË ÅLÜ�È�ÛºÝ[È�Û�Æ�Ç�É�Ì�Ç¬Æçæ à Ê g �OR � gË ÅLÜTÆ�Ç[ÈYÛºÝ�ÈYÛnÆ Ö É�Ì ¤ ÅLÛ�Æ�Ç[È�ÜÓÌ�Ç�Éºèé�

Fall 2.1.2.2.Der Block ÅLÛºÝ�ÈYÜYÉ wird in derForm LR geschnitten.In diesemFall gilt wegen
Lemma3.3.20(2) ÛºÝêÔ Ø�ÅLÚWÌ�Ç�ÉvÆIÜÓÌ�ÇØmÌ�Ç È
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unddie Behauptungfolgt durchEinsetzendieserEigenschaftinà Ê g � LR � uË ÅLÜ�È�ÛºÝ[ÈYÛnÆ�Ç�ÉnÌmÇWÆ æ à Ê g �OR � gË ÅLÜfÆ�Ç[È�ÛºÝ[È�ÛnÆ Ö É�Ì ¤ ÅLÛnÆ�Ç[ÈYÜTÌ�Ç�É è �
FALL 2.1.3. ÛºÝëÔ}ÛºÝ Ñ ÏâÌOÇ . Hier werdenwegenLemma3.3.21(2b)die Blöcke ÅLÛºÝ Ñ ÏÎÈ�ÜëÆÇ�É und ÅLÛºÝ�ÈYÜYÉ in denFormenOR beziehungsweise OU geschnitten,und esgilt wegenLemma

3.3.20(3)dieBeziehung

(3.3.5) ÛºÝåÔOÛºÝ Ñ Ï�ÌmÇåÔ ÚvØ�Ì�ÜÓÌ ÖØ�ÌmÇ �
Insgesamtfolgt die BehauptungdurchEinsetzenvon (3.3.5)inà Ê u �OU � uË ÅLÜ�È�ÛºÝ[È�ÛnÆ�Ç�É�Ì�Ç¬Æçæ à Ê g �OR � gË ÅLÜTÆ�Ç[ÈYÛºÝ¬Æ�Ç[È�ÛnÆ Ö É�Ì ¤ ÅLÛ�Æ�Ç[È�ÜÓÌ�Ç�Éºèé�

Fall 2.2. Der ersteunvollständigeBlock von ProzessorÜNÆOÇ ist ungerade.WegenLemma
3.3.21(3)gilt in diesemFall ÛºÝëÔçÛºÝ Ñ Ï undderBlock ÅLÛºÝ�ÈYÜYÉ wird in derForm OR geschnitten.
Wir habennundiebeidenmöglichenSchnittformendesBlocks ÅLÛºÝ�ÈYÜTÆ�Ç�É zubetrachten.

FALL 2.2.1. Der Block ÅLÛºÝ[È�ÜfÆmÇ�É wird ebenfalls in derForm OR geschnitten.Dannfolgt
dieBehauptungdirektdurchAuswertungvonà Ê u �OR � uË ÅLÜ�È�ÛºÝ[È�Û�Æ�Ç�É�Ì�Ç¬Æ æ à Ê u �OR � gË ÅLÜTÆ�Ç[ÈYÛºÝ�ÈYÛnÆ Ö É�Ì ¤ ÅLÛ�Æ�Ç[È�ÜÓÌ�Ç�É è �

FALL 2.2.2. Der Block ÅLÛºÝ�ÈYÜNÆOÇ�É wird in derForm OU geschnitten.Esgilt dannwegen
Lemma3.3.20(3) ÛºÝåÔOÛºÝ Ñ Ï�Ô ÚvØ�Ì�ÜÓÌmÇØ�ÌmÇ È
womit dieBehauptungausà Ê u �OR � uË ÅLÜ�ÈYÛºÝ�ÈYÛnÆ�Ç�ÉnÌmÇWÆ}æ à Ê u �OU � gË ÅLÜfÆ�Ç[È�ÛºÝ[È�ÛnÆ Ö É�Ì ¤ ÅLÛnÆ�Ç[ÈYÜTÌ�Ç�Éºè
folgt.

Der BeweisdesTheoremsfür einenungeradenBlock ÅLÛ�ÈYÜYÉ erfolgt analog.Hier werdenfür
denFall, dassderBlock ÅLÛvÆmÇ[È�ÜfÌOÇ�É vollständigist, die Fälle, in denenderBlock ÅLÛvÆmÇ[È�ÜYÉ
vollständigbzw. nichtvollständigist, unterschieden.FallsderBlock ÅLÛaÆKÇ[È�Ü¬ÌIÇ�É unvollständig
ist, wird dieweitereFallunterscheidungdanachvorgenommen,obderersteunvollständigeBlock
vonProzessorÜ geradeoderungeradeist. ì
Essei Ú eineungeradenatürlicheZahl. EinePyramidederHöhe ÚvØ werdedurchBlockplanung
auf Ø Prozessorenabgebildet.Es sei íTÅLØWÈYÚ[ÉëÔîÅ à ÝcÐ ïLÉ die Akkumulationsmatrix. Wennalle
KnotendieBerechnungszeit Ç habenunddieKommunikationskostenvernachlässigtwerden,dann
beendetProzessorÜ denBlock ÅLÛ�ÈYÜYÉ zumZeitpunkt à ÝcÐ ï . InsbesonderebeendenalleProzessoren
die letzteEbenezumZeitpunkt Å�ÅLÚ Ò ÌmÇ�É�ØmÌIÚ¬Æ�Ç�É�ð Ö .

BEWEIS. GemäßTheorem3.3.27ist die Blockplanungblockierungsfrei. Folglich ergeben
sichdieselbenBerechnungszeiten wie beiderEbenenplanung. ì

Dabei derBlockplanungdieselbenKommunikationsvorgängeauftretenwie beiderEbenen-
planung,wirkt sichderKommunikationsoverheadin gleicherWeiseaus.Auf Grunddesanders
verlaufendenkritischenPfadeserhaltenwir einenetwasgeringerenKommunikationsoverhead.
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LEMMA 3.3.28. EinePyramideder Höhe ñHÔOÚvØ mit ÚÓòmá werdedurch BlockplanungaufØóò Ö
Prozessoren abgebildet. Wenndie Berechnungszeitsowiedie Latenzzeitvernachlässigt

werden und der Kommunikationsoverhead ô�ÔîÇ ist, dann ist die Berechnungsdauer gegeben
durch õ ÅLñvÈYØTÉâÔ}ö áâÚ¬Æ�Ç falls ØÙÔ ÖÖ ÚvØOÆ�Ç falls Øçò�á Þ Ö ÚvØOÆ�Ç�÷

BEWEIS. Der Beweisfür denFall Ø}Ô Ö erfolgt analogzumBeweisvon Lemma3.3.13für
die Ebenenplanung. Für Ø]òÙá betrachtenwir denVerlaufdeskritischenPfades.In Abbildung
3.3.13ist seinVerlauffür sechsProzessorenund ÚåÔ ø dargestellt.

Prozessor
Ö

beendetdieBerechnungseineserstenKnotenszumZeitpunkt
Ö ÅLØ�Æ Ö ÉYÆ�Ç . Die

restlichenbeidenKnotenin dererstenPhaseundderersteKnotenin derzweitenPhaseerfordern
jeweils

Ö
Kommunikationen. Folglich kannProzessorÇ denerstenKnotenin derzweitenStufe

von Phase
Ö

zumZeitpunkt
Ö ØOÌOÇ bearbeiten.NachdiesemZeitpunktentstehenbei ProzessorÇ keineweiterenWartezeitenmehr. Da für jededer beidenZonengrenzennoch ÅLÚÓÆ Ç�É�ØçÆ Ç

Kommunikationen folgen,erhaltenwir insgesamteineBearbeitungszeit vonõ ÅLñvÈaØTÉâÔ Ö ØmÌmÇpÌ Ö ÅiÅLÚ¬Æ�Ç�É�Ø Æ�Ç�É�Ô Ö Ú�ØmÆ�Ç�÷ ì
THEOREM 3.3.29. Essei Ú�ÈYØÙù NI mit Úêòmá undessei ñ�ÔOÚvØ . Esseiõ

calc ÅLñvÈYØTÉâÔ{ö ÏÒ ã ÅLÚ Ò Ì Ö É�ØmÌ�ÚWÆ Ö äêú falls Ú geradeÏÒ ã ÅLÚ Ò ÌmÇ�É�ØmÌ�ÚWÆ�Çcäêú falls Ú ungerade÷
Für denMakespan

õ ÅLñvÈaØTÉ einermit Pie-MappingundBlockplanungorganisiertenBerechnung
einerPyramidederHöhe ñ auf Ø Prozessorengiltõ

calc ÅLñvÈYØTÉnÌOÅLÚvØmÆ�Ç�É�ô¬ÌOÅLØOÆ�Ç�É�ûÞ õ ÅLñvÈYØTÉüÞõ
calc ÅLñvÈYØTÉnÌOÅ Ö ÚvØmÆ�Ç�ÉWôWÌOÅLÚvØmÆ�Ç�É�û�÷

BEWEIS. DieuntereSchranke folgt ausderTatsache,dassjederProzessormindestensÚvØëÆÓÇ
Kommunikationsoperationen durchführtund dassmindestensdie Latenzzeitenin denerstenØ
Stufenentstehen.Die obereSchranke folgt ausdenLemmata3.3.1und3.3.28. ì

Der entscheidendeUnterschiedder beidenAbbildungsverfahrenwird an Theorem3.3.27
deutlich.Die Zeit, die bei derBlockplanungfür die Kommunikation zur Verfügungsteht,steigt,
solangedie Blöcke vollständigsind,an. Wie in Abbildung3.3.5zu sehenist, stehtbei derEbe-
nenplanungentlangdernachlinks verlaufendenZonengrenzenkeineZeit für dieKommunikation
zurVerfügung.An diesenStellenmussesalsozwangläufigzuVerzögerungenkommen.Die Aus-
wirkungendieserVerzögerungensindin demin Abbildung3.3.14(a)gezeigtenAusführungsprofil
einerfeingranularenRechnungmit Ebenenplanungdeutlichsichtbar.

Abbildung3.3.14(b)zeigtdie zurVerfügungstehendeKommunikationszeit bei Ebenen-und
Blockplanungsowie die sich ausTheorem3.3.27ergebendeuntereSchranke für die Blockpla-
nung. Mit AusnahmederEbenen,in denendie Boxen nicht vollständigsind,stehtbeim Block-
mappingmehrZeit für die Kommunikationzur Verfügungals bei Ebenenplanung.Der Beitrag
der Latenzzeitzum Gesamtoverheadder Berechnungist somit bei der Blockplanunggeringer.
Dieseswird durchAbbildung 3.3.14(c)veranschaulicht. Es existiert zwar bei beidenVerfahren
eine Pyramidenhöhe,ab der der Einflussder Latenzzeitkonstantist, jedochtritt dieserEffekt
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ABBILDUNG 3.3.13. VerlaufdeskritischenPfadesbei Blockplanungfür ØüÔü È�ÚÓÔçø�ÈYû�ÔOúWÔþý und ôfÔçÇ . Ab einschließlichPhase3 entstehendurchden
KommunikionsoverheadnurnochWartezeitenbeidenProzessorený und Ø�ÆKÇ ,
die jedoch(wie bei derEbenenplanung)nicht aufdemkritischenPfadliegen.
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ABBILDUNG 3.3.14. VergleichderAbbildungsverfahren für diePyramide.
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bei derBlockplanungbereitsbei kleinerenPyramidenhöhenein. Abbildung3.3.14(d)stellt den
minimalenWert für Ú , ab demder Einflusskonstantist, für beideVerfahrenda. Im Falle der
EbenenplanunghängtdieserWert nicht von derProzessoranzahl abundist ungefährsogroßwie
dieLatenzzeit.Bei derBlockplanunghängtdieserWertzwarvonderProzessoranzahlab,ist aber
nuretwa halbsogroßwie beiEbenenplanung.

Die Blockplanungstellt einendeterministischenAnsatzdar, die durchdie Ebenenplanung
erzeugtenVerzögerungenzu verhindern. Ein weitererAnsatzdieseszu tun bestehtdarin, die
Knoten innerhalbder Zonenin der Reihenfolgezu bearbeiten,in der sie berechenbarwerden
(FCFS-Reihenfolge).

Abbildung 3.3.14(e)zeigt einenexperimentellenVergleich der in diesemAbschnittbehan-
deltenAbbildungsverfahren. DasPie-MappingerlaubtbeiallenAbarbeitungsreihenfolgen wegen
desnur linearin derPyramidenhöheansteigendenKommunikationsaufwandshöhereEffizienzen
als dasZS-Mappingund Pipelining. Die FCFS-Reihenfolge ist effizienterals Ebenenplanung,
daWartezeitendurchdie BearbeitungbereitsberechenbarerKnotenüberbrücktwerden.Da die
Blockplanungzudemdie Berechnungsreihenfolgen derProzessorenaufeinanderabstimmt,führt
esvor allembei feingranularenBerechnungenzuhöherenEffizienzenalsdieFCFS-Reihenfolge.

DasDiagrammzeigtzusätzlicheinenEffekt, derbereitsbeiderDiskussiondesZS-Mappings
unddesPipeliningsaufgezeigtwurde.Für im Vergleichzur RechenzeitgroßeKommunikations-
zeitenist in derTatdasPipeliningeffizienteralsdasZS-Mapping.

3.4. OffeneFragen

Wir habengesehen,dassder Kommunikationsaufwand reduziertwerdenkann, wenn den
ProzessorenzusammenhängendeGebietedesAufgabengraphenzugewiesenwerden. DasPie-
MappingVerfahrenkanndurchSpiegelungs-undUmkehrungsoperationen direkt für umgekehrte
Pyramidenund für Diamantenangewendetwerden. Die Anwendungauf denDiamantenwirft
die Frageauf, ob andereAuswertungsreihenfolgen bessersindalsdie, die sichausdemzusam-
mengesetztenPlaneiner Pyramideund einerumgekehrtenPyramideergibt. Fernerist eseine
interessanteAufgabe,denPie-MappingAnsatzsozuverallgemeinern, dasseraufRechtecke und
auf höherdimensionale Indexräumeangewendetwerdenkann. Ein Verfahren,dasautomatisch
geeigneteGebietszerlegungenundAusführungsreihenfolgen festlegt, könnteim Bereichderpar-
allelisierendenCompilersinnvoll eingesetztwerden.

WährendderBerechnungdererstenØ EbeneneinerPyramidetretenzwangsläufigWartezei-
tenauf. InsbesonderediesePhasekönntealsodurchredundantePlänebeschleunigtwerden.

Generellstellt sichschließlichdie FragenachderKomplexität, einenoptimalenPlanfür die
Pyramidezu berechnen.Wie in Abschnitt3.1dargelegt, ist in derLiteraturdieKonstruktionvon
Plänenmit undohneAufgabenduplizierungfür verschiedeneGraphklassenbetrachtetworden.Es
ist bislangnicht bekannt,ob ein optimaler(redundanter)Planfür die Pyramidein polynomieller
Zeit angegebenwerdenkann.Da die Pyramidedurchihre Höheeindeutigspezifiziertist, müsste
dieLaufzeiteinessolchenAlgorithmuspolylogarithmisch in derPyramidenhöhesein.
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KAPITEL 4

Planungparallelisierbarer Aufgaben

In diesemKapitelbetrachtenwir Anwendungen,beidenenParallelitätin verschiedenenEbenen
auftritt. DerartigeAnwendungengenerierenAufgaben, die ihrerseitsparallelberechnetwer-

denkönnen.Vor allemwennnur wenigeAufgabengleichzeitigberechnetwerdenkönnen,ist es
notwendig,dieseAufgabenparallelität auszunutzen.Diesesgeschiehtim Allgemeinenameffizi-
entesten,wenndenverschiedenenAufgabendisjunkteProzessorgruppen zugeordnetwerden.

Die Zuordnungkannbeispielsweisedadurchgeschehen,dassallenAufgabeninitial die glei-
cheProzessoranzahlzugeordnetwird. SobaldeineAufgabeberechnetist, werdendie frei ge-
wordenenProzessorenanderenAufgabenzugeteilt. Eine solchedynamischeMethodewird von
demin VDS integriertenKonzeptderdynamischenProzessorgruppenunterstützt.Esist zwarbei
derNutzungdiesesKonzeptsbereitsmöglich,durcheineGewichtungderAufgabenVorabwissen
überihreSkalierbarkeit undLaufzeitzunutzen,jedochkönnenbessereErgebnisseerzieltwerden,
indemdiesesWissenfür eineinitiale PlanungderBerechnunggenutztwird.

Im Folgendenbetrachtenwir dasProblemeinersolcheninitialen Planung. Wir gehenda-
bei davon aus,dassdie AufgabendieselbeparalleleRechenzeit

õ �_¡ ¢¤£ ¥ haben,und dassdiese
Rechenzeita priori bekanntist. Abschnitt4.1 fasstdenStandderForschungauf diesemGebiet
zusammen.In Abschnitt 4.2 stellenwir einenAlgorithmus vor, der einenoptimalenPlan für
gleichförmigeAufgabenberechnet.Bei einer konstantenProzessoranzahl ist die Laufzeit des
Algorithmus polynomiell in der Aufgabenanzahl.Da die Laufzeit exponentiell in der Prozes-
soranzahlist, stellenwir in Abschnitt4.3 einen ¦¨§ Approximationsalgorithmus für dasProblem
vor. SchließlichdiskutiertAbschnitt4.4 die AnwendungdesAlgorithmusfür baumstrukturierte
Berechnungen.Insbesonderewerdenzwei Aussagenüberdie IsoeffizienzsolcherBerechnungen
hergeleitet,die bei derAnalysederSkalierbarkeit derparallelenDescartesMethodein Kapitel 7
benutztwerden.

4.1. Standder Forschung

DasProblem,die BearbeitungparallelerAufgabenzu planen,ist in denletzten10 Jahrenin
unterschiedlichenAusprägungenuntersuchtworden. Dieseergebensich zumBeispieldadurch,
dassdieBearbeitungeinerAufgabeunterbrochenwerdenkann[87], oderdurchdieExistenzvon
Abhängigkeiten zwischendenAufgaben[132, 133]. WeitereAusprägungenergebensichdurch
unterschiedlicheOptimierungsziele wie zumBeispieldergewichtetenSummederBearbeitungs-
zeiten[119, 121] oderdergesamtenBearbeitungszeit. Veltmanu.a. [131] undDrozdowski [47]
gebenguteÜbersichtenüberdie VielzahlderArbeiten.

In diesemKapitel betrachtenwir die unterbrechungsfreie Abarbeitungvon ñ unabhängigen
Aufgabenauf £ Prozessoren.Das Ziel ist, die Gesamtbearbeitungszeit (Makespan)zu mini-
mieren. Wenn die Anzahl der Prozessoren,mit deneneine Aufgabeberechnetwerdenkann,
unterschiedlicheWerte annehmendarf, werdendie Aufgabenals verformbarbezeichnet.Bei
nicht verformbarenAufgabenist somitdie ProzessoranzahljederAufgabeein Teil derEingabe.
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Bei verformbarenAufgabenenthältdieEingabeanstattdessenAngabenüberdasSkalierungsver-
haltender Aufgaben—dieBestimmungder ProzessoranzahljederAufgabeist hier ein Teil des
Planungsproblems. Da dasPlanungsproblemsowohl für verformbarealsauchfür nicht verform-
bareAufgabenselbstfür einefesteAnzahlvon Prozessoren( £ òÙø ) im strengenSinneNP-hart
ist [48], stellt sichdienatürlicheFragenachApproximationsalgorithmen.

DasPlanungsproblem für nicht verformbareAufgaben(PNVA) ist ein Spezialfall desRes-
sourcen-beschränktenPlanungsproblems(RBP), dasvonGarey undGraham[60] formuliertwur-
de.Hierbeigibt eseineodermehrereRessourcen,vondenenjedeAufgabejeweilseinebestimmte
Mengebenötigt.DasPNVA kannalsRBPmit einerRessource,denProzessoren,formuliertwer-
den. Garey andGraham[60] zeigen,dassein einfacherauf ListenplanungberuhenderAnsatz
ausreicht,um einenApproximationsfaktor von ¦ zu erreichen.

Falls denAufgabennur Prozessorenmit aufeinanderfolgenden Indizeszugeordnetwerden
können,ist dasPNVA mit dem orthogonalorientiertenPackungsproblemfür Rechtecke iden-
tisch, daszuerstvon Baker, Coffman und Rivest untersuchtwurde [3]. Die Dimensionendes
Packungsproblems sinddie Zeit unddie Prozessoren.Der bestebekannteApproximationsfaktor¦ für diesesProblemist von Steinberg vorgestelltworden[122]. Für eineeingeschränkteForm
desPNVA, bei der für jedeAufgabesogardie Prozessormengespezifiziertwird, gebenAmoura
u.a. ein polynomiellesApproximationsschema an,mit demein Approximationsfaktor von ©«ª­¬
für ¬¯® ý erreichtwerdenkann[1]. Allerdingswird hierbeizumeinendie Prozessoranzahl als
konstantangenommenundzumanderenist dieLaufzeitexponentiellin ©�ðb¬ .

DasPlanungsproblem für verformbareAufgaben(PVA) ist eineVerallgemeinerung desPN-
VA. JedesPNVA kann als PVA formuliert werden,indem für dasSkalierungsverhalten einer
Aufgabebei jederProzessoranzahl, dienichtdergefordertenentspricht,ein“schlechter”Wertan-
gegebenwird. Hierdurchwird sichergestellt,dasseineoptimaleLösungdesPVA jederAufgabe
diegeforderteProzessoranzahlzuordnet.

DasPVA bestehtauszwei Teilproblemen.Die Erstebestehtin der Ermittlung der Prozes-
sormengefür jedeAufgabeunddie Zweite in derBestimmungderZeitpunkte,zu denenjeweils
die Bearbeitungder Aufgabenbegonnenwerdensoll. Die Approximationsalgorithmen lassen
sich danachklassifizieren,ob sie dieseTeilproblemenacheinanderodergleichzeitiglösen. Das
PVA wurdezuerstvon KrishnamurtiundMa [86] untersucht.Sie lösenbeideProblemegleich-
zeitig, allerdingsmit der Einschränkung, dassalle Aufgabenzum Zeitpunkt0 startenmüssen.
(Diesesbeschränktdie AnzahlderAufgabenauf die Prozessoranzahl.) Die verwendeteTechnik
bestehtdarin,zunächstjederAufgabeeinenProzessorzuzuordnen.Danachwird iterativ jeweils
der Aufgabe,die die längsteLaufzeit hat, ein weitererProzessorzugeordnet—solangebis alle
Prozessorenzugeteiltsind. Bei £ Prozessorenund ñ±° £ AufgabenerreichensieeinenAppro-
ximationsfaktor von ²´³
µ

� £«¢ ¦[ð � ©¶§Iñ�ð £ ¥�¥ .
Der schnellsteApproximationsalgorithmus mit Approximationsfaktor ¦[ð � ©´§·©�ð £ ¥ wurde

von BelkhaleundBanerjeevorgestellt[5]. Er stellt zwar keineRestriktionenandie Anzahlder
Aufgaben,fordertaberfür jedeAufgabe,dassbezüglichderProzessoranzahlihre Berechnungs-
zeit monotonsinkt und ihre Arbeit monotonsteigt. Auch hier werdendie beidenTeilprobleme
gleichzeitigverfolgt. Alle Aufgaben,denenmehralseinProzessorzugeordnetwird, startenzum
Zeitpunkt ý . Die anderenAufgabenwerdenmit Listenplanungzugeteilt. In jederIterationwird
dieAufgabe ¸ mit derlängstenLaufzeitbetrachtet.Falls diesezudenengehört,diezuletztfertig
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werden,undnochnicht alle Prozessorenzugeordnetsind,wird ¸ ein zusätzlicherProzessorzu-
geteilt(waseineneuePlanungdersequentiellenAufgabenzurFolgehat).Andernfalls terminiert
derAlgorithmus.Die Berechnungzeitwird von

� ñ¹ª £ ¥»º
¼¾½¿£ dominiert.
Turek,Wolf undYu habendieersteArbeit vorgestellt,in derdiebeidenSchritte(Prozessorzu-

teilungundLösungdesresultierendenPNVA) getrenntvoneinanderbehandeltwerden[127]. Sie
zeigen,dassmaneinenAlgorithmusfür dasPNVA mit Laufzeit û � ñ ¢¤£ ¥ undApproximations-
faktor À benutzenkann,umeinenAlgorithmusfür dasPVA mit demselbenApproximationsfaktor
zu bekommenohneAnforderungenan die Aufgabenzu stellen. Die Laufzeit deskonstruierten
Algorithmuswird von £ ñêû � ñ ¢Á£ ¥ dominiert.Sieresultiertdaraus,dasshöchstensñ � £ §Â© ¥ ª±©
möglicheProzessorzuweisungenberechnetwerdenundfür jededieserZuweisungeneinPlanbe-
stimmt wird. Ludwig und Tiwari verbesserndiesesErgebnisbezüglichder Laufzeit, indemsie
nur noch für eineZuweisungeinenPlanbestimmen[95]. Somit wird die Planungszeitbereits
von ñ £ ª�û � ñ ¢¤£ ¥ dominiert.Zusammenmit demPackungsalgorithmusvonSteinberg erreichen
somitbeideAlgorithmeneinenApproximationsfaktor von ¦ .

Mounie,Rapineund Trystramstellenfür denFall, dassdie Aufgabenkeinensuperlinearen
Speedupermöglichen,einen Ã á -Approximationsalgorithmusvor [101]. Siebenutzeneinendua-
lenApproximationsansatz. Hierbeiwird entweder

Ä ein Planmit MakespanvonhöchstensÅÇÆ erzeugt,oderÄ eswird gezeigt,dasseskeinenPlanmit MakespanÆ gibt.

DurcheinegeeigneteWahl desStartwertesfür Æ erhältmanmit einerkonstantenAnzahlvonBi-
sektionierungsschritteneinehinreichendgenaueSchätzungdesMakespanseinesoptimalenPlans
und somit eine Approximationgarantie von Å . Ausgehendvon demSchätzwertÆ wird für je-
deAufgabeeineminimaleProzessoranzahlbestimmt,sodassihre BearbeitungszeithöchstensÆ
Zeiteinheitenbenötigt. Danachwerdendie Aufgabenin absteigenderReihenfolgederBearbei-
tungszeitplatziert. Falls die GesamtarbeitderAufgaben,die zumZeitpunkt ý beginnen,kleiner
als Æ¶Ã á�ð¾¦bÈ ist, kannfür diesesVorgehenbereitseineApproximationsgüte von Ã á garantiert
werden,unddieLaufzeitdesAlgorithmuswird von ñ º
¼¾½¿£ dominiert.Andernfalls wird dasPla-
nungsproblemauf ein Rucksackproblemzurückgeführt,waseinevon ²´³
µ

� ñ £«¢ ñÊÉ¶ªOñ º
¼¾½¿£ ¥
dominierteLaufzeitergibt.

DaserstepolynomielleApproximationsschematafür einekonstanteProzessoranzahl wurde
von JansenundPorkolab vorgestellt[77]. Siebenutzenwie Amourau.a. eineLP Formulierung
für dasProblem.EineerweiterteVariante,beiderfür jedeAufgabealternative Prozessormengen
spezifiziertwerdenkönnenwird von Chenund Miranda [17] betrachtet. Auch sie gebenein
polynomiellesApproximationsschema an.

In diesemAbschnittbetrachtenwir einespezielleForm (GPVA) desPVA, bei der alle Auf-
gabendieselbesequentielleLaufzeitunddasselbeSkalierungsverhalten haben.Eswird gezeigt,
dassdasProblemin diesemFall einfacherwird, da bei konstanterProzessoranzahldie Zeit für
dieBerechnungeineroptimalenLösungpolynomiellin derAufgabenanzahlist. Allerdingsist die
Eingabegrößein diesemFall nur nochlogarithmischin derAnzahl der Aufgaben,sodasshier-
durchdieFragenachderKomplexität desGPVA nichtbeantwortetwird. DadieProzessoranzahl
exponentiellin die LaufzeitdiesesAlgorithmuseingeht,ist er für praktischeZwecke ungeeignet.
Eswird dahereinApproximationsalgorithmusfür dasGPVA vorgestellt,derdieGleichförmigkeit
derAufgabenberücksichtigt.
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4.2. Optimale Plänefür dasGPVA

Formalstellt sichdasGPVA wie folgt:

Eingabe: Eine Prozessoranzahl £ , eineAufgabenanzahlÈ , und einemonotonfallende
Laufzeitfunktion ú¿ËÇÌ¾© ¢ ÷�÷�÷ ¢Í£´ÎÐÏ RI Ñ¤Ò , wobei ú ��Ó ¥ dieBearbeitungszeiteinerAufgabe
auf

Ó
Prozessorenist.

Ausgabe: Ein Plan Ô±Õ×Ö´Ì¾© ¢ ÷�÷�÷ ¢Í£´Î Ø RI Ù¤Ò mit
(1) Ú�Ô«Ú¨ÛÜÈ ,
(2)

��ÝßÞ ¢Áà Þ ¥Í¢ ��Ý¤á ¢Áà á ¥ ùâÔ und

ÝßÞäã¹Ý¤á å
ÛÜæ impliziertç à Þ ¢Áà Þ ªKú � Ú ÝßÞ Ú ¥�è ã ç à á ¢Áà á ªKú � Ú Ý¤á Ú ¥�è ÛÜæ ,

(3) ²¹ébêëÌ
õ
Ú
��Ý ¢¤àÁ¥ ùâÔ ¢

õ
Û à ªKú � Ú Ý Ú ¥ÍÎ ist minimal.

Zunächstsei bemerkt,dassdie Forderungnachder Monotonieder LaufzeitfunktionkeineEin-
schränkungdarstellt.FallseinProblemvorliegt, dessenLaufzeitfunktionnichtmonotonist, reicht
esaus,einemodifizierteLaufzeitfunktion úÍì ��Ó ¥ Ë�ÛÜ²´³
µ

Þ]í ï í î ú ��Ó ¥ , die gegebenenfalls Prozesso-
renungenutztlässt,zubetrachten.

BezüglichderAusgabespezifikation stellt die ersteBedingungsicher, dassfür jedeAufgabe
eineProzessormengeundeinStartzeitpunktberechnetwird, diezweiteBedingungimpliziert,dass
ein ProzessorhöchstensaneinerAufgabegleichzeitigarbeitet,unddie dritte Bedingungenthält
dasOptimierungsziel—dieMinimierungderGesamtbearbeitungszeit. Ein Planist zulässig, wenn
er die erstenbeidenBedingungenerfüllt. Er ist optimal, wenner zusätzlichdie dritte Bedingung
erfüllt.

Wir werdenim Folgendenzeigen,dassdieZeit, einenoptimalenPlanzufinden,von ñ � ¦�ñ ª© ¥]ïÊð]ñ¾ò ¦ ï dominiertwird. FallsdieAusführungszeiten rationalsind,wird siebereitsvon ñ �
ó ú � © ¥�¥ ïßô Þ ¦ ï
dominiert,wobei

ó
daskleinstegemeinsameVielfachederAusführungszeiten ist. Um dieseszu

zeigen,werdenwir zunächstzeigen,dassesstetseinenoptimalenPlangibt,derbestimmteEigen-
schaftenerfüllt. Für die Beschreibung dieserEigenschaftenwerdendie folgendenDefinitionen
benötigt.

DEFINITION 4.2.1. DerLastvektoreinesPlansÔ ist derVektor

�
õ¾Þ ¢WöWöWö÷¢ õ ï ¥ mitõ÷ø
Û­²¹ébêëÌ à ªIú � Ú Ý Ú ¥ Ú ��Ý ¢ÍàÁ¥ ùâÔ>ùûúâù Ý Î

für © üÜú»ü £ . Der sortierteLastvektor

��ý�Þ ¢WöWöWö÷¢ ý ï ¥ ist gegebendurch

ý�ø
Û
õ þ¾ÿ ø�� für © üÜú»ü £ ,

wobei � einePermutationmit

õ þ¾ÿ ø�� ü õ þ¾ÿ�� � für ©ëüûú °��´ü £ ist. DerWert

ý
ï ist derMakespan� �

Ô ¥ desPlansÔ .

DEFINITION 4.2.2. Essei

��ý�Þ ¢WöWöWö ý ï ¥ dersortierteLastvektordesPlansÔ . Dernormalisierte
Lastvektor� �

Ô ¥ Û
�
	ÇÞ ¢WöWöWö÷¢ 	 ïßô Þ ¥ von Ô ist gegebendurch

	¨ø
Û
ý�ø � Þ § ý�Þ

für © ü­ú ü £ §­© .
DEFINITION 4.2.3. Ein Plan Ô heißtgepackt, wennfür jedesPaar

��Ý ¢¤àÁ¥ ù Ô entwederà Û ý
gilt, oderwennesein anderesPaar

��Ý
� ¢Áà � ¥ ùâÔ gibt mit

Ý¯ã¹Ý
�äå
ÛÜæ und à

�
ªIú � Ú Ý
� Ú ¥ Û à .

DEFINITION 4.2.4. Essei Ô ein zulässigerPlanfür È Aufgaben.Der Plan Ô enthälteinen
Plan Ô

�
genaudannwenn Ô

�
Õ Ô . Die PläneÔ

Þ ¢WöWöWö÷¢ Ô�� ô Þ heißenZwischenplänevon Ô , wennÔ
Þ
Õ������ÁÕûÔ�� ô Þ ÕûÔ , und Ú�Ô

ø
Ú¨Ûûú für ©ëüûú °­È .

DEFINITION 4.2.5. Essei Ô einzulässigerPlan.EineAufgabe

��Ý ¢¤àÁ¥ ù Ô heißtunabhängig,
wennjedeAufgabe

��Ý
� ¢Áà � ¥ ù Ô mit

Ý ã¹Ý
� å
Ûûæ dieBedingungà

�
� à erfüllt.

Generellkönnenwir einenPlanfür È ®>© Aufgabenkonstruieren,indemwir zunächsteinen
Planfür È §Ü© Aufgabenberechnenund dannder È -ten AufgabeeinegeeigneteMengefreier
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Prozessorenzuweisen.JedederartigeschrittweiseKonstruktioneinesPlansdefinierteineMenge
vonZwischenplänen.

Wir werdennun normalisierteLastvektorenoptimalerPläneund entsprechenderZwischen-
plänebetrachten.

LEMMA 4.2.6. Für jedenoptimalenPlan Ô für È Aufgabengibt eseinenPlan Ô�� sowie
ZwischenpläneÔ

Þ ¢WöWöWö÷¢ Ô�� ô Þ von Ô�� mit denfolgendenEigenschaftenfür ©ëüûúäüûÈ :

(1) Der Plan Ô�� hatdenselbenMakespanwieder Plan Ô .
(2) Der Plan Ô

ø
ist gepackt undesgilt für dennormalisiertenLastvektor

�
	 ÿ ø��Þ ¢WöWöWö÷¢ 	 ÿ ø��ïßô Þ ¥
von Ô

ø
dieUngleichung

	 ÿ ø��ïßô Þ ü�ú � © ¥ . KeineAufgabein Ô
ø
wird späterbeendetals in Ô .

BEWEIS. Wir konstruierendiePläneÔ
Þ ¢WöWöWö÷¢ Ô�� iterativ. Die Mengen� Þ ¢WöWöWöW¢ ��� enthalten

die nochnicht geplantenAufgabe. WährendderKonstruktiongilt mit Ô Ò Û æ und � Ò Û Ô die
folgendeInvariantefür ©ëüûú ü­È .

(1) Ô
ø�� � ø ist einzulässigerPlanfür È Aufgaben.

(2) Die Aufgabe

��Ý ¢¤àÁ¥ ù Ô ø�� Ô ø ô Þ ist in � ø ô Þ unabhängig.

Für denAnfang wählenwir einebeliebigeAufgabe

��Ý ¢¤àÁ¥ ù Ô mit à Û ý und setzenÔ
Þ
Ë�ÛÌ

��Ý ¢¤àÁ¥ÍÎ , � Þ Ë�Û·Ô
�
Ô
Þ
. EinesolcheAufgabeexistiert, da Ô optimal ist. Wegen à ümú � © ¥ erfülltÔ

Þ
denzweitenTeil derBehauptung.Offensichtlicherfüllen Ô

Þ
und � Þ die Invariante.Esseinun©ë°ûú üûÈ undesgeltedie Behauptungfür diePläneÔ

Þ ¢WöWöWö Ô
ø
ô
Þ
.

Essei

��ý�Þ ¢WöWöWö÷¢ ý ï ¥ dersortierteLastvektor von Ô
ø
ô
Þ

undessei � die zugehörigeSortierper-
mutation.Essei À die AnzahlderProzessoren,derenLastgleich

ý�Þ
ist. Somitgilt

ý�Þ
Û������ÁÛ ý��

.
Wir unterscheidendie folgendenFälle.

FALL 1. Es gibt eine unabhängigeAufgabe

��Ý ¢ÁàÁ¥ ù�� ø ô Þ , die einender Prozessoren� � © ¥Í¢WöWöWöb¢ � � À ¥ benutzt. Dannsetzenwir � ø Ë�Û�� ø ô Þ��´��Ý ¢ÁàÁ¥ . Es sei

	 ù Ì¾© ¢WöWöWöb¢ À Î so ge-
wählt,dass� �
	 ¥ ù Ý . WegenderzweitenBedingungderInvariantegilt à

�×ý�Þ
.

FALL 1.1 à ª�ú � Ú Ý Ú ¥ § ý�Þ
üOú � © ¥ . Essei à ì der frühesteZeitpunkt,zu demalle Prozessoren

aus

Ý
in Ô

ø
ô
Þ

fertig sind. Da Ô
ø
ô
Þ�� � ø ô Þ ein zulässigerPlan ist, gilt à ì ü à . Wir setzenÔ

ø
Ë�Û Ô

ø
ô
Þ �

Ì
��Ý ¢¤à ì ¥ÍÎ . Damit ist auch Ô

ø!� � ø ein zulässigerPlan. Es sei

��ý � Þ ¢WöWöWö÷¢ ý �ï ¥ der
sortierteLastvektor von Ô

ø
. Da in Ô

ø
kein Prozessorfrüher fertig ist als in Ô

ø
ô
Þ
, gilt

ý�Þ
ü
ý � Þ

.
Fernergilt

ý �
ï Ûû²¹ébê

��ý
ï ¢Áà ªIú � Ú Ý Ú ¥�¥ , undfolglich

ý �
ï §

ý � Þ ü ý �
ï §

ý�Þ
ü�ú � © ¥ .

FALL 1.2. à ª�ú � Ú Ý Ú ¥ § ý�Þ ®�ú � © ¥ . Dannsetzenwir Ô
ø
Ë�Û>Ô

ø
ô
Þ��

Ì
�
Ì"� �
	 ¥ÍÎ¾¢ ý�Þ ¥ÍÎ . Durchdiese

Operationwird derZeitpunkt,zu demdie Aufgabe

��Ý ¢¤àÁ¥ berechnetist, verkürztundfolglich ist
auchin diesemFall Ô

ø#� � ø einzulässigerPlan.FürdensortiertenLastvektor

��ý � Þ ¢WöWöWö÷¢ ý �ï ¥ von Ô
ø

gilt

ý�Þ
ü
ý � Þ

und

ý �
ï Û­²¹ébê

��ý
ï ¢

ý�Þ
ªKú � © ¥�¥ . Somitgilt auch

ý �
ï §

ý � Þ ü ý �
ï §

ý�Þ
ü�ú � © ¥ .

FALL 2. Esgibt keineunabhängigeAufgabeaus � ø ô Þ , die einenderProzessoren� � © ¥ , öWöWö ,� � À ¥ benutzt. Es sei

��Ý ¢ÁàÁ¥ eineunabhängigeAufgabeaus � ø ô Þ , so dassà ªmú � Ú Ý Ú ¥ minimal
ist. (Esgilt alsofür jedeunabhängigeAufgabe

��Ý � ¢Áà � ¥ ù$� ø ô Þ , die Ungleichungà
�
ª�ú � Ú Ý � Ú ¥ �à ªHú � Ú Ý Ú ¥ .) Wir setzen� ø Ë�Û%� ø ô Þ��¿��Ý ¢ÁàÁ¥ . Wie im erstenFall ist wegenderzweitenBedingung

derInvarianteà
�×ý�Þ

.
FALL 2.1. à ªIú � Ú Ý Ú ¥ § ý�Þ

ümú � © ¥ . Wie in Fall 1.1sei à ì derfrühesteZeitpunkt,zu demalle
Prozessorenaus

Ý
in Ô

ø
ô
Þ

fertig sind.Wir setzenÔ
ø
Ë�Û>Ô

ø
ô
Þ!�

Ì
��Ý ¢¤à ì ¥ÍÎ . Essei

��ý � Þ ¢WöWöWö÷¢ ý �ï ¥ der
sortierteLastvektor von Ô

ø
. Mit der BegründungausFall 1.1 gilt à ì ü à und

ý �
ï §

ý � Þ ü}ú � © ¥ .
Außerdemist Ô

ø�� � ø einzulässigerPlan.
FALL 2.2. à ªêú � Ú Ý Ú ¥ § ý�Þ ®�ú � © ¥ . DakeineunabhängigeAufgabeaus� ø ô Þ denProzessor� � © ¥

benutzt,undkeineAufgabevordemZeitpunkt

ý�Þ
ªêú � © ¥ ° à ªêú � Ú Ý Ú ¥ fertig wird, könnenwir Ô

ø
Ë�Û
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Ô
ø
ô
Þ&�

Ì
�
Ì"� � © ¥ÍÎ¾¢ ý�Þ ¥ÍÎ setzenunderhaltenmit Ô

ø�� � ø einenzulässigenPlan.Essei

��ý�� Þ ¢WöWöWö÷¢ ý��ï ¥
der sortierteLastvektor von Ô

ø
. Wie in Fall 1.2 gilt

ý�Þ
ü

ý � Þ
und

ý �
ï Û ²¹ébê

��ý
ï ¢

ý�Þ
ª ú � © ¥�¥ .

Schließlichfolgt

ý �
ï §

ý � Þ ü ý �
ï §

ý�Þ
ü�ú � © ¥ .

In allenFällenist derresultierendePlan Ô
ø
gepacktundesist Ô

ø'� � ø zulässig.Außerdemwird
in Ô

ø
keineAufgabespäterbeendetalsin Ô . Insbesondereist also Ô�� einoptimalerPlan. (

Wir berechnenoptimalePläneindemwir iterativ Zwischenpläneeiner optimalenLösungkon-
struieren.WegenLemma4.2.6könnenwir dieSucheaufgepacktePlänemit normalisiertenLast-
vektoren

�
	ÇÞ ¢WöWöWö÷¢ 	 ïßô Þ ¥ , für die ý ü 	
ïßô

Þ
üÙú � © ¥ gilt, beschränken. Wir nennensolchePläne

relevant. Um denAlgorithmusformulierenzukönnen,führenwir denBegriff dernachfolgenden
Pläneein.

DEFINITION 4.2.7. Es sei ú
� ý und essei Ô ein relevanterPlanfür ú Aufgaben(die leere

Mengeist ein Planfür ý Aufgaben).Wenn Ô
�
ein relevanterPlanfür úßª>© Aufgabenist, der Ô

enthält,dannfolgt der Plan Ô
�
auf Ô . Essei )+* die Mengeder relevantenPlänefür maximal ,

Aufgaben.Wir definierendie Relation“ Ï ” aufdemMenge )+* indem Ô Ï Ô
�
genaudanngilt,

wennderPlan Ô
�
auf Ô folgt.

Algorithmus 3 OptimalePläne

Eingabe: Ein GPVA mit , Aufgaben,£ Prozessoren,ú¿ËÁÌ¾© ¢WöWöWö÷¢Í£´ÎâÏ RI Ñ¤Ò
Ausgabe: Ein optimalerPlanfür dasGPVA

1: -/. Ì÷æ Î
2: for úäÛ·© to ,
3: - � . Ì Î
4: for each 0Nù1-
5: for each 2åù$)+* mit 0 Ï 2
6: if

�43+5 ù$- � Ú6� �
5 ¥ Û7� � 2 ¥�¥ then
7: if

� � 2 ¥ ° � �
5 ¥ then - � . - � � Ì 5 Î � Ì�2 Î
8: else
9: - � . - � � Ì�2 Î
10: -/. - �
11: return ( é68 ½ ²´³
µ�9;:=< Ì � � 0 ¥ÍÎ )

THEOREM 4.2.8. Es gibt einenAlgorithmusfür das GPVA, dessenLaufzeitvon , � ¦6,Âª© ¥]ïÊð]ñ¾ò ¦ ï dominiertwird.

BEWEIS. Der Algorithmus3 berechneteinenoptimalenPlanmittelsdynamischerProgram-
mierung.Er speichertallerelevantenPlänefür ú Aufgabenin derMenge- . Sobaldallerelevanten
Plänefür ú Aufgabengeneriertwordensind,werdendiePlänefür úWª © Aufgabenberechnetindem
für jedenPlanin - alle nachfolgendenPlänegeneriertwerden.Diesewerdenin - � gespeichert.
WennmehrererelevantePlänedenselbennormalisiertenLastvektorhaben,wird derPlangespei-
chert,derdenkleinstenMakespanhat(Zeilen6-9).

Es sei Ô ein relevanteroptimalerPlanund esseien Ô
Þ ¢WöWöWö÷¢ Ô�� ô Þ relevanteZwischenpläne

von Ô . SolchePläneexistierenwegenLemma4.2.6.FürjedendieserPlänegibt eskeinenanderen
Plan mit demselbennormalisiertenLastvektor und einemkleinerenMakespan– sonstwäre Ô
nicht optimal. Da Ô

á
demPlan Ô

Þ
nachfolgt, Ô É demPlan Ô

á
nachfolgtundsoweiter, findetder

AlgorithmusdiesePläneundschließlichdenoptimalenPlan Ô .
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Um die LaufzeitdesAlgorthmuszu bestimmen,betrachtenwir die AnzahlderSchritte,die
der Algorithmusin jederIterationder äußerenSchleifedurchführt. Es sei

��ý�Þ ¢WöWöWö÷¢ ý ï ¥ ein sor-
tierterLastvektoreinesrelevantenPlans.Da alle Plänegepacktsind,fängtdie Bearbeitungeiner
Aufgabeentwederzum Zeitpunkt ý an oderdirekt im Anschlussan die Bearbeitungeineran-
derenAufgabe.Wir könnendeswegendie EinträgederLastvektorenalsLinearkombination der
möglichenBerechnungszeiten einerAufgabeschreiben.Für © ü­ú ü £ erhaltenwirý�ø ù Ì"0 Þ ú � © ¥ ª>�����¾ª?0 ï ú � £ ¥ Ú60 Þ ¢WöWöWö÷¢ 0 ï ù Ì ý ¢WöWöWöb¢ , Î¾Î@ 	¨ø

Û
ý�ø � Þ § ý�Þ ù Ì"0 Þ ú � © ¥ ª>�����¾ª?0 ï ú � £ ¥ Ú60 Þ ¢WöWöWö÷¢ 0 ï ù Ì¾§ , ¢WöWöWöb¢ , Î¾Î ö

Esgibt alsohöchstens

�
¦6,¿ª © ¥]ïÊð�ô¤ï unterschiedliche normalisierteLastvektorenundsomitPläne

in der Menge - . Da eshöchstens¦ ï Möglichkeiten gibt, eineAufgabezu platzieren,und ins-
gesamt, Iterationendurchgeführtwerden,wird die AnzahlderSchrittevon , � ¦6, ªÜ© ¥]ïÊð]ñ¾ò ¦ ï
dominiert. (

Es sei � ein GPVA mit einer rationalenLaufzeitfunktion ú Ë Ì¾© ¢WöWöWö , Î×Ï A Ñ¤Ò . Es seió
Û kgV

� ú � © ¥Í¢WöWöWö÷¢ ú � £ ¥�¥¤ö Dannwird die Zeit für die BerechnungeinesoptimalenPlansfür �
von , ��ó ú � © ¥�¥ ïßô Þ ¦ ï dominiert.

BEWEIS. Wir betrachteneinensortiertenrelevantenLastvektor

��ý�Þ ¢WöWöWö÷¢ ý ï ¥ . Für © üÜú»ü £
gilt ý�ø ù B 0ó Ú"0Nù NI ÒDC @ 	¨ø

Û
ý�ø � Þ § ý�Þ ù B 0ó Ú60Nù Ì ý ¢WöWöWöb¢ ó ú � © ¥ÍÎ C ¢

da ý´ü 	¨ø ü�ú � © ¥ . Die AnzahlderrelevantenPlänewird somitvon

�
ó ú � © ¥�¥ ïßô Þ dominiert. (
Gegebensei ein GPVA mit £ Prozessoren.Es sei E ù NI mit ©ûüFE·ü £ . Wenn die

Laufzeitfunktiondurch ú ��Ó ¥ ÛHG Þ
î für ©ëü

Ó
ü�EÞI für

Ó
®�E ö

gegebenist, dannwird die Zeit, die benötigtwird, um einenoptimalenPlanzu berechnen,von,JEDK ïßô Þ ¦ ï dominiert

BEWEIS. DaskleinstegemeinsameVielfachederAusführungszeitenist durch EDK beschränkt.
Damit folgt dieAussageausFolgerung4.2. (

Wir habengezeigt,dassesmöglich ist, einenoptimalenPlanin linearerZeit zu berechnen,
wenndie Prozessorzahlkonstantist und die Berechnungszeiten rationalsind. Allerdings hängt
die Laufzeitfunktion exponentiellvon der Prozessoranzahl ab. Somit ist dasVerfahrenfür rea-
lisitischeSystemgrößennicht einsetzbar. Für praktischeZwecke werdenim nächstenAbschnitt
phasenparallelePlänevorgestellt– einApproximationsalgorithmus,derPläneberechnet,dieeine
bestimmteStrukturaufweisen.

4.3. PhasenparallelePläne

Im Folgendenwollen wir Plänebetrachten,die ausparallelenPhasenbestehen.In jeder
Phasewerdenhöchstens£ AufgabenaufjeweilsgleichvielenProzessorenberechnet.Die Phasen
werdensequentiellabgearbeitet.Wenn also beispielsweiseder Plan auszwei Phasenbesteht,
beginnt die BearbeitungderAufgabenin derzweitenPhaseerstdann,wenndie Aufgabenin der
erstenPhaseberechnetsind.
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ABBILDUNG 4.3.1. Plänefür � Aufgabenund ©�ø Prozessoren.Die Pläne(a),
(b) und(c) sindphasenparallelePläne.

Abbildung4.3.1zeigteinigePlänefür � Aufgabenund ©�ø Prozessoren.Plan(a) bestehtaus
vier Phasen,Plan(b) auseinerPhaseundPlan(c) auszweiPhasen.Plan(d) ist keinphasenparal-
lelerPlan.Allerdingskönnteeroptimalsein.Mankannalsonichterwarten,durchdieRestriktion
aufphasenparallelePläneeinenoptimalenPlanzufinden.

WegenderPhasenstrukturliegt eineandereNotationderPlänenahe.Und zwar notierenwir
einenphasenparallelen mit È Phasenfür , Aufgabendurchein È -Tupel

� , Þ ¢WöWöWö÷¢ ,
� ¥ , wobei, Þ ª7�����¾ª?,
�ÜÛ%, . Ein phasenparallelerPlanist optimal,wennseinMakespanunterallenpha-
senparallelenPlänenfür dieselbeAufgabenanzahlminimal ist. Wir könnenphasenparallele Pläne
mit dynamischerProgrammierung berechnen,indemwir diefolgendeSuboptimalitätseigenschaft
phasenparallelerPläneausnutzen.

LEMMA 4.3.1. Ein optimalerphasenparalleler Plan für , Aufgabenbestehtentwedernur
auseinerPhaseoderer ist eineKonkatenationzweieroptimalerphasenparalleler Plänefür , Þ
beziehungsweise, á Aufgabenmit , Û%, Þ ª�, á .

(OhneBeweis.)

THEOREM 4.3.2. Die Zeit für die BerechnungeinesoptimalenphasenparallelenPlanseines
GPVAsfür , Aufgabenwird von , á dominiert.

Algorithmus 4 OptimalephasenparallelePläne

Eingabe: , Aufgaben,£ Prozessoren,ú¿ËÇÌ¾© ¢WöWöWöb¢Í£´ÎÐÏ RI Ñ¤Ò
Ausgabe: ein optimalerphasenparalleler Plan

� , Þ ¢WöWöWö÷¢ ,
� ¥
1. for úäÛ>© to ,
2. if ú ü £ then
3. Ô ç ú è . �_ú��=� ï ø#�=� ¢ � ú ¥ �
4. else
5. Ô ç ú è . �4� ¢ � ¥�¥
6. for � Û·© to � øá6�
7. if Ô ç � è_ö úäª­Ô ç úÊ§$� è_ö ú¿°ÜÔ ç ú è_ö ú then
8. Ô ç ú è . �

Ô ç � è_ö ú ª×Ô ç úß§$� è_ö ú ¢ Ô ç � è_ö Ô$�«Ô ç úß§1� è_ö Ô ¥
9. return ( Ô ç , è_ö Ô )

BEWEIS. DerAlgorithmus4 benutzteinenVektor Ô ç © öWöWö , è umoptimalePlänezuspeichern.
JederEintrag Ô ç ú è desVektorsbestehtauszwei Teilen,wobei Ô ç ú è_ö Ô ein Planfür ú Aufgabenmit
MakespanÔ ç ú è_ö ú ist. DerOperator� bezeichnetdieKonkatenationzweierPläne.
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Die InvariantederäußerenSchleifeist dieTatsache,dassdieEinträgeÔ ç © è_ö Ô ¢WöWöWöb¢ Ô ç úÊ§±© è_ö Ô
optimalePläneenthalten.In der ú -tenIterationwird einoptimalerPlanfür ú Aufgabenberechnet.
Hierbei wird die Aussagevon Lemma4.3.1ausgenutzt.Durch die Fallunterscheidung in Zeile
2 werdenPlänemit einer Phaseberücksichtigt. Diesegibt es jedochnur, wenn höchstensso
viele Aufgabenwie Prozessorenvorhandensind. Da die Laufzeitfunktionmonotonfallend ist,
ergibt sichein optimalerPlanmit nur einerPhasedann,wennjederAufgabe � £�� ú�� Prozessoren
zugeordnetwerden. Schließlichwerdenin der innerenSchleifealle Zerlegungenvon ú in zwei
Summanden� und úÇ§�� betrachtet.DabeideSummandenkleinerals ú sind,sinddiezugehörigen
optimalenphasenparallelenPlänebereitsberechnet. (

THEOREM 4.3.3. Es sei � ein GPVA dessenLaufzeitfunktion die Bedingung úÂü�� @
ú[ú � ú ¥ ü��âú � � ¥ erfüllt. Es sei Ô ein optimaler phasenparalleler Plan für � und es sei   ein
optimalerPlan für � . Danngilt

� �
Ô ¥ üÜ¦ � �   ¥ .

BEWEIS. Essei , dieAnzahlderAufgaben.Wir unterscheidenzweiFälle.
FALL 1: , � £ . Die GesamtarbeitjedesPlansist mindestens,åú � © ¥ undsomit ist

� �   ¥ �,åú � © ¥¡�b£ . Wir könneneinenphasenparallelenPlanfür die , Aufgabensoerstellen,dassin den
ersten ��, �b£ � Phasenjeweils £ Aufgabenberechnetwerdenunddie restlichen, ² ¼�¢¯£ Auf-
gabenin einerweiterenPhase.Da Ô einoptimalerphasenparallelerPlanist, gilt� �

Ô ¥ ü¤£ ,£¦¥ ú � © ¥ ªIú §�¨ £, ² ¼�¢>£ª©
« ü­¬ ,£ ªû©�®�ú � © ¥ ö
Esist somit � �

Ô ¥� �   ¥ üÜ©«ª £ , üû¦ ö
FALL 2: , ° £ . Es gibt einenphasenparallelenPlan mit einer PhasedessenMakespan

durch ú � � £�� ,�� ¥ gegebenist. Da ein optimalerPlan höchstensdiesenMakespanhat, arbeiten
in einemoptimalenPlan mindestens� £�� ,�� Prozessorenan jederAufgabe. JedeAufgabeve-
ursachtalso mindestensdie Arbeit � £�� ,��Óú � � £�� ,�� ¥ . Die Gesamtarbeitist somit mindestens,�� £�� ,��Óú � � £�� ,�� ¥ undfolglich ist� �   ¥ � ,£ � £�� ,��Óú � � £�� ,�� ¥âö
Esfolgt wegen

� �
Ô ¥ ü�ú � � £�� ,�� ¥ für denApproximationsfaktor� �

Ô ¥� �   ¥ ü ï *� ï * � üû¦ ö (
4.4. Baumstrukturier te Berechnungenmit parallelisierbaren Knoten

Die paralleleBerechnungbaumstrukturierter Anwendungenkannbeispielsweisedadurchge-
schehen,dassKnoten,die sich in derselbenTiefe desBaumesbefinden,gleichzeitigberechnet
werden.Wennjedochdie Bäumeschmalsind,reichtdie NutzungdieserBaumparallelität nicht
aus,um eine gute Skalierbarkeit zu erreichen. Eine Möglichkeit, auchbei schmalenBäumen
einenskalierbarenAlgorithmuszu erhaltenist die, die BerechnungjedeseinzelnenBaumkno-
tenszuparallelisieren.IndemdieBaumebenennacheinanderbearbeitetwerden,entstehtfür jede
EbeneeinPVA oder, fallsdieKnotenberechnungengleicheBearbeitungszeitenhaben,einGPVA.
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Im Folgendenwird dieIsoeffizienzvonBaumberechnungen betrachtet,derenKnotendieselbe
BearbeitungszeitundSkalierbarkeit haben.Für die dabeientstehendenGPVA Problemewerden
phasenparallelePlänebenutzt.Die KonkatenationderPläneist wiedereinphasenparalleler Plan,
sodassdiekompletteBaumberechnung einephasenparallele Berechnungist.

DEFINITION 4.4.1. Es sei Ô ein phasenparalleler Plan. Die Breite von Ô ist die maximale
Anzahlvon Aufgaben,die in derselbenPhasebearbeitetwerden.Die AnzahlderAufgabenwird
durch Ú�Ô«Ú

Þ
bezeichnet.

LEMMA 4.4.2. Wenneinephasenparallele Berechnungdie Effizienz ¯ hat, dannenthältsie
einePhase, diemindestensdieEffizienz̄ hat. WenneinePhasedieEffizienz̄

�
hat,dannwerden

alle in ihr enthaltenenAufgabenmindestensmit Effizienz̄

�
berechnet.

BEWEIS. EinephasenparalleleBerechnung

� , Þ ¢WöWöWö÷¢ ,
� ¥ habedie Effizienz ¯ . Essei ú ø die
Berechnungszeitder Phaseú und es sei ¯ ø ihre Effizienz. Es sei � eine Phasemit maximaler
Effizienz.Danngilt ¯ÐÛ ¯ Þ ú Þ ª7�����¾ª?¯"�¬ú¡�ú Þ ª>�����¾ªKú¡� ü ¯ � � ú Þ ª7�����bªIú¡� ¥ú Þ ª>�����¾ªIú¡� Û7¯ � ö
Um die zweiteAussagezu zeigen,betrachtenwir einePhasemit , Aufgabenund Effizienz ¯ � .
Es sei £ die Anzahl der Prozessorenund essei t

��Ó ¥ die BerechnungszeiteinesKnotensauf

Ó
Prozessoren.Es sei ¯ � � die Effizienz einer Aufgabe. Dann gilt ¯ � Û�,åú � © ¥¡� � £ ú � ��, �b£ � ¥�¥ üú � © ¥¡� � � £�� ,��Óú � ��, �b£ � ¥�¥ Û7¯ � � . (

DEFINITION 4.4.3. Essei

¡
eineEingabeundessei £ dieAnzahlderProzessoren.Dannbe-

zeichnet° �_¡ ¢Á£ ¥ denphasenparallelenPlan,derbenutztwird, um

¡
auf £ Prozessorenzuberech-

nen.Die Berechnungszeit, dieEffizienzunddie Isoeffizienzwird durch ± ÿ_² � �_¡ ¢¤£ ¥ , ³ ÿ_² � �_¡ ¢Á£ ¥
beziehungsweisedurch ´ ÿ_² �µ � £ ¥ bezeichnet.

THEOREM 4.4.4. Essei ¶ eineEingabemenge aufderallephasenparallelenPlänehöchstens
die Breite · haben.Essei ´ µ � £ ¥ die Isoeffizienzfunktion der Aufgaben.Wenndie Berechnungs-
zeitender Aufgabendiskret sindunddie Effizienzfunktion³ der Aufgabendie speed-upunddie
size-upBedingungenerfüllt, danngilt für alle £

� ·´ ÿ_² �µ � £ ¥ � ´ µ � � £�� ·¦� ¥Íö
BEWEIS. DadieBerechnungszeitendiskretsind,ist auchdieBaumberechnungszeit ± ÿ_² � dis-

kret. WegenTheorem2.2.5gibteseineEingabe

¡
sodasś

ÿ_² �µ � £ ¥ Û>± ÿ_² � �_¡ ¢ © ¥ und ³ ÿ_² � �_¡ ¢ © ¥ �¯ . Wenn ± �_¡ ¢ © ¥ die sequentielleBerechnungszeiteinerAufgabeist, gilt ± ÿ_² � �_¡ ¢ © ¥ � ± �_¡ ¢ © ¥ ,
daderPlanausmindestenseinerAufgabebesteht.Die effizientesteAufgabenberechnung benutzt£ � � � £�� ·¦� ProzessorenundhatwegenLemma4.4.2eineEffizienz ¯ � � ¯ (also ³ �_¡ ¢¤£ � ¥ Û¯ � ). Da ³ die size-upEigenschafterfüllt, gilt ± �_¡ ¢ © ¥ Û�´ µ'¸ � £ � ¥ (Theorem2.2.9(1)). Da die
Isoeffizienzmonotonin ¯ ist, gilt ´ µ ¸ � £ � ¥ � ´ µ � £ � ¥ . Wegenderspeed-upEigenschaftvon ³ und
Theorem2.2.7gilt ´ µ � £ � ¥ � ´ µ � � £�� ·¦� ¥ . Insgesamt,´ ÿ_² �µ � £ ¥ Û>± ÿ_² � �_¡ ¢ © ¥ � ± �_¡ ¢ © ¥ � ´ µ � � £�� ·¦� ¥âö (

THEOREM 4.4.5. Es sei ¶ eineEingabemenge auf der alle phasenparallelen Plänehöch-
stensaus · Aufgabenbestehen.Es sei ´ µ � £ ¥ die Isoeffizienzfunktion der Aufgaben.Wenndie
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BerechnungszeitendiskretsindunddieEffizienzfunktion derAufgaben³ diespeed-upundsize-up
Eigenschaftenhat,danngilt ´ ÿ_² �µ � £ ¥ ü7·�´ µ � £ ¥ ö

BEWEIS. WegenderDiskretheitundTheorem2.2.5gibt eseineEingabe

¡
mit ´ ÿ_² �µ � £ ¥ Û± ÿ_² � �_¡ ¢ © ¥ . Die Aufgabemit derkleinstenEffizienzbenutzt£

�
ü £ Prozessorenundhathöch-

stensdie Effizienz ¯ , d.h. ³ �_¡ ¢¤£ � ¥ ü¤¯ . Da ³ die size-upEigenschafthat, erhaltenwir mit
Theorem2.2.1,dass± �_¡ ¢ © ¥ ü7´ µ � £ � ¥ . Durchdiespeed-upEigenschaftvon ³ undwegenTheo-
rem2.2.7gilt ´ µ � £ � ¥ ü>´ µ � £ ¥ . Schließlich,´ ÿ_² �µ � £ ¥ Û7± ÿ_² � �_¡ ¢ © ¥ ü7·�± �_¡ ¢ © ¥ ü>·�´ µ � £ � ¥ ü7·�´ µ � £ ¥ ö (

4.5. OffeneFragen

BezüglichdesGPVA Problemsbleibenzwei Fragenoffen.
Erstens,wie ist die Komplexität, einenoptimalenPlanfür dasGPVA zu bestimmen,einzu-

ordnen?Undzweitens,wie gutsindphasenparallelePläne?
In Theorem4.3.3 habenwir gezeigt,dassder Makespanphasenparalleler Plänehöchstens

doppeltso lang ist wie dereinesoptimalenPlans.DieserFaktorwird aberbereitsvon sehrein-
fachenPlänenerreicht,die in linearerZeit angegebenwerdenkönnen.Esist daherzu vermuten,
dassderApproximationsfaktor von phasenparallelenPlänenbesseralszwei ist. Betrachtenwir
hierzunocheinmaldie in Abbildung4.3.1dargestellteSituation.Falls wir von einermonotonen
ZunahmederArbeit beiwachsenderProzessoranzahl ausgehen,erhaltenwir ú �
¹ ¥ �%º � ¹ ú �4º ¥ und
somit ±
» � �4º � ¹ ªû© ¥ ú �4º ¥ . Weiterhinerhaltenwir ú � ø ¥ ü º � ø�ú �4º ¥ , undwegen ú � ©�ø ¥ ümú �4º ¥ die
Ungleichung±
¼Ðü �4º � øëªÜ© ¥ ú � ú ¥ . Falls also(c) ein optimalerphasenparallelerPlanund(d) ein
optimalerPlanist, ist derApproximationsfaktor ±
¼ � ±
» höchstens½¨¦ � ¦[ø . Falls (b) ein optimaler
phasenparallelerPlanist, erhaltenwir mit ú � ½ ¥ ü º � ½vú �4º ¥ eineobereSchranke von ø ü � ��ø .

In Bezugauf Abschnitt 4.4 ist es interessant,weitereallgemeineAussagenüber die Iso-
effizienzphasenparallelerAnwendungenherzuleiten.Wasist zum Beispieldie Isoeffizienzvon
Anwendungen,derenAufgabengraphen vollständigeBinärbäumesind?Engmit dieserFragever-
knüpft ist die Frage,ob eseinePolynomklassegibt, bei derdie Größenordnungder Isoeffizienz
derDescartesMethodebesseralsquadratischist.
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KAPITEL 5

StatischeLastbalancierungunabhängigerLastelemente

Die im letztenKapitel behandeltenLastverteilungstechnikenfindenvor allem dannVerwen-
dung, wenn wenigerparalleleAufgabenals Prozessorenvorhandensind. DiesesKapitel

befasstsichmit derSituationen,in dermehrAufgabenalsProzessorenvorhandensind.Wir wer-
dendavon ausgehen,dassdie Aufgabeninitial auf denProzessorenverteilt sind und dassjede
AufgabedieselbeBearbeitungszeithat. Die AufgabederLastbalancierung ist es,die Aufgaben
soumzuverteilen,dassamEndejedemProzessorgleichvieleAufgabenzugeordnetsind.Hierbei
werdenwährendderBalancierungsphasewederAufgabenbearbeitetnochgeneriert.

Sowohl dasverwandteProblemderTokenverteilung, beidemproSchrittnureinLastelement
transportiertwerdenkann,alsauchdasderLastbalancierung selbstist intensiv untersuchtworden.
Wir werdenunsin diesemAbschnittauf einebestimmteKlassevon Lastbalancierungsalgorith-
men, denDiffusionsverfahren, konzentrieren.Es handeltsich bei diesenVerfahrenum lokale
Iterationsverfahren; alsoum Verfahren,die in mehrerenIterationenablaufenund bei denenin
jederIterationjederProzessornur jeweils mit einerbegrenztenMengevon Nachbarprozessoren
Nachrichtenaustauscht.DieseNachbarschaftsstruktur ist festundkanndurcheinenungerichteten
Graphen,derBalancierungstopologiedefiniertwerden—nurProzessoren,die in dieserTopologie
benachbartsind,tauschenwährendderLastbalancierung Botschaftenaus.

Essind im wesentlichendie folgendendrei Gesichtspunkte, die die Wahl derTopologiebe-
einflussen.

(1) Eignungfür die Anwendung. In einigenAnwendungengibt esstarke Abhängigkeiten
zwischendenAufgaben.Ein Beispielsind adaptive numerischeSimulationen.In die-
semFall solltedie Topologiesogewählt werden,dasssie die Abhängigkeiten berück-
sichtigt,undsomiteinelokalitätserhaltendeLastbalancierungermöglicht.

(2) Eignungfür die Rechnerarchitektur. Die Topologiekannso gewählt werden,dasssie
die StrukturdesKommunikationsnetzwerks wiederspiegelt. Diesesführt zu physika-
lisch lokalerKommunikationundreduziertsomitdiegesamtevonderLastbalancierung
erzeugtenKommunikationslast.

(3) Eignungfür die Lastbalancierung. Die Konvergenzder hier betrachtetenLastbalan-
cierungsverfahren hängtentscheidendvon der gewähltenTopologieab. Insbesondere
könnenmancheVerfahrennur bei bestimmtenTopologiensinnvoll eingesetztwerden.
Die Topologiekann also auchso gewählt werden,dassdie Lastbalancierung schnell
abgewickelt werdenkann.

Da in Hinblick auf dasLastverteilungssystem VDS Anwendungen,die unabhängigeAufgaben
generieren,vonbesonderemInteressesind,undderzweiteAspektbeimassiv parallelenRechnern
oderbei modernenClustersystemennur eineuntergeordneteRolle spielt,wird in diesemKapitel
derdritte Aspektim Mittelpunkt stehen.
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DieVerwendunglokalerIterationsverfahrenlegtnahe,in jedemIterationsschritt Lastverschie-
bungenzwischenbenachbartenProzessorenvorzunehmen.Bei diesemVorgehenwird jedochty-
pischerweisedeutlichmehrLast migriert als eigentlichnotwendigist [44]. Aus diesemGrund
wird derLastbalancierungsprozessin zwei Phasenaufgeteilt.Die erstePhaseberechnetdie An-
zahlderAufgaben,die jeweilszwischenzweiProzessorenverschicktwerdenmüssenundarbeitet
mit einemvirtuellenLastmaß,dassbeliebige(auchnegative) Werteannehmendarf. Da während
dieserPhaseein Lastflussberechnetwird, nennenwir sie Flussberechnungsphase. Erst in der
zweitenPhase,der Migrationsphase, werdendie AufgabengemäßdesberechnetenLastflusses
verschoben.

Algorithmenfür die Lastflussberechnung wurdenin denletztenJahrenintensiv untersucht.
Viele von ihnensind lokale Iterationsverfahren. Sieunterscheidensichunteranderemdarin,ob
sie die NachbarneinesProzessorsin einer Iterationteilweiseodervollständigbetrachten.Ein
Beispielfür die teilweiseBetrachtungderNachbarnist dasDimensionExchange Verfahren,bei
demjeweils nur ein Nachbarbetrachtetwird [36, 138]. Auf DiffusionbasierendeVerfahrenbe-
trachtendagegenalleNachbarn[36, 44,50,64, 71, 70, 138]. Ein Vorteil dieserVerfahrenist, dass
siealledeneindeutigbestimmten

ý�á
-minimaleFlussbestimmen[44]. Diesesist beiderteilweisen

BetrachtungderNachbarnim Allgemeinennicht derFall.
In diesemKapitel wird nebendem optimalenDiffusionsverfahren OPT [50] das iterierte

Diffusionsverfahren OPT-IT betrachtet.OPT-IT kannausschließlichbei Topologienangewen-
det werden,die sich als kartesischeProdukteandererTopologiendarstellenlassen.Hierbei ist
die IdeevonOPT-IT, dieFaktortopologien nacheinandermit demOPTVerfahrenzubalancieren.
DurchdiegetrennteBetrachtungderFaktortopologien wird jeweils nureinTeil derbenachbarten
Prozessorenin jederIterationbetrachtet,wodurchderresultierendeLastflussnicht notwendiger-
weise

ý�á
-minimal ist. Der Vorteil von OPT-IT liegt allerdingsdarin,dasswenigerIterationenals

bei der Verwendungvon OPT für die vollständigeTopologiebenötigtwerden.Esstellt sich al-
so nebender anfangsaufgeworfenenFragenacheinergeeignetenTopologieauchdie nachder
Wichtigkeit der

ý�á
-Minimalität desDiffusionsflusses.

In den bisherigenArbeiten wurdendie Verfahrenoft mit Hilfe von Simulationen,wie sie
beispielsweisedurchdie PARTY-Bibliothek [110] zur Verfügunggestelltwerden,bewertet [44,
50]. DieseUntersuchungen eignensich gut für die Beurteilungder Konvergenzeigenschaften,
könnenjedochdentatsächlichenKommunikationsaufwand nur annäherndmodellieren.Mit dem
Ziel, diesenAufwandrealistischzu beurteilen,führenwir hier Experimentemit einerverteilten
ImplementierungderVerfahrenmit Hilfe vonVDS durch.

Um sowohl die Charakteristikvon eng gekoppeltenals auchvon lose gekoppeltenSyste-
men berücksichtigenzu können,wurdenals Experimentierplattformen eine Cray T3E und ein
Workstation-Cluster (HPCLine)gewählt. Die T3E verkörpertdie typischenEigenschafteneines
massiv parallelenSystems,da ihre MPI Implementierung sehrkurzeStartup-Zeitenund gerin-
geLatenzzeitenerzeugt.DasverwendeteClustersystembestehtaus96 Doppelprozessor-Knoten
(PentiumII, 450MHz), diedurchEthernetverbundensind. In denExperimentenwird jeweilspro
Knotenein Rechenprozessgestartet.Die Kommunikationbasiertin diesemFall auf PVM. Die
LatenzzeitdesHPCLine-Systems ist etwa umFaktor ©�ø längeralsdiederCray.

In Abschnitt5.1 werdenzunächstgrundlegendeDefinitioneneingeführt.Auf denStandder
Forschungwird in Abschnitt5.2eingegangen.In Abschnitt5.3wird dieFlussberechnunggenauer
untersucht.Hierbeistellt sichheraus,dassderAufwandim wesentlichenvom maximalenKno-
tengradundvon derAnzahlderEigenwertederzurTopologiegehörigenLaplacematrixabhängt.
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Der Abschnitt5.4 befasstsich mit der Migrationsphase. Hier betrachtenwir die Proportional-
heuristik, die AufgabenvorzugsweiseanNachbarnschickt,die ammeistenLast zu bekommen
haben[44]. Wir zeigen,dasssowohl ein kleiner Gesamtflussals auchein kleinerDurchmesser
wichtigeParameterfür dieDauerdieserPhasesind. In Abschnitt5.5betrachtenwir diegesamten
Balancierungskosten undzeigeneinenTradeoff zwischendemAufwandder in die Flussberech-
nunginvestiertwird (undsomitderFlussqualität)undderDauerderBalancierungsdauer auf. Das
Kapitel schließtmit einemVergleichdesDiffusionsverfahrens unddesWorkstealing-Verfahrens
im RahmeneinerkonkretenAnwendungausdemOR-Bereich.

5.1. Definitionen

DEFINITION 5.1.1. Wir stellendie Topologie als ungerichtetenGraphen¾ Û
�4¿ ¢ ³ ¥ mitÚ

¿
ÚäÛ¤, Knotenund Ú ³ ÚäÛ¤· Kantendar. Mit ¢DÀW½ � ¾ ¥ bezeichnenwir denmaximalenKno-

tengradund mit Á denDurchmesservon ¾ . Der gerichteteGraph Â¾;Û
�4¿ ¢ Â³ ¥ enstehtaus ¾ ,

indemjedeKantemit einerbeliebigenaberfestenRichtungversehenwird. Wir bezeichnenmitÃ ùûÌ¾§ë© ¢ ý ¢ © Î *�ÄDÅ die Knoten-KantenInzidenzmatrixvon Â¾ . JedeZeile dieserMatrix enthält
genaueinenpositivenundeinennegativenEintrag. Und zwar ist

Ã ç ¯ ¢ ú è Û © und
Ã ç ¯ ¢ � è Û §ë©

genaudannwenn ¯ëÛ �
ú ¢ � ¥ ù¤Â³ .

DEFINITION 5.1.2. Wir bezeichnenmit Æ ø ù RI Ù¤Ò die initiale Last einesKnotens Ç ø ù ¿
undmit Æ Ë�Û

� Æ Þ ¢WöWöWö÷¢ Æ�* ¥ den initialen Lastvektor. Mit ÈÆ;Ë�Û
Þ*ÊÉ *ø�ËäÞ Æ ø bezeichnenwir die

Durchschnittslast undmit ÆÜË�Û
� ÈÆ ¢WöWöWö÷¢ ÈÆ ¥ denausgeglichenenLastvektor.

DEFINITION 5.1.3. Wir bezeichnendurch

¡ µ ù RI denLastflusseinerKante ¯fùFÂ³ undmit¡ ù RI Å denVektorder Kantenflüsse. Wir nennen

¡
einenbalancierendenFlussfür die initiale

Last Æ , wennfür alle ©ëüûú ü>,Æ ø ª Ìµ Ë ÿ�Í4Î;Ï Í¡Ð � :�ÑÒ ¡ µ § Ìµ Ë ÿ�Í¡Ð
Ï Í4Î � :�ÑÒ ¡ µ Û�ÈÆ
gilt.

FüreinenbalancierendenFluss

¡
für Æ gilt somit

(5.1.1)
Ã ¡ Û7Æ­§ Æ ö

Wir betrachtendieQualitätsmaßeÄ ý�Þ÷�_¡ ¥ ÛÔÓ ¡ Ó Þ Û É µ :�ÑÒ Ú ¡ µ Ú (Gesamtkommunikationskosten),Ä ý�á¾�_¡ ¥ ÛÔÓ ¡ Ó á ÛÖÕ É µ :�ÑÒ ¡ áµ (GleichmäßigkeitderKantenauslastung),Ä ý�× �_¡ ¥ ÛØÓ ¡ Ó × Û ²¹ébê µ :�ÑÒ Ú ¡ µ Ú (dasmaximaleKommunikationsvolumen zwischen
zwei Knoten),Ä denKnotenflussÀ

�_¡ ¥ Û ²¹ébê Í¡Ð :=Ù À � Ç ø ¥ mit À
� Ç ø ¥ Û É µ ËÛÚ Í¡Ð�Ï Í4ÎgÜ : Ò Ú ¡ µ Ú (die Summe

ausein-undausgehendemFluss,vgl. [116]).

Um einegeeigneteDarstellungderSituationwährendderMigrationsphase zuerhalten,führenwir
einenweiterengerichtetenGraphenmit derKnotenmenge

¿
ein,dessenKantenin die Richtung

desLastflusseszeigen.

DEFINITION 5.1.4. Der gerichteteMigrationsgraph
�?Ý �_¡ ¥ Û �4¿ ¢ È³ ¥ ist ein Graph,derdie

Kante

� Ç ø ¢ Ç � ¥ genaudannenthält,wenn

� Ç ø ¢ Ç � ¥�Þ Â³Âù
¡ ÿ�Í¡Ð4Ï Í4Î � ®>ß oder

� Ç � ¢ Ç ø ¥�Þ Â³Âù
¡ ÿ�Í4Î�Ï Í¡Ð � °
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ß . Der Migrationsfluss È¡ Þ RI Å auf È³ wird definiertdurch È¡ ÿ�Í¡Ð4Ï Í4Î � Ë�Û ¡ ÿ�Í¡Ð
Ï Í4Î � falls

� Ç ø ¢ Ç � ¥�Þ Â³ ,
und È¡ ÿ�Í¡Ð4Ï Í4Î � Û>§

¡ ÿ�Í4Î�Ï Í¡Ð � sonst.

Esist offensichtlich,dassim Falle von

ý�Þ
-minimalenund

ý�á
-minimalenFlüssenderMigrati-

onsgraphkreisfreiist.

DEFINITION 5.1.5. Es sei à Þ Ì"ß ¢ © Î *�ÄD* die symmetrischeAdjazenzmatrixvon ¾ . Die
Laplacematrixá Þ$â â *�ÄD* von ¾ ist definiertdurchá×Ë�Û diag

� ¢DÀW½ � Ç Þ ¥Í¢WöWöWö÷¢g¢DÀW½ � Ç6* ¥�¥ §?à ö
Wir bezeichnenmit È die Anzahl der unterschiedlichen Eigenwertevon á . Wir werdendiese
Eigenwerteß Û>Å

Þ
°%�����Á°ÜÅ�� im FolgendenauchalsEigenwertedesGraphen¾ bezeichnen.

DEFINITION 5.1.6. Es seien ¾ Þ und ¾ á ungerichteteGraphen. Das kartesische Produkt¾>Û�¾ Þ Ø ¾ á hatdie Knotenmenge

¿¹� ¾ ¥ Û ¿¹� ¾ Þ ¥¿Ø ¿¹� ¾ á ¥ unddieKantenmenge³ Û·Ì¾Ì
�
ãÁø ¢ ã � ¥Í¢ � Ç ø ¢ Ç � ¥ÍÎ Ú ãÁø Û7Ç ø ù Ì ã � ¢ Ç � ÎäÞ ³ � ¾ á ¥ oder

ã � Û%Ç � ùâÌ
ãÁø ¢ Ç ø ÎÊÞ ³ � ¾ Þ ¥ÍÎ ö

5.2. Standder Forschung

Eine Möglichkeit, denFlusszu bestimmen,resultiertdirekt ausder Eigenschaft(5.1.1)ei-
nes balancierendenFlusses. Hu, Blake und Emersonlösen zunächstdas Gleichungsssystemá�å·Û/Æ § Æ direkt und erhaltensomit den Fluss, indem sie

¡
Û Ã�æ å setzen[71]. Diese

Berechnungzentralauf einemKnotenauszuführenverlangtdasVersendengroßerDatenmengen
beimSammelnderLastinformationenundbeimVerbreitendesberechnetenFlusses.Ein weiterer
Ansatz,der in dieserArbeit vorgeschlagenwird, ist dasSystem

Ã ¡ Û�Æû§ Æ verteilt mittelsei-
nesCG-Verfahrenszu lösen.AllerdingsbenötigtauchdieserAnsatzdreiglobaleSummierungen
skalarerWerte.

Die andereMöglichkeit gehteherauf die eigentlicheDefinition desbalancierendenFlusses
zurück. Hier wird der Flussdurch Anwendungeines(iterativen) Lastbalancierungsverfahrens
wie Diffusion oder DimensionExchangeermittelt. Auf die Diffusionsverfahren wird im fol-
gendenAbschnittnoch genauereingegangen. Sie habendenVorteil, dasssie den eindeutigený�á

-minimalenFlussberechnen[44]. Der von ihnenerzeugteMigrationsgraphist somitkreisfrei.
Der von DimensionExchangeberechneteFlussist dagegennicht notwendigerweise

ý�á
-minimal

undhängtvon derReihenfolge,in derdieNachbarneinesProzessorsbetrachtetwerden,ab.
DasAlternatingDirectionIterative-Verfahren (ADI) wendeteineMethodezumLösenlinea-

rer Gleichungssysteme [130] auf dasLastbalancierungsprobleman[50]. Esstellt eineKombina-
tion ausDiffusionundDimensionExchangedarundkannimmerdannangewendetwerden,wenn
sichdie TopologiealskartesischesProduktdarstellenlässt. Falls ¾;Ûç¾ Þ Ø ¾ á ist, dannführt
jederKnotenin jederIterationzunächstmit seinenNachbarnbezüglich¾ Þ Balancierungsschritte
ausunddannmit denenaus ¾ á . DerresultierendeFlusskannallerdingsZyklenenthalten,waszu
einemsehrgroßenGesamtflussführt.

5.2.1. Diffusionsverfahren. In demvon Cybenko eingeführtenFOS-Verfahren[36] ergibt
sichdieLast Æ èø vonKnoten Ç ø Þ ¿ in Iteration

	
aus

(5.2.1) Æ èø Û%Æ è ô Þø § ÌÚ Í¡Ð�Ï Í4ÎgÜ : Òäé ¬"Æ è ô Þø §?Æ è ô Þ� ® ¢
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ABBILDUNG 5.2.1. Simulativer vergleich der drei Diffusionsverfahren FOS,
SOSundOPT. Die Topologieist in diesemFall eineHypercubederDimensionê
. Die Ausgangslastwurdedurchdie sukzessive Zuordnungvon 6400Lastele-

mentenanzufällig ausgewählteProzessorengeneriert.DerFehlerberechnetsich
aus Ú
Ú Æ è¶§ Æ Ú
Ú .

undderakkumulierteFlussbezüglicheinerKante ¯ëÛ>Ì"Ç ø ¢ Ç � Î aus¡ èµ Û ¡ è ô Þµ ª é ¬ Æ è ô Þø §?Æ è ô Þ� ® ö
Für einegeeigneteWahl desDiffusionsparameters é , konvergiert dasFOSVerfahrengegendie
Durchschnittslast Æ . Indemwir die Diffusionsmatrix

� Ë�Û�´ § é á Þ RI *�ÄD* definieren,können
wir Gleichung(5.2.1)schreibenals Æ è Û � Æ è ô Þ ö
DasFOSVerfahrenkonvergiert amschnellsten,indem é Û ¦ � � Å á ªûÅ�� ¥ gewählt wird. Eshat
allerdingsdenNachteil,relativ langsamzu konvergieren. Goshu.a. benutzendasKonzeptder
ÜberrelaxierungumdieKonvergenzzubeschleunigen[64]. In demSecond-Order-Scheme (SOS)
hängtdie Last, die zwischenzwei Prozessorenausgetauschtwird, nicht nur von der aktuellen
Lastdifferenz,sondernauchvon derDifferenzin dervorangegangenenIterationab. Eineweitere
VerbesserungderKonvergenzwird durchdaspolynomielleTschebyscheff-Schemaerreicht[43,
70]. Jedochist die Konvergenzvon diesemSchemaasymtotischmit dervonSOSgleichzusetzen
[43]. Mit beidenAnsätzenkannzwar die Konvergenzvon FOSverbessertwerden,jedochhängt
dieDauerderFlussberechnung jeweils vonderinitialen Lastsituationab.

Eine deutlicheVerbesserungstellendie optimalenDiffusionsverfahren dar, die unabhängig
von der initialen Lastsituation,nur È §û© Iterationenbenötigen.Da esLastsituationengibt, bei
denenmindestensÁ Schritteerforderlichsind,unddieoptimalenVerfahrenstetsÈ §­© Schritte
benötigen,ist eineunmittelbareKonsequenzausderExistenzdieserVerfahrendieTatsache,dassÁ;ü­È §­© .

Diekmann,Frommerund Monien stellenin [43, 44] daserstenumerischstabileoptimale
Verfahrenvor (OPS). Dasvon Elsässeru.a.vorgestellteoptimaleVerfahrenOPT ist eineVerein-
fachungvon OPS[50]. Es ist demFOSVerfahrensehrähnlich,wählt jedochin jederIteration
einenanderenDiffusionsparameter. In Iteration

	
wird é è Û © � Å þ¾ÿ è � Þ4� gesetzt,wobei � eine
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PermutationaufdemMenge Ìb¦ ¢WöWöWö÷¢ È Î ist, diedienumerischeStabilitätdesVerfahrensgewähr-
leistet. Der Vergleich in Abbildung 5.2.1zeigt, dassOPT wesentlichschnellerkonvergiert als
FOSundSOS.Für dasOPTVerfahrenwerdenzwar im Gegensatzzu FOSundSOSalle Eigen-
wertederLaplacematrixbenötigt,jedochkanndiesesim Falle einerfesten,von derAnwendung
unabhängigenTopologiein Kauf genommenwerden.

Im nächstenAbschnittdiskutierenwir die Kriterien, die bei der Auswahl einergeeigneten
Topologiein BezugaufdieFlussberechnung beachtetwerdensollten.

5.3. Flussberechnung

DadasOPTVerfahrenÈÂ§ © Iterationendurchführtundin jederIterationjederKnotenjeweils
mit allenNachbarnNachrichtenaustauscht,gilt für dieLaufzeit ± OPT desVerfahrens

(5.3.1) ± OPT üû¦
�
È §×© ¥�¢DÀW½ � ¾ ¥Dë ª �

È §­© ¥ á ö
Algorithmus 5 DasiterierteOPTVerfahren(OPT-IT).

Eingabe: EineTopologie ¾>Û
�4¿ ¢ ³ ¥ Û%¾ Þ Ø ����� Ø ¾Ê» ¢

einKnoten Ç Þ ¾ , die initiale Last

ý
von Ç ,

für ©ëüûú ü×Æ : dieEigenwerteÅ ÿ
ø��á ¢WöWöWö÷¢ Å ÿ

ø��� Ð von ¾ ø ,
einePermutation� ÿ ø�� aufderMenge Ìb¦ ¢WöWöWö÷¢ È

ø Î .
Ausgabe: Die Werte

¡ ÿ�Í�Ï�ì � für Ì"Ç ¢ Æ ÎäÞ ³ einesbalancierendenFlusses

¡
.

1.

¡ ÿ�Í�Ï�ì � . ß für alle Ì"Ç ¢ Æ ÎäÞ ³
2. for úäÛ·© to Æ
3. for � ÛÜ¦ to È

ø
4. sende

ý
zuallenNachbarnÆ Þ Ì"Æ Þ ¢WöWöWö÷¢ Æ è Î von Ç in ¾ ø

5. for all Æ Þ Ì"Æ Þ ¢WöWöWö÷¢ Æ è Î
6. empfangedieLastinformation

ý ì vonNachbarÆ
7. íî. �

© � Å þ6ï Ð_ð ÿ�� � ¥ ��ý § ý ì ¥
8.

ý . ý
§?í

9.

¡ ÿ�Í�Ï
ì � . ¡ ÿ�Í�Ï
ì � ª�í
Wir könnendieseLaufzeit reduzieren,indemwir Topologienbenutzen,die sich als (nicht

triviales) kartesischesProduktdarstellenlassen. In diesemFall kann ein balancierenderFluss
berechnetwerden,indemdie Faktortopologien getrenntvoneinanderbetrachtetwerden.Für die
Berechnungder Flüsseinnerhalbder FaktortopologienkannbeispielsweisedasOPT-Verfahren
verwendetwerden. Wir sprechenin diesemFall von dem iteriertenOPT Verfahren(OPT-IT,
Algorithmus5).

Esseibeispielsweise¾>Û�¾ Þ Ø ¾ á Û �4¿ ¢ ³ ¥ . Dannist jederKnoten

� Ç ¢ Æ ¥+Þ ¾ Teil eines
Graphen¾ ÿ�ñ;Ï ì � , derisomorphzu ¾ Þ ist. HierbeibestehtdieKnotenmengevon ¾ ÿ�ñ;Ï ì � geradeaus
denKnoten Ì

� Ç ¢ Æ ¥ Ú � Ç ¢ Æ ¥äÞ ¿ Î . Wir nennendie Graphen¾ ÿ�ñ;Ï ì � für Æ Þ ¿¹� ¾ á ¥ Graphen
der erstenDimension. Analogist derKnoten

� Ç ¢ Æ ¥ auchTeil eineszu ¾ á isomorphenGraphen
derzweitenDimension¾ ÿ�Í�Ï ñ � .

In OPT-IT kommuniziert ein Knoten

� Ç ¢ Æ ¥ zunächstausschließlichmit denNachbarnaus¾ ÿ�ñ;Ï ì � , undzwarsolange,bisdieLastin ¾ ÿ�ñ;Ï ì � balanciertist. Anschließendkommuniziertermit
denNachbarnaus ¾ ÿ�Í�Ï ñ � . In dererstenDimensionergebensichsomit Ú

¿¹� ¾ á ¥ Ú undin derzwei-
tenDimension Ú

¿¹� ¾ Þ ¥ Ú unabhängigeLastbalancierungsprobleme. Die Problemein derzweiten
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Dimensionsindzudemidentisch.Fallsalso ¾>Û%¾ Þ Ø ����� Ø ¾Ê» , unddie AnzahlderEigenwerte
von ¾ ø für ©ëüûú ü­Æ durch È

ø
gegebenist, erhaltenwir für dieLaufzeitvonOPT-IT

(5.3.2) ± OPTô IT ü »Ì ø�ËäÞ ¦ � È ø §×© ¥�¢DÀW½ � ¾ ø ¥Dë ª �
È
ø
§­© ¥ á ö

Der Flussvon OPT-IT ist im Gegensatzzu OPT im Allgemeinennicht

ý�á
-minimal. Er ist

allerdingskreisfrei.

THEOREM 5.3.1. Es sei ¾ ein kartesischesProdukt ¾ Û¤¾ Þ Ø ����� Ø ¾Ê» und essei

¡
ein

balancierenderFlussfür ¾ , der mit demOPT-IT Verfahren berechnetwordenist. Dann ist der
Migrationsgraph

�?Ý �_¡ ¥ kreisfrei.

BEWEIS. Wir beweisendenSatzzunächstfür Æ¹Û>¦ . Essei ¾ Þ Û �4¿ÊÞ ¢ ³ Þ ¥ , ¾ á Û �4¿Áá ¢ ³ á ¥
und ¾;Û

�4¿ ¢ ³ ¥ ÛH¾ Þ Ø ¾ á . Essei Æ Þ ¿Áá beliebigaberfest. Wir betrachtendenTeilgraph�?Ý ï�ò4ó ô ð �_¡ ¥ von
�?Ý �_¡ ¥ . Da derFlussin diesemTeilgraphdurchOPTberechnetwird, ist er

ý�á
-

optimalundsomit ist
�?Ý ï�ò4ó ô ð �_¡ ¥ kreisfrei. Dasselbegilt für die TeilgraphenÌ �?Ý ï_õ¡ó ò ð �_¡ ¥ Ú�Ç Þ¿ÊÞ Î in derzweitenDimension.

NachdemerstenDurchlaufderäußerenSchleifevonOPT-IT sindalleTeilgraphenderersten
Dimensionbalanciert. Die Verteilungder Last in den Teilgraphender zweitenDimensionist
somit identisch.Da in jedemdieserTeilgraphenfolglich derselbeFlussberechnetwird, sinddie
GraphenÌ �?Ý ï_õ¡ó ò ð �_¡ ¥ Ú=Ç Þ ¿ÊÞ Î isomorph.

Angenommen,¾ habeeinenKreis. DannmussmindestenseineKante ¯ desKreisesin einem
TeilgraphderzweitenDimensionliegen,dadie TeilgraphendererstenDimensionkreisfreisind.
Essei ¯ Û ��� Ç ¢ Æ ¥Í¢ � Ç ¢ Æ � ¥�¥�Þ ³ � �?Ý ï_õ¡ó ò ð �_¡ ¥�¥ . Daauchdie TeilgraphenderzweitenDimension
kreisfrei sind,mussderKreis eineKante

��� Ç � ¢ Æ � ¥Í¢ � Ç � ¢ Æ ¥�¥JÞ ³ � �?Ý ï_õ ¸ ó ò ð �_¡ ¥�¥ für ein Ç � Þ ¿ÊÞ
enthalten.Wegender Isomorphieder GraphenÌ �?Ý ï_õ¡ó ò ð �_¡ ¥ Ú!Ç Þ ¿ÊÞ Î muss

�?Ý ï_õ ¸ ó ò ð �_¡ ¥ aber
auchdie Kante

��� Ç � ¢ Æ ¥Í¢ � Ç � ¢ Æ � ¥�¥ enthalten. Diesesist ein Widerspruchzur Kreisfreiheitder
GraphenÌ �?Ý ï_õ¡ó ò ð �_¡ ¥ Ú=Ç Þ ¿ÊÞ Î .

Wenn Æ größerals ¦ ist, sozeigtman,dasseinKreisKantenausallenDimensionenenthalten
mussundführt dieseAussagezumWiderspruch. (

An denLaufzeitschrankenfür ± OPT und ± OPTô IT wird deutlich,dassdie Topologieneinen
kleinenmaximalenGradhabensollten,und dassdie zugehörigenLaplacematrizzenmöglichst
wenig Eigenwertehabensollten. Im Folgendenwerdenwir Topologienbetrachten,die diese
Eigenschaftenbesitzen.Wie in Abschnitt5.2.1bereitserwähntwurde,gilt È §û©

� Á . Tabelle
5.3.1zeigteinigeGraphenmit È §­©ÐÛ%Á .

Pfade,Kreise, Star-Graphen,vollständige

	
-partite Graphenund Cliquen habenentweder

einengroßenmaximalenGradoderviele Eigenwerte.HypercubesundLatticeGraphen(Hyper-
cubeNetzwerke übereinemAlphabetderGröße

	
) habenlogarithmischeWertefür beideGrößen.

Der NachteildieserbeidenNetzwerke ist jedoch,dasssienur in bestimmtenGrößenexistieren.
Die folgendenKlassenzeichnensichdurcheinenkleinenDurchmesseraus.

Ein

�
Æ ¢ Á ¥ -Graphist einGraph,dessenKnotenanzahlunterallenregulärenGraphenmit Kno-

tengradÆ und DurchmesserÁ maximal ist [31]. Ein solcherGraphhat höchstens
» ÿ » ô Þ4�÷ö ô á» ô á

Knoten (Moore-Schranke). DieseSchranke wird bei Cliquen angenommen.Für Æ
� ½ undÁ �

¦ wird sienur angenommen,wenn Á Û ¦ und Æ¯Û�½ (Petersengraph),Æ¯Û
º

(Hoffmann-
SingletonGraph,[6]) und (vielleicht) falls Æ±Û­ø º . Es gibt keineskalierbareKonstruktionder
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TABELLE 5.3.1. Graphenmit È §­©ëÛ%Á . Die Angabenin eckigenKlammern
bezeichnendie VielfachheiteinesEigenwerts.

Graph ù Ù ù Grade Spektrumvon úDû � ô Þ�Ëýü
Pfad(* ) * Þ Ï á á

ô
á
þ
ÿ�� �]ÿ��� � � � Ë � Ï������4Ï * ô Þ * ô Þ

Kreis(* ) * 2

á
ô
á=ÿ�� �
	 ð �� ��� � Ë � Ï������4Ï * ô Þ 
 � ð �Star(* ) * Þ Ï * ô Þ � Ï Þ Ï * 2

vollst. è -partit(* ) * * ô � � � Ï������Wÿ Ý � � * ô è�� Ï4Ï *�� � ñ���� 2

Clique(* ) * * ô Þ � Ï * � * ô Þ � 1

Hyp(» ) á � » á �ä� Ë � Ï������
Ï » »
Lattice(è Ï » ) è � » ÿ è ô�� � � è � Ë � Ï������
Ï » »
Petersen/»! ü " /MCage(3,5) 10 3 0,2,5 2

Hoff.-Sing./»!# ü " /MCage(7,5) 50 7 0,5,10 2

MCage(» Ï%$ ), »'& � Primzahlpotenz ( ï ��) � ð+* ) (��) ( » � Ï »-,/. »'& � Ï " » 3

MCage(» Ï%0 ), »'& � Primzahlpotenz ( ï ��) � ð+1 ) (��) ( » � Ï »-,32 " ÿ »4& � � Ï » Ï " » 4

MCage(» Ï � " ), »'& � Primzahlpotenz ( ï ��) � ð+5 ) (��) ( » � Ï »-,32  ÿ »'& � � Ï »-,�. »'& � Ï » Ï " » 6

6%7-8 Á:9 -Graphen. Unter den größtenbekannten
6%7-8 Á:9 -Graphenhabennur die in Tabelle5.3.1

angegebenenGrapheneinenkleinenWert von ; .
Die

6%7-8�< 9 -Cage Netzwerke sinddie kleinstenGraphenmit einemgegebenenGrad
7

undei-
nemkürzestenKreis derLänge

<
(Taillenweite)[6]. Ein CageNetzwerkhatmindestens» ÿ »=& � � ï?> ) � ð�@ ( & "»=& " Knotenfür ungerades

<
undmindestens

" ÿ »=& � � > @ ( & "»=& " Knotenfür gerades
<
. Ein Ca-

geNetzwerk,dessenKnotenanzahlmit derunterenSchranke übereinstimmt,wird minimalerCa-
ge genannt(MCage(

7-8�<
)). Zu diesenGraphengehören

6%7-8 Á:9 -Graphen,diedie Moore-Schranke
annehmen,KreiseundvollständigebipartiteGraphen.WeitereMCage(

7
,
<
) Netzwerke existieren

nur für
<BA ê 8 ¹ 8�CED

und für Wertevon
7GFHC

, die sichalsPrimzahlpotenz darstellenlassen.Für
MCageNetzwerke gilt ; FHCGA Á A �JI" � . Die Größender

6%7-8�< 9 -CageNetzwerke sindnur für
einebegrenzteZahlvonWertenfür

<
und

7
bekannt[113]. Eszeigtsich,dassunterdenbekannten

CageNetzwerkennur dieminimalenCageNetzwerke kleineWertefür ; aufweisen.
Die

6%7-8 Á:9 -Graphenunddie MCage
6%7-8�< 9 Graphenhabenzwar idealeLastverteilungseigen-

schaften,sindallerdingsnicht für jedebeliebigeKnotenanzahlkonstruierbar. Esgibt jedochauch
skalierbareGraphklassenmit gutenLastverteilungseigenschaften.

Die Knödel Graphen[83] könnenfür jede Knotenanzahlkonstruiertwerden. Ihr Grad ist��K�L�M " ,�� undihr Durchmesserist höchstensN�K�L�M " ,-O . Falls , eineZweierpotenzist, ist derDurch-
messerdurch N!P

� � ( * � "" O gegeben[52]. Diesesist eineVerbesserunggegenüberdenHypercube
Netzwerken. Eskonntegezeigtwerden,dassKnödelgraphender Größe

D ø FQD
mit ú�R C

kan-
tensymmetrischsind [69]. Nur bei diesenKnödelgraphenhabendie Laplacematrizzen wenig
Eigenwerte.

Elsässer, Kràlovič und Monien stellenin [51] zwei skalierbareGraphfamilien mit polylo-
garithmischenGradund einerpolylogarithmischenAnzahl von Eigenwertenvor. Und zwar hat
der rekursiv definierteGraph Sý* mit , KnotenhöchstensdenGrad K�L�M�,UT%ø undseineEigen-
wertanzahlwird von K�L�M  , dominiert. DasProduktausGradundEigenwertanzahl ist zwar bei
diesenGraphenasymptotischgeringeralsbei Kreis undClique,allerdingsist esfür kleineGra-
phengrößer(eswurdendie Graphenmit bis zu

C ß=ß Knotenbetrachtet).Der Graph ¾ 6 ,V9 ist eine
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Graph W Dim. X Y!Z�[!\�]�^ _V`'acb d�\�W'e�X�^
Kreis(f�g ) 1 2 32 64

Clique(f�g ) 1 63 1 63

Torus(h4ijh )= 1 4 12 48

Kreis(h ) k 2 2 4 16

Hyp(f )= 1 6 6 36

Hyp(l ) * = 3 2 2 12

Hyp( b ) 5 6 1 1 6

Lattice(g=e=m ) = 1 9 3 27

Clique(g ) * 3 3 1 9

Butterfly(g ) 1 4 10 40

DeBruijn(f ) 1 4 17 68

Knödel(f�g ) 1 6 33 198

Cage(f!e�f�^ 1 6 3 18

Knödel(f�l ) 1 5 7 35

G( f�g ) 1 4 8 32
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ABBILDUNG 5.3.1. EigenschaftenverschiedenerGraphen. Bei kartesischen
Produktenhabendie Graphenstetsdie Form t Avu
w

. Die Anzahl Eigenwer-
te von

u
wird mit ;Ux bezeichnet.Esgilt also y 6 t 8�7 9 Az7B6 ;Ux F{C 9c|~}�M 6�u 9 . In

demDiagrammsinddieLaufzeitendesOPT-IT AlgorithmusüberdieAnzahlder
von jedemKnotenversendetenNachrichtenaufgetragen.Die auf derCrayT3E
gemessenenZeitensindim Diagrammmit

CJ�
multipliziert.

ModifikationeinerHypercube.SeinGradwird von K�L�Mc� dominiertunddieAnzahlseinerEigen-
wertedurch K�L�M " � . Auchhier ist beidenmeistenGraphenmit biszu

CJ���
KnotendasProduktaus

Gradund Eigenwertanzahlgrößerals beim Kreis, esstellt sich aberheraus,dassdie Instanzent 6%��� 9 und t 6 ê � 9 sehrguteEigenschaftenhaben(vgl. Tabelle5.5.2).
Die Tabellein Abbildung5.3.1zeigteinenVergleichverschiedenerGraphenmit jeweils

ê �
Knoten(außerCage(

ê 8 ê
) undKnödel(

ê D
) mit

ê D
Knoten).Die zweiteSpaltebeziehtsichaufdie

Anzahl
7

der IterationenderäußerenSchleifevon OPT-IT. In allenFällenmit
7 R C

handeltes
sichbei denkartesischenProduktenum PotenzeneinesBasisgraphen.Die Spaltendrei undvier
enthaltendenGradund die Anzahlder EigenwertederBasisgraphen.Die fünfte Spalteenthält
dieAnzahl y 6 t 8�7 9 derNachrichten,dievonOPT-IT proKnotenmaximalgeneriertwerden.

Esgilt beispielsweiseHyp(
ê
) = Hyp(

D
)  = Hyp(

C
)
$
. Jenachdem,ob OPT-IT mit

C
,
D

oder�
Dimensionendurchgeführtwird, erhaltenwir jeweils unterschiedlicheWertefür y 6 t 8
7 9 . Und

zwarwird y 6 t 8
7 9 für größerwerdendes
7

kleiner. Wie wir im nächstenAbschnittsehenwerden,
vergrößertsich allerdingsin diesemFall dasFlussvolumen. Für

7�A�C
ist derWert y 6 t 8�7 9 am

größten,dafürerhaltenwir aberin diesemFall den � " -minimalenFluss.
DasDiagrammin Abbildung5.3.1zeigtdenlinearenZusammenhangzwischeny 6 t 8�7 9 und

derLaufzeitdesOPT-IT Algorithmus.DurchlineareRegressionerhaltenwir

��� Cluster�
OPT& IT � C��+D ms �Jy 6 t 8�7 9VT CE� ms und

���+�4���!� �
OPT& IT � �~�?���E� ms �Jy 6 t 8�7 9VT �~�?��� ms

�
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5.4. Lastmigration

NachdemderFlussberechnetist, beginnendieKnotenmit derMigrationsphase. Essei �����
ein Knoten � mit denNachbarn� � 8������J8 � è im Migrationsgraph��� 6�� 9 . Der Knotenmussden
Lastbetrag�� �+��� ��� � an denNachbarn�E  schicken. Da die initiale Last ¡c� hierfür eventuellnicht
ausreicht,wird die Lastgegebenenfalls in mehrerenPortionentransportiert.Im einzelnenerfolgt
dieMigration derObjektewie folgt.

Die Anzahl der nochan denNachbarn�E  zu versendendenLastelementewird dabeiin der
Variablen ë ã < ��� ��� gespeichert,die dementsprechendmit �� �+��� ��� � initialisiert wird. Anschließend
wird ë ã < ��� ��� jedesMal, wenn � Lastelementean �E  schickt,modifiziert. Die Migrationsphase
terminiert, sobald ë ã < ��� ì A¢�

gilt für alle
6 � 8 ¡B9£� �¤ 1. DieseBedingungwird nacheiner

endlichenAnzahlvonSchrittenerfüllt, dadievonOPT-IT erzeugtenFlüssekreisfreisind.
Der Verteilungsalgorithmus wird ausgeführt,sobaldder Flussberechnetist unddanachim-

mer dann,wenn Lastelementevon anderenKnoten empfangenwordensind. Es sei ë ã < �H¥ A¦ �+��� ì �%§c¨© ë ã < ��� ì der noch auszulieferndeFlussvon � zu einemdieserZeitpunkte. Falls ë ã < �
nicht größeralsdie aktuelleLast ist, kanndie gesamteauszulieferndeLast in einemSchrittbe-
dientwerden.Ein Konflikt entstehtimmerdann,wenn ë ã < � größeralsdie momentaneLasteines
Knotensist. In diesemFall mussentschiedenwerden,wie viele Elementean welchenNach-
barn versendetwerdensollen. Es ist bekannt,dassjeder lokale Greedy-Algorithmus, der bei
einemKonflikt seinekompletteLast verschickt,höchstensª � -mal so viele Schrittebenötigt,
wie ein optimalerAlgorithmus[44]. Die hier verwendeteProportionalheuristik gehörtzu dieser
Algorithmenklasse. Siebewegt denAnteil «E¬ < ��� ����­E«E¬ < � dermomentanverfügbarenLastanden
Knoten �E  . Die Lastwird alsovorzugsweisein dieRichtungdergrößtenSenkenbewegt.

Um denAufwandder Migration messenzu können,führenwir logischeKommunikations-
rundenein. Wir bezeichnenmit ® 6 �~9 die Rundennummervon Knoten � . Initial gilt ® 6 �~9 A��
für alle �£�Q� . JedeNachrichtwird mit der RundennummerdessendendenKnotensplus eins
versehen.JedesMal, wennein Knoten � eineNachrichtempfängt,setzter seineRundennummer
aufdasMaximumvon ® 6 �~9 undderRundennummer derNachricht.Wir definierendiemaximale
Rundennummer® durch ®£¥ A�¯�°E± � §�² ® 6 �~9 .

Bei derAufwandsabschätzung derFlussberechnungsphasekonntenwir dieLatenzzeitwegen
der kleinen Nachrichtengrößen durcheine Konstante³ ausdrücken. Bei der Migrationsphase
spielt die Größeder Nachrichteneine entscheidendeRolle. Wir modellierenden Einflussder
Nachrichtengröße, indemwir davon ausgehen,dasseineNachrichtderGröße ´ eineLatenzzeit
von ´E³ verursacht.Wir könnensomitdieMigrationszeitbeschränken:�

m µ ® 6 |~}�M 6 t�9~«¶T¸· 6�� 9~³¹9 �
Die Werte ® und · 6�� 9 hängenvomLastflussab,derwiederumvonderTopologieunddesFlussbe-
rechnungsverfahrensabhängt.Im Folgendenbenutzenwir zweiLastszenariosumdiesenZusam-
menhanggenauerzuuntersuchen.In demPeak-Szenario, setzenwir ¡ � aufeinenpositivenWert
und außerdem¡c  Av�

für
D µ»º�µ � . DasPeak-Szenariomodelliertsomit sehrunbalancierte

Lastsituationen,in denennur wenigeKnoten initial überdenGroßteil der Last verfügen. Um
Anwendungenzumodellieren,dieeinebalanciertereAusgangslasthaben,betrachtenwir dasZu-
fallsszenario, in demwir dieEinträgevon ¡ zufällig gemäßeinerGleichverteilung bestimmen.

1Hier gehenwir vondemidealisiertenFall aus,dassdieLastenbeliebigteilbarsind.
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Kreis(64)
Ã
Clique(64)
Ä
Hyp(6)
Å
Hyp(2)^3
Å
Hyp(1)^6
Å

t ® � " 6�� 9 Migrationszeit
Cray NOW
[s] [s]

Kr eis(Æ � ) 32 35638 1.19 6.9

Clique( Æ � ) 1 6350 0.38 2.0

Hyp(Æ )= 6 22755 0.40 2.1
Hyp(

D
)  = 6 32790 0.47 2.1

Hyp(
C 9 $ 6 35919 0.53 2.1

ABBILDUNG 5.4.1. Dauerder Migrationsphasefür verschiedeneTopologien
bei Peak-Last.Das Diagrammzeigt den Zusammenhangzwischender Größe
der initialen Last und der Migrationszeit. Die Experimentewurdenauf einer
CrayT3E durchgeführt.Die nebenstehendeTabellesetztdie Migrationszeitund
die � " -NormdesFlussesin Verbindung.

5.4.1. Das Peak-Szenario.DasDiagrammin Abbildung 5.4.1zeigt auf der Cray T3E ge-
messeneMigrationszeiten. Bei denExperimentenwurdenbiszu51200LastelementeaufKnoten�

generiert(jedesLastobjektbestehtaus150 Bytes). Es wurdenfünf Topologienmit jeweilsÆ � Knotenbetrachtet(Kreis,
�

Konstruktionen desHypercubeNetzwerkesunddie Clique). Die
nebenstehendeTabellezeigtdie AnzahlderKommunikationsrunden ® , die � " -Norm desFlusses
und die Migrationszeitfür die Cray und dasClustersystembei einer initialen Last von 51200
Lastelementen.

In allenFällenstimmtderWert für ® mit demDurchmesserdesNetzwerkesüberein. Inter-
essanterweisemussdiesesnicht notwendigerweise derFall sein[44].

Für einefesteinitiale Last ist derKnotenfluss· 6�� 9 in allenFällengleich. Die langeDauer
derMigrationsphaseim FallederKreistopologieentstehtdurchdengroßenDurchmesser. Erwar-
tungsgemäßkanndieMigrationszeitdeutlichverkürztwerden,wennwir Topologienmit kleinem
Durchmesserverwenden.

Die drei Zeitenfür die Hypercubebeziehensichauf diedrei Möglichkeiten derFlussberech-
nung(OPT, OPT-IT bzgl. Hyp

6�D 9  undOPT-IT bzgl. Hyp
6�C 9 $ ). Von dendrei Variantenwerden

dieKantenin unterschiedlichemMaßefür dieMigrationgenutzt.DasOPT-Verfahrenbenutztalle
KantenderTopologiefür dieLastverteilung. DagegenhängtdieAnzahlderKanten,überdieLast
migriert wird, bei derOPT-IT MethodederAnzahlderDimensionenab. Beispielsweisewerden
bei sechsDimensionennur 63 Kanten,alsoetwa nur ein Drittel derKanten,genutzt.DieserZu-
sammenhangwird auchan dengemessenen� " -NormendesFlussesdeutlich. Die unbalancierte
VerteilungderKommunikationslast führt bei derCrayzu einerVerlängerungderMigrationszeit.
Auf demClustersystemist dieserEffekt nicht zu beobachten,wasauf die hohenAufsetzzeiten
zurückzuführenist. Insgesamtwird die Migrationszeitbei Peak-Lastalsoim wesentlichenvom
Durchmesserbeeinflusst.

5.4.2. Zufällige Ausgangslast.Der Abstandim NetzwerkzwischenKnotenmit großerund
kleinerLastist beieinerzufällig gewähltenAusgangslastdeutlichkleineralsbeimPeak-Szenario.
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TABELLE 5.4.1. Die durchschnittliche Rundenzahl® unddieDauerderMigrati-
onsphasefür verschiedeneTopologienbei zufällig gewählterinitialer Last. Alle
Einträgesind Durchschnittswerte von 10 Experimentenbei einer initialen Ge-
samtlastvon51200Lastelementen.

t ® · 6�� 9 � " 6�� 9 �4Ç �4Ç ­�· 6�� 9 �4Ç ­J� " 6�� 9
Cray NOW Cray NOW Cray NOW
[s] [s] [ms] [ms] [ È s] [ms]

Kr eis(64) 3.3 4067 7591 0.076 0.54 0.018 0.13 9.6 0.07

Clique(64) 1.0 875 478 0.026 0.60 0.030 0.69 53.6 1.27

Torus(
��ÉÊ�

)= 1.8 1195 2338 0.024 0.51 0.020 0.43 10.4 0.22
Kreis(8)

"
2.2 1641 3239 0.029 0.61 0.019 0.37 9.6 0.19

Lattice(4,3)= 1.3 929 1345 0.022 0.44 0.024 0.47 16.8 0.32
Clique(4) 2.1 1950 1919 0.027 0.60 0.022 0.48 14.4 0.32

Hyp(6)= 2.1 970 1679 0.022 0.49 0.023 0.50 13.6 0.29
Hyp(2) = 2.1 1282 2481 0.025 0.51 0.019 0.40 9.6 0.20
Hyp(1)

$
1.3 1355 2733 0.028 0.64 0.020 0.47 10.4 0.23

Butterfly 2.0 1214 2288 0.024 0.50 0.020 0.41 10.4 0.22

DeBruijn(6) 1.7 1219 2314 0.026 0.54 0.022 0.44 11.2 0.23

Knödel(64) 1.4 991 1376 0.021 0.52 0.022 0.53 12.8 0.31

Knödel(62) 1.4 998 1850 1.022 0.45 0.022 0.45 12.0 0.24

Cage(6,6) 1.4 1063 1624 0.023 0.49 0.022 0.46 14.4 0.30

Somitist auchdieAnzahlderMigrationsrundenkleiner. Die Tabelle5.4.1zeigtdiedurchschnitt-
liche Anzahl ® derMigrationsrunden,diebeidenunterschiedlichenTopologienbenötigtwerden.
Außerim Falle desKreiseswerdendurchschnittlichhöchstenszwei Rundenbenötigt. Die An-
zahl der Rundenhat alsoim Gegensatzzum Peak-SzenariokeinenentscheidendenEinflussauf
dieMigrationszeit.

Der dominierendeParameterist die DauereinerMigrationsrunde, die wiederumvon derzu
versendendenDatenmenge,alsovom Knotenfluss· 6�� 9 , abhängt.Abbildung 5.4.2(b)zeigt die
deutlicheKorrelationzwischendemKnotenfluss· 6�� 9 undderMigrationszeit.Wir könnenkeine
perfekteKorrelationerwarten,da die Kostenfunktion

�4Ç
auchvom Grad und der Anzahl der

Kommunikationsrundenabhängt.Der Knotenflussist zu pessimistischim Falle desKreisesund
zu optimistischim Falle derClique. Ein Grundhierfür liegt im kleinenKnotengraddesKreises
undim großenGradderClique.

Die in Tabelle5.4.1aufgelistetenKnotenflüssezeigen,dassderKnotenflusssowohl von der
TopologiealsauchvomFlussberechnungsverfahrenabhängt.JemehrDimensionengetrenntvon-
einanderbehandeltwerden,umsogrößerwird derKnotenfluss.

Um dieseszu verstehen,betrachtenwir zumBeispieldie Kreis(8)
"

Topologie. In derersten
IterationbalanciertOPT-IT

�
Kreisegleichzeitig. Im Falle einerzufälligeninitialen Lastvertei-

lung ist dasSystembereitsnachdiesererstenIterationgut balanciert. Die Experimentehaben
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ABBILDUNG 5.4.2. Die beidenDiagrammebeziehensich auf die Messungen
aufdemClusterSystem.DasDiagramm(a)zeigtdieDauerderMigrationsphase
in Abhängigkeit derGesamtsystemlast. JederEintragist ein Durchschnittswert
von 10 Messungenmit derselbenGesamtlast.DasDiagramm(b) korreliert den
KnotenflussunddieMigrationszeit.Esbasiertauf3000Experimenten,dieunter
anderemmit den in der Tabelle5.4.1gezeigtenTopologiendurchgeführtwor-
densind. JederPunktzeigtdendurchschnittlichenKnotenflusssowie diedurch-
schnittlicheMigrationszeitvon10Experimentenmit derselbeninitialenGesamt-
last.

gezeigt,dassnur etwa 20% desGesamtflussesüberKantenläuft, die in der zweitenDimensi-
on liegen. DiesesPhänomenhat zwei Konsequenzen.Erstensführt eszu einerunbalancierten
VerteilungderKommunikationslast auf denKanten.DiesenEffekt habenwir bereitsbeimPeak-
Szenariobeobachtenkönnen.ZweitenswerdenpotentielleBalancierungspartner nicht in Verbin-
dunggebrachtwennsiesichin unterschiedlichenDimensionenbefinden.Diesesführt wiederum
zuüberflüssigenMigrationenundsomitzueinemhohenKnotenfluss.

DasOPT VerfahrenerzeugtkleinereKnotenflüsse,daesalle Kantengleichberechtigtnutzt
und somit unnötigeMigrationenvermeidet. DieserZusammenhangzwischender balancierten
Kantennutzung( �%× -Norm desFlusses)und der GrößedesKommunikationsvolumens(Knoten-
fluss)wird auchandenin Tabelle5.4.1gezeigtenMessungendeutlich. Kleine Wertevon �%×EØ �'Ù
implizierenin allen Fällenauchkleine Wertevon ·ÚØ �'Ù . Die Diffusionsverfahren scheinenalso
durchihren �%× -minimalenFlusseinenFlusszuerzeugen,derauchstetssehrgut in Bezugaufden
Knotenflussist. Im FallederCliqueist derKnotenflussin derTatminimal.

LEMMA 5.4.1. Der eindeutige �%× -minimalebalancierendeFlussderCliquemit � Knotenund
eineminitialen Lastvektor¡Û� RI Ü hatdenKnotenfluss·ÚØ �'ÙjÝH¯�°E±'Þ�ß   ß Ü/à ¡c -áâ�¡ à Ý ¥äãG¡ .

BEWEIS. Die LaplacematrixderCliquehatdie Eigenwerte
�

und � . Somit berechnetOPT
den �%× -minimal Flussin einer Iteration und der BetragdesFlussesüber eine Kante å ¬4æ!�
ç ist
gerade è é
êEë'é
ìJèÜ . Der KnotenflusseinesKnotens� ist alsogegebendurch

·ÚØ�� ÙjÝ»íî §�² à
¡c�¹á�¡ î à� �
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Es seien ¡ min und ¡ max die kleinstebeziehungsweisedie größteinitiale Last und essei � ein
beliebigerKnoten.Weitersei � � ¥ Ý å ¬Ê��� à ¡ î µ ¡c��ç und ���/¥ Ý å ¬Ê��� à ¡ î3ï ¡c�Eç . Fallsà � � à�ðòññ ��� ññ ist, danngiltíî §�² à ¡c�cá£¡ î à µ à � � à Ø�¡c�cá£¡ min

Ù4óôíî § ² ì
¡ î á£¡c�

µ íî § ² ì
¡ î á�¡c� ó Ø�¡c�cá£¡ min

Ù
µ íî §�² ¡ î á£¡ min

�
Andernfalls gilt

¦ î §�² à ¡c�cá£¡ î à µ ¦ î §�² ¡ max á£¡ î . Folglich ist

·ÚØ�� ÙjÝ»íî §�² à
¡c�cá£¡ î à� µ ¯�°E± å íî §�²

¡ î á�¡ min� æ íî §�²
¡ max á£¡ î� ç µ ãG¡ �

Nun folgt die AussagedesLemmasausderTatsache,dassfür mindestenseinenderKnotenmit
minimalerodermaximalerLastderKnotenflussgleich ãG¡ ist. õ

Der KnotenflusseinesbalancierendenFlussesauf einerbeliebigenTopologieist alsominde-
stenssogroß,wie derderCliquemit derselbenKnotenanzahl(undderselbeninitialen Last). In
diesemSinneverhältsichdie Cliqueoptimal.Wie wir allerdingsgesehenhaben,ist dasMaßdes
Knotenflusseswegen deshohenKnotengradesder Clique zu optimistisch. Abbildung 5.4.2(a)
zeigt,dassbei VerwendungdesOPTVerfahrensdie MigrationszeitderCliquegrößerist alsdie
derHypercube,obwohl derKnotenflussderCliquekleinerist.

Dennochbleibt als Fazit festzuhalten,dassein kleinerKnotenflussdie Hauptvoraussetzung
für einekurzeMigrationsphase ist, und dassder �%× -minimaleFlussdesOPT Verfahrenskleine
Knotenflüsseliefert.

5.5. Balancierungskosten

Die UntersuchungderFlussberechnungsphaseundderMigrationsphase hatgezeigt,dassso-
wohl dieWahlderTopologiealsauchdiedesFlussberechnungsverfahrens dieDauerderLastver-
teilungsphasebeeinflusst.

Für eineschnelleFlussberechnungsollte der Knotengradklein seinund die Laplacematrix
sollte wenigEigenwertehaben.Falls die TopologiealskartesischesProduktdargestelltwerden
kann,kanndie FlussberechnungdurchBenutzungdesOPT-IT Verfahrensbeschleunigtwerden.
Diesesgeschiehtdannallerdingsauf Kostender AusgeglichenheitdesFlusses.Die Dauerder
MigrationsphasehängtvonderLastsituationab. WenndiezugrundeliegendeAnwendungLastsi-
tuationenerzeugt,die ehermit demPeak-Szenariozu vergleichensind,ist esentscheidend,dass
die TopologieeinenkleinenDurchmesserhat. Wennsieehermit einerzufälligenVerteilungder
Lastzu vergleichenist, dannsolltedervon derFlussberechnung erzeugteKnotenflussmöglichst
klein sein.

Es ist somit im Allgemeinenein KompromisszwischendemAufwand,der in die Flussbe-
rechnunginvestiertwird und der gesamtenBalancierungszeit zu finden. Betrachtenwir hierzu
als Beispieldie Hypercubemit Æ � Knoten. In diesemFall dauertdie BerechnungdesFlusses
bei Verwendungvon OPT-IT mit Æ Dimensionen

�~�?� Æ Sekundenauf demHPCLine-System. Die
BerechnungdesFlussesmit demOPT-Verfahrendauertetwa doppeltsolang.
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ABBILDUNG 5.5.1. VergleichderBalancierungszeit von OPTundOPT-IT bei
VerwendungeinesHypercubeNetzwerksfür verschiedeneSystemlasten.

Bei einerDurchschnittslastvon ü � werdenbei Verwendungvon OPT-IT mit Æ Dimensionen�~� üEý Sekundenfür beidePhasenbenötigt.DagegenbenötigtOPT
�~� ý � Sekunden.Die Situation

ändertsichbei größerenDurchschnittslasten. Bei einerdurchschnittlichenLastvon
�����

lohnt es
sich,den �%× -optimalenFlusszuberechnen,dahierOPT-IT mit

�~�+�
SekundenlängerZeit benötigt,

alsOPTmit
�~� Æ ý Sekunden.Abbildung5.5.1veranschaulicht diesenZusammenhang.

Wenn die Anzahl der zu verteilendenLastelementealso klein ist, wird es sich nicht loh-
nen,den �%× -minimalenFlusszu berechnen.In diesemFall solltedie DauerderFlussberechnung
mit Hilfe desOPT-IT Verfahrensmöglichstgeringgehaltenwerden.Die Wahl einergeeigneten
KombinationausTopologieund Flussberechnungsverfahren ist also anwendungsabhängig und
wird daherim Einzelfall durchExperimentezubestimmensein.

Die Tabellen5.5.1und5.5.2zeigenBeispieleregulärerTopologien,derenLaplacematrizzen
wenigEigenwertehaben.Bei denfett gedrucktenTopologienist ihre Anzahlbezüglichderregu-
lärenGraphenminimal. Im einzelnenenthältdie linke Spaltedie Knotenanzahlunddienächsten
achtSpaltenenthaltendie Graphen,derenKnotengradder Angabein der Kopfzeileentspricht.
Bei denGraphenin derzweitenSpaltehandeltessichalsoum Graphen,derenmaximalerKno-
tengrad

�
ist. Die rechteSpalteenthältbezüglichderangegebenenGraphendasminimaleProdukt

ausmaximalenGradund der Anzahl der Eigenwertesowie in Klammerndie Grade,bei denen
diesesProdukterreichtwird. Die Graphensindin derForm“ þ{áUü [ Ø º Ù ], Bezeichnung, Durchmes-
ser” notiert. In denFällen,wo deroptionaleWert º angegebenist, wurdenalle nicht isomorphen
regulärenGraphenwie in [109, Kapitel3] erzeugt.Undzwarbezeichnetº hier jeweilsdieAnzahl
nicht isomorpherGraphenmit einerminimalenAnzahl von Eigenwerten.Die Bezeichnungen
sindnachTabelle5.5.3gewählt.

An denTabellenwird deutlich,dassvor allemfür größereKnotenanzahlennur wenigegute
Topologienbekanntsind. Die Entwicklung von Graphklassenmit wenigenEigenwertenund
kleinemGradwie ÿ£Ø�� Ù und tGØ�� Ù [51] sinddaherfür LastverteilungszweckeeinGebiet,aufdem
weitereForschungnötig seinwird.
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TABELLE 5.5.1. Lastverteilungstopologienmit biszu32Knoten.

5.6. Vergleich von Diffusion und Workstealing bei verteiltem Farming

In diesemAbschnittbetrachtenwir dasProgrammierparadigma desverteiltenFarmings. Im
Gegensatzzum Farming, bei demAufgabenvon einemausgezeichnetenProzess(demFarmer)
erzeugtwerden,generierenbeim verteiltenFarmingalle ProzessorenLast. Im erstenFall stellt
sichdieFragenachderZuteilungderAufgabenandieArbeiterprozesse. BeimverteiltenFarming
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TABELLE 5.5.2. Lastverteilungstopologienmit
��� µ à � à µ Æ � .

werdendieAufgabenbereitsvondenArbeiterprozessenerzeugtundsomitist ehereineUmvertei-
lung notwendig.DiesesAnwendungsmusterstellt einenatürlicheAnwendungfür die in diesem
Kapitel behandeltenLastverteilungsverfahren dar. AnwendungendiesesParadigmasfindensich
zumBeispielbeiderparallelenTabu-Suche[13].
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Bezeichnung Beschreibung
clique Clique
c� P Vollständiger� -partiterGraph
d� D � KleinsterregulärerGraphmit Grad � undDurchmesser�
Hyp� HypercubederDimension�
Lat(�'æ�� Ù Lattice-GraphderDimension� übereinemAlphabetderGröße�
T( � É��

) � É��
-Torus

CCC� CubeConnectedCyclesNetzwerkderDimension�
Bfly � Butterfly NetzwerkderDimension�
CL ZirkularerGraphmit minimalerEigenwertanzahl [6]
CT(�'æ�� Ù ) � andenBlätternidentifizierte� -äreBäumemit jeweils � Ebenen
(m)cage(�'æ � ) (Minimaler) CageGraphmit Parametern� und

�
ram(�'æ � æ!y ) RamanujanGraphmit Parametern� ,

�
und y

hbw(�Úæ��-æ�� ) Graphmit Taillenweite ��� undgrößterBisektionsbreite
G(� ) t -Graphmit � Knoten[51]

TABELLE 5.5.3. Bezeichnungenderin denTabellen5.5.1und5.5.2aufgeführ-
tenTopologien.

VDS stellt für diesesParadigmaim wesentlichendie folgendenTechnikenzurVerfügung.

(1) Work-Stealing. Work-Stealingist eineStandardmethodefür empfänger-initiierte Last-
verteilung.Sobaldein ProzessorkeineAufgabenmehrzu erledigenhat,sendeter eine
Anfrageaneinenzufällig ausgewähltenProzessor. Sobaldein nochbeschäftigterPro-
zessoreineAnfrageempfängt,teilt er seineLastmit demanfragendenProzessor.

(2) OPT-IT. Wir werdenunshier auf die Berechnungdes �%× -minimalenFlussesbezüglich
derHypercubeTopologiebeschränken. Die Lastverteilungkannentwederin einervon
der Abarbeitungder AufgabengetrenntenPhaseerfolgen(dedizierteDiffusion) oder
parallelzur eigentlichenAbarbeitung(nebenläufige Diffusion). Da im zweitenFall die
Aufgabenbearbeitung parallelzurLastverteilunggeschieht,ist einederGrundvorausset-
zungenfür die VerwendungdesDiffusionsverfahrensverletzt. Die berechnetenFlüsse
werdenalsoim Allgemeinennichtmehrbalancierendsein.

Abbildung5.6.1zeigt einenVergleich von Work-Stealing,dedizierterDiffusionund neben-
läufigerDiffusion. Das Diagramm(a) zeigt, dassdie dedizierteVariantewenigereffizient als
Work-Stealingist. Diesesliegt andenWartezeitenwährendderFlussberechnungsphase.Die ne-
benläufigeDiffusionermöglichthöhereEffizienzen,dasiedie Lastbalanciertundsomitdie bei
Work-StealingauftretendenIneffizienzengegenEndederRechnungverhindert.

Wenndieinitiale LastjedesProzessorssogroßist, dassdieProzessorenwährendderFlussbe-
rechnungausgelastetsind, dannist ein balancierenderFlussfür die initiale Lastsituationauch
balancierendfür dieSituationnachderFlussberechnung.Diesesist nichtderFall, wennwährend
der FlussberechnungbereitsProzessorenunbeschäftigtsind. In diesemFall bekommendie un-
beschäftigtenProzessorenzu viel Lastzugeteilt,sodasssiemehrZeit für die Bearbeitungihrer
Aufgabenbenötigen,alsProzessoren,die währendderFlussberechnungbeschäftigtsind. Dieser
Effekt ist in Abbildung 5.6.1(b)zu sehen.Der Einbruchder Systemauslastungam Anfangder
BerechnunghatzurFolge,dassnichtalleProzessorengleichzeitigihreRechnungbeenden.Diese
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ABBILDUNG 5.6.1. Vergleich von Work-Stealingund Diffusion für verteiltes
Farming.Die Experimentewurdenauf 64KnotendesHPCLine-Systemsdurch-
geführt.Für die DiffusionsexperimentewurdedasOPT-Verfahren auf einerHy-
percubeangewendet.Die Diagramme(a)und(b) beziehensichaufeinezufällige
initiale Lastverteilungvon3200Aufgaben.DasDiagramm(a)setztdieEffizienz
derGesamtberechnung unddie BerechnungszeitjedereinzelnenAufgabein Be-
ziehung. JederPunktrepräsentiertdie mittlere Effizienzvon 20 Experimenten.
DasDiagramm(b) zeigtdieAnzahlderbeschäftigtenProzessorenbeieinerAuf-
gabenberechnungszeit von 10 Millisekunden.Zur Verdeutlichungist derGraph
unterderWork-StealingKurve graudargestellt.Die Diagramme(c) und(d) stel-
len die Situationbei einerinitialen Peak-Lastvon 640Lastelementenundeiner
Bearbeitungszeit von0,2Sekundendar. DasAusführungsprofil (c) zeigtdieAus-
lastungderProzessorenbeiVerwendungvonnebenläufigerDiffusion.

Ineffizienzenkönnenbeispielsweisedurchdie Initiierung weiterernebenläufigerLastbalancie-
rungsphasenoderdurchdieanschließendeAktivierungvonWork-Stealingverringertwerden.

DennochkanngenaudiesesProblemdazuführen,dasssich Work-Stealingbesserverhält,
alsnebenläufigeDiffusion. Wenndie LastamAnfangsehrunbalanciertist, entstehenbeimDif-
fusionsverfahren IneffizienzeneinerseitsdurchWartezeitenwährendder Flussberechnungund
andererseitsdadurch,dassderFlussbezüglichderLastsituationnachderFlussberechnungnicht
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balancierendist. Dagegenschafft esWork-Stealingsehrschnell,alleProzessorenzubeschäftigen.
Die Diagramme5.6.1(c)und(d) illustrierendiesenZusammenhanganeinerPeak-LastSituation.
In derin [13] betrachtetenparallelenTabu-Suchehatsichin denExperimentendieWork-Stealing
Methodealseffizienztererwiesen.

Diesesist ein Beispieldafür, dassoft die Wahl einespassendenLastverteilungsalgorithmus
starkanwendungsabhängig ist undmit Hilfe vonExperimentenbestimmtwerdensollte.VDS un-
terstütztdieseEntwicklungsphasedurchdieNutzunggeeigneterStandardeinstellungenunddurch
die Möglichkeit, Lastverteilungsalgorithmen undderenParameterohnedie Neuübersetzungdes
parallelenProgrammsaustauschenzukönnen.
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KAPITEL 6

DasLastverteilungssystemVDS

Die AbkürzungVDS stehtfür „Virtual Data Space“. DieserNameverkörpertdie grundle-
gendeIdeedesSystems.Aus derSichtdesProgrammiererserzeugteineVDS-Anwendung

Aufgaben,die übereinenglobalenDatenraumfür jedenProzessorzugreifbarsind. Sobaldein
Prozessorbereit ist, Aufgabenzu berechnen,nimmt er sich AufgabenausdiesemDatenraum.
Auf dieseWeisewird derVorgangderLastverteilung vollständigvonderAnwendungentkoppelt.
Die Tatsache,dassessich bei diesemDatenraumeigentlichum verteilteLastcontainerhandelt,
derenLast durchLastverteilungsalgorithmen gesteuertwird, bleibt demBenutzer(weitgehend)
verborgen.

Abschnitt6.1gibt einenÜberblicküberdenStandderForschungaufdemGebietderLastver-
teilungsumgebungen.In Abschnitt6.2wird dasKonzeptvonVDS beschrieben,undAbschnitt6.3
beschreibtdie in VDS integriertenLastverteilungsmethoden. Anschließendzeigendie Abschnit-
te 6.4 und6.5 die Benutzungvon VDS sowie einenexperimentellenVergleichmit drei anderen
Lastverteilungsverfahren.

6.1. Standder Forschung

Die erstenUmgebungen,die demAnwendungsprogrammierer die Aufgabeder Lastvertei-
lung abnahmen,wurdenvor etwa 10 Jahrenvorgestellt.SeitdemwurdenzahlreicheneueSyste-
me entwickelt, die sich in denunterstütztenParadigmenund Lastverteilungstechniken oder in
denverwendetenKonzeptenfür die Aufgabenbeschreibungunterscheiden.In der Tabelle6.1.1
sindeinigerelevanteLastverteilungsumgebungen aufgelistet.In denfolgendenAbschnittenwird
näheraufdieseUmgebungenundauf ihreBeziehungzuVDS eingegangen.

6.1.1. Unstrukturierte Berechnungen. Kommunikationsbibliothekenwie PVM oderMPI
ermöglicheneszwar, kommunizierende Prozessezu erzeugen,siestellenaberkeineLastvertei-
lungsmethodenzur Verfügung. Zu den Systemen,die nebender FunktionalitätdesNachrich-
tenaustauschsauchLastverteilungsfunktionen anbieten,gehörenChare Kernel [120], Parallel
Objects(PO) [34], CoPA [37], BALANCE[73] undPaLaBer[108]. DasvondiesenSystemenun-
terstützteparalleleProgrammierparadigmaist somitderNachrichtenaustausch. Sieunterscheiden
sichin derArt, in dersiedie Aufgabenrepräsentieren.

In CoPA, PaLaBerundBALANCE bestehteineparalleleAnwendungauseinerMengekom-
munizierenderProzesse.Die Systemezielendaraufab,verteilteSystemefür grobgranulareAn-
wendungenzu nutzen.CoPA unterscheidetsichvon denanderenbeidenSystemendadurch,dass
esdie PlatzierungderAufgabenstatischplant. Hierfür mussderKommunikationsgraphvor der
Ausführungbekanntsein.WährendderAusführungsammeltdasSystemInformationenüberdas
Rechen-undKommunikationsverhaltenderAnwendung,diebeidernächstenPlatzierungberück-
sichtigt werden. Für die Planungwerdenin CoPA die Partitionierungsbibiothek PARTY [111]
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TABELLE 6.1.1. Lastverteilungsumgebungen. Die ersteSpalteenthältdie Na-
menderSysteme,diezweitegibt Auskunftdarüber, obessichumeineBibliothek
oder eine Programmiersprache handelt,die dritte enthältdie Datenstrukturen,
mit denendie Aufgabenbeschriebenwerden,die vierte listet die unterstützten
Programmierparadigmen auf und die fünfte Spaltezeigt die von denSystemen
verwendetenLastverteilungsalgorithmen.

System Typ Lastbeschr. Paradigmen Lastverteilung

CHARE Sprache Datenstrukt. aktiveNachrichten ACWN
Charm++ Sprache Datenstrukt. aktiveNachrichten ACWN
PaLaBer Bibl. Prozess Nachrichtenaustausch hierarchischeMethode
BALANCE Bibl. Prozess Nachrichtenaustausch, zentralisierteMethode

Client/Server
PO Sprache Datenstrukt. Nachrichtenaustausch Dif fusion
CoPA Bibl. Prozess Nachrichtenaustausch Partitionierung,SA
Dynamo Bibl. Datenstrukt. unabhängigeAufgaben —
Cilk Sprache C-Funktion strikteBaumberechnung Work-Stealing

globaleVariablen
PMn Bibl. C-Funktion Fork-Join,unter- verteilteMethodemit

brechendesScheduling globalerKommunikation
DTS Bibl. C-Funktion Fork-Join Work-Stealing
DOTS Bibl. C++-Meth. Fork-Join zentralisierteMethode
RAPID Sprache C-Funktion DAG-Planung Planungsheuristiken
PYRROS Sprache C-Funktion DAG-Planung Planungsheuristiken
VDS Bibl. Datenstrukt. Nachrichtenaustausch, Dif fusion,Dimension

(gewichtete)unabhängige Exchange,Work-
Aufgaben,strikteBaum- Stealing,Pie-Mapping,
berechnung,DAG-Planung ETF

Mentat Sprache C++-Meth. datengetriebene Graphpartitionierung
Berechnung

Athapascan-1 Sprache C++-Meth. datengetriebene Work-Stealing,
Berechnung Planungsheuristiken

ICC++ Sprache C++-Meth. datengetriebene initiale Datenplat–
Berechnung zierung,Work-Stealing

ParList Bibl. Feld Gebietszerlegung lokaleAustauschheur.
Dome Bibl. Feld Gebietszerlegung lokaleAustauschheur.
PadFEM Bibl. FEM-Netz Gebietszerlegung Dif fusion
Millipede Sprache C-Funktion globaleVariablen zentralisierteMethode

undSimulatedAnnealing(SA) benutzt.BALANCE undPa-La-Bernehmendie Platzierungsent-
scheidungenzurLaufzeitvor. BALANCE nutzthierfüreinenzentralisiertenundPa-La-Bereinen
hierarchischorganisiertenLastverteilungsalgorithmus.

In derProgrammierspracheChareundin derPOUmgebungwerdendieAufgabendurchDa-
tenstrukturenrepräsentiert.Ein Chare bestehtauseinerReihevon Aktivierungspunkten. Alle
BerechnungenwerdendurchdasSendenvon BotschaftenandieseAktivierungspunkte initiiert.
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Der Kernel startetdie Berechnung,indemer Initialisierungsbotschaften an jedenneuenChare
schickt.Da Charessehreinfachmigriert werdenkönnen,danndasSystemauchfür feingranula-
re Berechnungengenutztwerden. Eswird bei der Lastverteilungangestrebt,kommunizierende
Charesnahebeieinanderzuhalten.Um dieseszuerreichen,wird derlokaleACWN Algorithmus
(Adaptive ContractingWithin Neighborhood)[136] angewendet. Die Charm++Sprachebietet
einobjektorientiertesInterfacezumChareKernel[81] an.

Die POUmgebungbasiertaufdemModellderaktivenObjekte[20]: jedesPOObjektverfügt
nebenderüblichenObjektstrukturausZustandundMethodenübereventuellmehrereausführen-
deEinheiten(Threads).Mindestensein Threadist mit jedemPOObjektverbunden.Eskönnen
weitereThreadserzeugtwerden,umparalleleBerechnungenaufdenObjektdatendurchzuführen.
AllerdingskönnendieseThreadsausschließlichauf die Daten„ihres“ Objektszugreifen.Wenn
Dienstevon anderenObjektenbenötigtwerden,werdenAufträgean dieseObjekteverschickt.
Um hierbeiWartezeitenzuvermeiden,unterstütztPOasynchroneAufträge.POversucht,wie der
ChareKernel,durchlokaleLastverteilungkommunizierende ObjekteaufbenachbartenProzesso-
renzuhalten.In POwird hierfürein aufDiffusionbasierenderAnsatzgenutzt[33].

Ein Lastverteilungssystem, dasnicht direkt dasParadigmadesNachrichtenaustauschsunter-
stützt,ist dieDynamoBibliothek [123]. Wie beiChareundPOwerdenin DynamodieAufgaben
durchDatenstrukturenrepräsentiert.DynamoerlaubtzusätzlichdieDefinitionvonAufgabenprio-
ritäten. Die Bibliothek bietetallerdingslediglich eineSchnittstellefür Lastverteilungsverfahren
an.Die VerfahrenselbstmüssenvomBenutzerzurVerfügunggestelltwerden.

6.1.2. Strikte Baumberechnungen. Die ersteProgrammierumgebung, die dasParadigma
der strikten Baumberechnung(Definition 1.1.1) unterstützte,ist die Programmiersprache Cilk
[8]. Cilk erweitertdie C-SprachedurcheineReihevon Schlüsselwörtern für dasErzeugenund
Synchronisierenvon Threadssowie für die Beschreibung der Datenabhängigkeiten. Die Last-
verteilungerfolgt durchWork-Stealing[9]. Im Gegensatzzu den anderenhier beschriebenen
Umgebungenist Cilk allerdingsausschließlichauf Systemenmit gemeinsamenSpeicherlauffä-
hig.

DasFork-JoinParadigmabestehtausstriktenBaumberechnungen, diehöchstenseineDaten-
abhängigkeit zwischenzwei Threadserlauben. In einemFork-Schritt erzeugtdie Anwendung
neueThreads,undin einemJoin-SchrittwartetsieaufErgebnisse(einiger)erzeugterThreads.

Die Bibliotheken DTS [14], der objektorientierteNachfolgerDOTS [7] und PMo [103] er-
laubendie Implementierung von Fork-Join Algorithmen. Es gibt dabeizwei wesentlicheUn-
terschiedezwischenderPMo BibliothekunddenBibliothekenDTSundDOTS.Zumeinenführt
diePMo BibliothekalleerzeugtenThreadsquasiparallelaus,indemKontextumschaltungendurch
Zeitscheibenrealisiertwerden.Im GegensatzhierzustartenDTS undDOTS einenneuenThread
nur dann,wennder erzeugendeThreaddurcheinenJoin-Schrittblockiert ist. Zum anderener-
laubtPMo demBenutzerdie Zuweisungvon Prioritätenandie Aufgaben.Implementiertwerden
diePrioritätendurchunterschiedlicheZeitscheibengrößen.

6.1.3. Andere Anwendungsstruk turen. Wennder Abhängigkeitsgraph der Aufgabenvor
derBerechnungbekanntist, könnenstatischePlanungssysteme wie RAPID [56] oderPYRROS
[63] benutztwerden.RAPID nutzt DTS [139] und in PYRROS wird dasDSC Verfahren[140]
eingesetzt,um effizientePlänevor derAusführungzu berechnen.Für denFall, dassderAbhän-
gigkeitsgraphnicht im vorausbekanntist, wurdendie SystemeMentat[66], Athapascan-1[59]
oderIllinois ConcertC++ (ICC++) [19, 18] entwickelt. Durchdie Implementierungeinesdaten-
getriebenenAusführungsmodells könnendieseSystemebeliebigeAufgabengraphenzurLaufzeit
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planen.In Mentatwird derAufgabengraphin regelmäßigenZeitabständenneupartitioniertund
umverteilt [134]. Athapascan-1wendetsowohl dynamischeTechniken wie Work-Stealingals
auchstatischeTechnikenan. Im letzterenFall wird vonAthapascan-1dasPYRROSSystemver-
wendet.ICC++ benutzteinepriorisierteWork-StealingTechnikundHeuristiken für die initiale
Platzierungvon Aufgaben. Bei allen drei Systemenwird bei der Lastverteilungangestrebt,in
BeziehungstehendeAufgabenaufdemselbenProzessorzuhalten.

DatenabhängigkeitenspielenauchbeidatenparallelenAnwendungeneinewesentlicheRolle.
BeispielesolcherAnwendungensind adaptive numerischeSimulationen.Systemewie ParList
[53], Dome[2] oderPadFEM[45] bietenparalleleDatenstrukturenan,die zu Beginn derRech-
nungpartitioniertundverteilt werden.NachjederBerechnungsrundewerdendie Partitionenneu
geformtumaufÄnderungenderDatenstrukturoderderzurVerfügungstehendenRechenleistung
reagierenzu können.Ein andererAnsatzderartigeSystemezu realisieren,ist die Simulationge-
meinsamenSpeichers.Ein Beispiel ist dasMillipede System,dasunteranderemeineverteilte
Plattformfür ParC-Programme bietet[54]. Für die Lastverteilungwird in Millipede einezentra-
lisierteMethodeeingesetzt.

6.1.4. Innovationen und Beschränkungen von VDS. Die wesentlichenLeistungsmerkma-
le derVDS-Bibliotheksinddie effizienteAusführungstrikterBaumberechnungenauf Systemen
mit verteiltemSpeicher, die Handhabung von Aufgabenprioritäten unddie Integrationvon stati-
schenunddynamischenLastverteilungsverfahren in einerBibliothek. Zudemist VDS daserste
Lastverteilungssystem, dassdie gleichzeitigeNutzungmehrererParadigmenermöglicht. Auf
deranderenSeiteunterstütztVDS keineallgemeinendatengetriebenenBerechnungen.Weiterhin
berücksichtigtVDS keineAbhängigkeitenzwischendenAufgaben.Somit ist VDS nicht für An-
wendungengeeignet,die auf GebietszerlegungbasierenodergemeinsamenSpeicherbenötigen.
VDS konkurriertalsonichtmit Systemenwie Athapascan-1,PadFEM,oderMillipede.

p Im GegensatzzuPMo , DTSundDOTS implementiertVDS dasvollständigeModell der
striktenBaumberechnungen. DadurchkönnengenerierteThreadsmehrmalsErgebnisse
generieren.Im Gegensatzzu Cilk kannVDS auf allen Systemenbenutztwerden,die
PVM oderMPI unterstützen.p VDS beinhalteteffizienteVerfahrenfür die BalancierungunstrukturierterAnwendun-
gen.VDS erlaubtwie DynamoundPMo die Definition von Aufgabenprioritäten. VDS
benutztdabeiunteranderemdie maximalePrioritäteinesObjektsalsLastmaß.Durch
dieVerwendungdiesesLastmaßesbalanciertVDS sowohl dieAnzahlalsauchdiePrio-
rität derAufgaben.Aufgabenmit hoherPriorität werdenalsovor denenmit niedriger
Prioritätbearbeitet.DiesesVerhaltenist besondersfür die Implementierung vonverteil-
tem Best-FirstBranch&Boundwichtig, daesdenSuchoverheadreduziert. Im Gegen-
satzhierzugeneriertderPrioritätsmechanismusvon PMo bei dieserAnwendungsyste-
matischOverhead,da jedesTeilproblemeinegewisseBerechnungszeit zugeteiltwird
[41]. SomitinvestiertPMo Rechenzeitin Teilprobleme,dievomVDS nichtausgewertet
werdenwürden.p Viele auf dynamischerProgrammierungberuhendeAnwendungengenerierenregulä-
re Aufgabengraphen,wie sie in Kapitel 3 behandeltwordensind. Insbesonderediese
GraphensindkeinestrikteBaumberechnungenundwerdensomitnicht vonPMo , DTS,
DOTS, und Cilk unterstützt.Im Gegensatzzu RAPID undPYRROS erlaubtVDS die
Integrationvon optimiertenPlanungsverfahren für Graphklassen.Ein Beispielhierfür

94 6. DasLastverteilungssystemVDS



qrqrqqrqrqsrsrssrsrs trttrttrttrturuuruuruuru{     ?}{     ?}

vrvvrvwrwwrw xrxxrxyryyry zrzzrz{r{{r{ |r||r|}r}}r} ~r~~r~�r��r�

�r��r��r��r�

�r�r��r�r��r�r��r�r�

�r��r��r��r��r��r��r��r� �r�r�r��r�r�r��r�r�r��r�r�r��r�r�r��r�r�r��r�r�r�
�r�r�r��r�r�r��r�r�r��r�r�r��r�r�r��r�r�r��r�r�r�

�r��r��r��r��r��r��r��r� �r��r��r��r��r��r� �r�r��r�r��r�r��r�r��r�r��r�r�
lokale

regel

V
D

S

Migration von Objekten

Last

Lastverteilung durch

Auswahl−

Anwendungs−
prozesse

ABBILDUNG 6.2.1. Die Strukturvon VDS.

ist diePie-MappingTechnikfür (umgekehrte)PyramidenundDiamanten.Fürbeliebige
GraphenverwendetVDS denApproximationsalgorithmusETF[74].p Die Systemein Tabelle6.1.1 sind außerVDS auf spezielleProgrammierparadigmen
abgestimmt.DieseBeschränkungkannunterUmständenein Hindernissfür effiziente
Parallelisierungensein.Die DescartesMethodefür reelleNullstellenisolierung ist zum
Beispielein Divide&ConquerAlgorithmus,derdie Berechnungvon Polynomtransfor-
mationenin jedemDivide-Schritterfordert. DieseTransformationgeschiehtdurchdie
AuswertungeinerPyramide.Collins u.a. habeneineParallelisierung diesesAlgorith-
musmit demDTSSystemvorgenommen[28]. HierdurchkonntensienurdieBaumpar-
allelität ausnutzen.Sie kamensomit zu demErgebnis,dassder Algorithmusnur sehr
wenig Parallelitätbietet. Für Polynomemit zufällig gewähltenKoeffizientenwar der
Speedupin ihren Experimentennie größerals � . Im nächstenKapitel werdenwir se-
hen,dasswir mit VDS eineskalierbareParallelisierungerhalten,wennwir dynamische
Lastverteilungauf der Baumebenemit statischerLastverteilungauf der Knotenebene
kombinieren.

VDS bietetdemBenutzerunterschiedlicheLastverteilungstechniken an, mit denendie Verwal-
tungdesglobalenAufgabenraumesderAnwendungangepasstwerdenkann. Darüberhinauser-
laubtesVDS, anwendungsspezifische Lastverteilungsverfahren undDatenstrukturen zu integrie-
ren. Hierdurcheignetsich VDS auchsehrgut alsTestumgebung für neueLastverteilungs-und
Planungsalgorithmen.

Die folgendenAbschnittegehenauf die Anwendungsschnittstelle, auf die integriertenLast-
verteilungsverfahren und auf die Schnittstelle,die VDS für die IntegrationneuerKomponenten
anbietet,ein.

6.2. Die Anwendungsschnittstelle

Die Anwendungsschnittstelle von VDS bestehtausallgemeinenFunktionenund ausFunk-
tionen,diebestimmteProgrammierparadigmenunterstützen.Wir beginnendieBeschreibungder
Schnittstellemit denallgemeinenFunktionen.Danachgehenwir näherauf die einzelnenPara-
digmensowie aufdieKombinationderParadigmenein.

6.2.1. Die Benutzersicht. EinesdergrundlegendenKonzeptevonVDS ist dieBeschreibung
derAufgabendurchDatenstrukturen(Objekte). Um eineAnwendungmit VDS zuparallelisieren
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ist essomit notwendig,unabhängigeAufgabenzu identifizierenund geeigneteDatenstrukturen
für siezuentwerfen.EinetypischeVDS AnwendungfordertObjektevonVDS an,bearbeitetsie
undgeneriertneueObjekte.VDS ist für dieVerwaltungdieserObjekteverantwortlich. Ein trivia-
ler Ansatz,die Objektverwaltung zu realisierenbestehtdarin, alle Objekteauf einemProzessor
(Server) zu speichern.DieserAnsatzwürdeallerdingsKommunikationskostenbei jederObjek-
tanfragezur Folgehaben.Außerdemist dieserAnsatznicht skalierbar, daderServer schnellzu
einemFlaschenhalswerdenwürde. Es ist dahernotwendig,die Aufgabenverteilt zu speichern.
Aus EffizienzgründenverstecktVDS dieseTatsachenichtvor demBenutzer.

Verteilte Lastcontainer. Die Abbildung6.2.1zeigtdie interneStrukturvonVDS. Auf jedem
Prozessorbefindetsichein Anwendungsprozessundein Containermit lokal verfügbarenObjek-
ten. Der Anwendungsprozesswird ausschließlichmit ObjektenausdiesemContainerbedient.
Wenner leer ist, dannist esdie AufgabedesLastverteilungsalgorithmus, Aufgabenausanderen
Containernzu transferieren.Wennalsodie AnwendungObjektemit Prioritätenbenutzt,dann
wird VDS dasObjekt mit der höchstenPriorität in Bezugauf die Objekteim Containerliefern
(undnichtein Objektmit systemweithöchsterPriorität).

Sobaldein neuesObjektgeneriertist, bleibt esunterderKontrollevon VDS bis esderAn-
wendungnacheinerLastanforderung zurückgegebenwird. SolangeeinObjektderKontrollevon
VDS unterliegt, kannesbeliebigmigriertwerden.Eswird dabeikeinVersuchunternommen,den
Aufenthaltsortder Objektezu verfolgen. Es ist dahernicht möglich, ein speziellesObjekt von
VDS anzufordern(in LINDA [15] ist diesesbeispielsweisemöglich).WeiterhingehtVDS davon
aus,dasseskeinebesondereEignungbestimmterAnwendungsprozesse für dieBearbeitungeiner
Aufgabegibt. JedesObjekt sollte von jedemAnwendungsprozessgleich gut bearbeitetwerden
können.

Lastanforderung. Esgibt zweiMöglichkeiten,ObjektevonVDS anzufordern—dieblockie-
rendeund die nicht blockierendeLastanfrage.Da sich beideAnfrageartenausschließlichauf
denlokalenLastcontainerbeziehen,schlägtdienicht blockierendeAnfrageeventuellfehl (selbst
dann,wennnochObjektein anderenContainernvorhandensind).Die blockierendeAnfragewar-
tet,biseinObjektin demlokalenContainerverfügbarist. Um zuverhindern,dassaufdieseWeise
eineVerklemmungentsteht,müssenAnwendungen,dienichtselbstdasEndederBerechnunger-
kennen,die Terminierungserkennungvon VDS aktivieren.

Objekttypen und Objektklassen. Die VDS-Objektewerdenauf zwei Weisenklassifiziert.
Die übergeordneteKlassifikationbeziehtsichaufdasProgrammierparadigma. Im einzelnensieht
VDS für dieUnterscheidungderParadigmendiesechsin Tabelle6.2.1aufgeführtenObjekttypen
vor. Der Typ Aufgabewird für die Beschreibung unabhängigerAufgabenbenutzt. Unabhängi-
geAufgaben,die mit Prioritätenversehensind,werdendurchgewichteteAufgabenrepräsentiert.
Sieunterscheidensichvon ungewichtetenAufgabennebenderReihenfolgein dersiebearbeitet
werdendarin, dassesmöglich ist, eineuntereSchranke für dasGewicht festzulegen. Objekte,
derenGewicht unterhalbdieserSchranke liegt, werdengelöscht.DieseFunktionalitätist insbe-
sonderefür die Parallelisierungvon Best-FirstBranch&Bound von Nutzen. Die Benutzungder
ThreadObjektewird in Abschnitt6.2.2und die der DAG-Objektein Abschnitt6.2.3beschrie-
ben. Die Nachrichtentypen sindnicht nur für die KontrollederparallelenAnwendunghilfreich,
siemachenauchdieAnwendungunabhängigvombenutztenKommunikationssystem(PVM oder
MPI).

NebendenObjekttypenkönnenObjekteauchanhandderKlasse, zu dersiegehören,unter-
schiedenwerden. Alle Objekte,die zu derselbenKlassegehören,habenauchdenselbenTyp.
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TABELLE 6.2.1. Der Typ einesObjektsbestimmtdie Operationen,die auf das
Objektangewendetwerdenkönnen.FernerlegteerdieAnfangsauswahl derDa-
tenstrukturundderLastverteilungfest.

Typ Paradigma Default Datenstruktur Default Lastvert.

Aufgabe unabhängigeAufgaben FIFO adaptivesWork-Stealing

gewichtete unabhängigeAufgaben Prioritätswarteschlange lokaleAustauschmethode
Aufgabe mit Prioritäten

Thread strikteBaumberechnung Dequefür dieAufgaben Work-Stealing

DAG-Objekt gerichtetekreisfreie DAG ETF(statischePlanung)
Aufgabengraphen

Botschaft Nachrichtenaustausch FIFO keineLastverteilung
zwischenAnwendungs-
prozessen

priorisierte Nachrichtenaustausch Prioritätswarteschlange keineLastverteilung
Botschaft mit Prioritäten

Sowohl die Datenstrukturfür die Containerals auchder Lastverteilungsalgorithmus sind Klas-
senparameter. Zwei KlassendesselbenTypskönnenalsovon unterschiedlichenLastverteilungs-
algorithmenverwaltetwerden.

Statischeund dynamischeObjekte. VDS siehteinestatischeundeinedynamischeMetho-
de für die Speicherungvon Objektdatenvor. Die Speichermethodeist ebenfalls ein Klassenpa-
rameter. StatischeObjektebeinhalteneinefesteDatenstruktur, derenGrößebei ihrer Erzeugung
angegebenwird. DynamischeObjektekönnenbeliebigeDatenstrukturen enthalten.Siesindzwar
flexibler als statische,habendafür allerdingsden Nachteil eineserhöhtenAufwandsbei ihrer
Migration. Da die Migration durchNachrichtenaustauschvorgenommenwird, müssendie Da-
tenstrukturendynamischerObjektevor ihremTransportin eindimensionaleDatenfelderverpackt
werden.DasPacken,EntpackenunddasLöschendynamischgespeicherterObjekteerfolgtdurch
Rückruffunktionen, diebei derKlassendeklaration spezifiziertwerden.

Ein Beispiel. Die Abbildung 6.2.2zeigt ein kurzesBeispiel für die VerwendungdesFar-
ming Paradigmas.JederAnwendungsprozessführt dasselbeProgrammaus.Esverwendetzwei
Objektklassen.Die ersteKlasse(job) wird für die VerteilungderAufgabenbenutzt.Die zweite
KlassedientzurRückgabederErgebnisseandenFarmer. JedeVDS Anwendungbestehtauseiner
Konfigurierungs-undeinerBerechnungsphase. In dererstenPhase(Zeilen1 und2) werdendie
KlassendefiniertundverschiedeneweitereEinstellungen,zumBeispielandenLastverteilungs-
methoden,vorgenommen.Die FunktionVDS_Configure beendetdie Konfigurierungsphase
undinitialisiert alle Teile vonVDS, die für dieAnwendungbenötigtwerden.

In denZeilen4 und5 generiertderFarmer(Prozessor0) mit derFunktionVDS_Generate
Aufgaben. Wenn die Aufgabenzu anderenKnoten migriert werden,werdensie automatisch
mit den in Zeile � spezifiziertenFunktionenpack_fn und unpack_fn gepacktund wieder
entpackt.NachdemalleAufgabengeneriertsind,wird auchderFarmerzumArbeiterundfordert
Aufgabenvon VDS an.
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1 job = VDS_Define_class ("job", VDS_Task, pack_fn, unpack_fn, free_fn);

2 result = VDS_Define_class ("result", VDS_Message, NULL, NULL, NULL);

3 VDS_Configure ();

4 if (VDS_id == 0) for (i=0; i<n; i++)

5 VDS_Generate (VDS_New_object (job, sizeof (sub_problem), input+i));

6 classes = VDS_Class_list (2, job, result);

7 VDS_Activate_term_detection (classes);

8 while ((class_id = VDS_Wait (classes, &obj)) != -1) {

9 if (class_id == job) {

10 x = process (VDS_Object_data (obj));

11 VDS_Place (VDS_New_message (result, sizeof (int), &x), 0);}

12 else

13 combine (X, VDS_Object_data (obj));

14 VDS_Delete_object (obj);}

FIGURE 6.2.2. Ein einfachesFarming-Beispiel.

In Zeile 6 wird eineListe von Klassenerzeugt,die für die Berechnungrelevant sind. Die
ReihenfolgederAufgabenin dieserListe entsprichtderReihenfolge,in derVDS die Objekteim
lokalenLastcontainerdurchsucht.In diesemBeispielüberprüftVDS zunächst,ob Objekteder
Klassejob vorhandensind. Falls diesesnicht derFall ist, wird die Klasseresult überprüft.
Die Zeile 7 stellt sicher, dassdie Berechnungstoppt,sobaldalle Aufgabenberechnetsind. Die
eigentlicheBerechnungderAufgabenbeginnt in Zeile 8.

SolangenochunbearbeiteteAufgabenim Systemvorhandensind,forderndieProzessedurch
denAufruf vonVDS_Wait Aufgabenvon VDS an.Sobalddie Terminierungserkennung festge-
stellthat,dasskeineAufgabenmehrvorhandensind,liefert dieFunktiondenWert-1. Andernfalls
liefert sieeinObjekt.WenneseinObjektderKlassejob ist,wird esbearbeitet,unddasErgebnis
wird mit VDS_Place an denProzessor0 geschickt.Wennesein result-Objekt ist, wird es
benutztum dasendgültigeErgebniszu konstruieren.

DasresultierendeVDS-ProgrammkompensiertunterschiedlicheRechenkapazitätenderPro-
zessorensowie unterschiedlicheBearbeitungszeitenderAufgaben.Durchdie Nutzungderadap-
tivenWork-StealingMethode[40] wird derLastverteilungsaufwand automatischderGranularität
derAnwendungangepasst.

Die folgendenAbschnittebeschreibendie VDS Unterstützungstrikter Baumberechnungen
undstatischerAufgabengraphenundführendasKonzeptderdynamischenProzessorgruppenein.

6.2.2. Strikte Baumberechnungen. Die Schnittstellefür strikte Baumberechnungen um-
fasstFunktionenfür dasErzeugenvon Threadsund für die Handhabung von Ergebnissen.Die
Abbildung6.2.3zeigtein Beispielprogramm, dasFibonaccizahlen berechnet.1

DasKonzeptfür dieÜbermittlungeinesErgebnissesvomKind-ThreadzumVater-Threadba-
siertaufdemspeziellenErgebnis-Typ VDS_Result. Die ThreadsdeklarierenVariablendieses
TypenalseinenTeil ihrerDatenstruktur. BeispielsweiseerzeugtderersteAufruf vonVDS_Fork
ein Thread-Objektfür die Berechnungder ��������� -ten Fibonaccizahlund verbindetdasErgeb-
nis diesesObjektsmit der Ergebnisvariablenf1 desVater-Threads.JedesMal, wennein Kind

1DiesesProrammnutzteinenineffizientenAlgorithmus, derexponentielle Zeit benötigt.Obwohllogarithmische
Methodenbekanntsind[32], ist dasProgrammdennocheingutesBeispielfür strikteBaumberechnungen.
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#include <vds.h>
#include <forkjoin.h>

typedef struct {
int n;
int step;
VDS_Result f1, f2; } fib_args;

void fibonacci (fib_args *args) {
int n = args->n;
fib_args child;

child.step=0;

if (n <= 1)
VDS_Return(sizeof (int), &n);

else
switch (++args->step)
{
case 1 : {child.n = n-1;

VDS_Fork(sizeof (fib_args), &child, &(args->f1)); break;}
case 2 : {child.n = n-2;

VDS_Fork(sizeof (fib_args), &child, &(args->f2)); break;}
case 3 : {VDS_Join(2, &(args->f1), &(args->f2)); break;}
case 4 : {int fib =*(int *)VDS_Access (&(args->f1)) +

*(int *)VDS_Access (&(args->f2));
VDS_Return(sizeof (int), &fib);}

}
}

int main (int argc, char **argv)

{
int *fib;
VDS_ClassId fib_thread;
fib_args args;

VDS_Init (&argc, &argv))
fib_thread = VDS_Define_class ("fib", VDS_Thread, NULL, NULL, NULL)
VDS_Declare_handler (fib_thread, fibonacci);
VDS_Configure();

args.step = 0;
args.n = atoi (argv[1])
fib = VDS_ForkJoin (fib_thread, &args, sizeof (args));
if (VDS_id == 0) printf (" fib(%d) = %d\n", args.n, *fib);

VDS_Finalize ();
}

ABBILDUNG 6.2.3. Berechnungder � -tenFibonaccizahlmit VDS.
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ein Ergebnisgeneriert,wird eszu derVariabletransferiert,die für diesesErgebnisbestimmtist.
DaVater- undKind-Threadihre gegenseitigenAufenthaltsorteim Systemnicht kennen,benötigt
VDS im schlimmstenFall drei Nachrichtenfür die ÜbermittlungdesErgebnisses.Da aberdie
Work-StealingMethodeüblicherweisezusammenhängende Teile desAufrufbaumesauf demsel-
benProzessorhält,geschiehtdie Ergebnisübermittlung in denmeistenFällenohneKommunika-
tion.

NachdemAufruf von VDS_Fork wird die Kontrolle überbeideThreadsan VDS überge-
ben. Die nächsteLastanfragewird mit demneuerzeugtenObjektbedient. In derZwischenzeit
kannderVater-Threadeventuellvon einemanderenProzessorgestohlenwerdenunddort einen
weiterenKind-Threaderzeugen.Blumhofeund Leisersonhabengezeigt,dassdiesePlanungs-
methodejedestrikteBaumberechnung in asymptotischoptimalerZeit berechnet[9]. In manchen
Fällenkannesallerdingsvon Vorteil sein,mehrereKind-ThreadsohneUnterbrechungerzeugen
zukönnen.Die FunktionVDS_Spawn bietetdieseMöglichkeit.

Der Kind-ThreaderzeugtseinErgebnismit der FunktionVDS_Return. Bevor der Vater-
Threadauf ErgebnisseseinerKind-Threadszugreifenkann,musser die Ergebnissedurcheinen
Aufruf derFunktionVDS_Join anfordern.In Schritt � desAlgorithmussindsomitdie Ergeb-
nissebeiderKind-Threadsverfügbarundkönnenmit VDS_Access abgefragtwerden.

DasFibonacci-Beispiel demonstriertdie Nutzungvon Bearbeitungsroutinen. Währendder
BerechnungübernimmtVDS die Programmkontrolle. Solangewie nochObjektezu verarbeiten
sind,entnimmtVDS ObjekteausdenContainernundverarbeitetsiemit Hilfe dervom Benutzer
definiertenBearbeitungsroutinen. Hier wird beispielsweisediefibonacci FunktionalsBear-
beitungsroutinefür Objekteder Klassefib_thread deklariert. Für die paralleleBerechnung
einerFibonaccizahl,führt jederProzessordie FunktionVDS_ForkJoin aus.DasEndergebnis
wird alsFunktionsergebnis aufProzessor� generiert.

Allgemeinestrikte Baumberechnungen erlaubendenKind-Threadsdie Übermittlungmeh-
rererErgebnissezu unterschiedlichen Zeitpunkten.Diesesist nicht möglich,wennVDS_Fork
benutztwird, dadieseFunktionnur die AngabeeinerErgebnisvariablen erlaubt.VDS bietetje-
dochauchFunktionen,die auf Listenvon Ergebnissenoperierenundsomitdie Implementierung
allgemeinerstrikterBaumberechnungenerlauben.

6.2.3. Gerichtete kreisfreie Aufgabengraphen. VDS siehtdie Integrationvon Planungs-
algorithmenfür Graphfamilien und beliebigeAufgabengraphenvor. Die Angabe,welcheGra-
phfamilie oderwelchenGrapheneineAnwendungnutzt,musswährender Konfigurationsphase
erfolgen. Eine Graphfamilie wird durchdie DeklarationeinesgeeignetenPlanungsalgorithmus
definiert.Die genaueGrößedesGraphen(wie zumBeispieldie HöheeinerPyramide)musserst
unmittelbarvor seinerBerechnungangegebenwerdenund kannfür jede InstanzandereWerte
annehmen.Diesesist beibeliebigenGraphennichtmöglich,dasiewährendderKonfigurierungs-
phasespezifiziertwerdenmüssen.

Die Idee der VDS Schnittstellefür statischeAufgabengraphenist, sowohl die Kantenals
auchdie KnotendesGraphenals VDS-Objektezu repräsentieren.Die Anwendungverarbeitet
Knoten und erzeugtKanten. Zu Anfang werdenKantengeneriert,die die Eingabekantendes
Graphendarstellen.In Abbildung3.1.1(Seite22) sinddieseKantenaußerhalbdergrauenZonen
dargestellt.DerLastverteilungsalgorithmusfür Aufgabengraphen verteiltdieseKantengemäßdes
angegebenenPlanungsalgorithmusundsetztausdenKantenneueKnotenzusammen.Sobaldalle
EingabekanteneinesKnotensvorhandensind,kannerberechnetwerden.Esseiangemerkt,dass
die Berechnungvon Aufgabengraphen eineForderungan die Objektestellt, die eigentlichdem
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ABBILDUNG 6.2.4. Die Gruppenstrukturvon 8 parallelenNullstellenisolierun-
gen(Kapitel 7). Die horizontaleAchsezeigtdie Zeit, unddie vertikal angeord-
netenStreifenzeigendie Gruppen,zu denendie Prozessorengehören. In je-
derGruppewird eineNullstellenisolierung durchgeführt.JedesMal, wenneine
Isolierungterminiert,wird die zugehörigeGruppegelöschtunddie Prozessoren
werdenanandereGruppenverteilt.

Konzeptvon VDS widerspricht.Die Objektemüssenin diesemFall nämlichadressierbarsein.
Dasichaberdie VerteilungderKnotennacheinemstatischenPlanrichtet,ist diesestolerierbar.

Die ersteEingabekanteeinesGraphenwird mit derFunktionVDS_New_DAG generiert.Die-
seFunktioninformiert VDS überwichtigeParameterdesGraphen.Zu diesengehörendie Größe
(im Falle von Graphfamilien) und die Anzahl der Prozessoren,die für die Berechnunggenutzt
werdensollen.VDS_New_DAG erzeugteineneindeutigenBezeichnerfür denGraph,deranalle
KantenundKnotenübergebenwird. Auf dieseWeiseist esmöglich,mehrereGraphengleichzei-
tig auszuwerten.

6.2.4. DynamischeProzessorgruppen. Das Kapitel 4 hat sich Anwendungengewidmet,
dieausmehrerenParallelitätsebenenbestehen.Dort standenallerdingsAnwendungenim Vorder-
grund,die paralleleAufgabengenerieren,derenAusführungszeiterstensbekanntund zweitens
gleichist. FallsnichtsüberdieAusführungszeit bekanntist, bietetVDS dieMöglichkeit, diePro-
zessorenrekursiv in disjunkteGruppeneinzuteilen.Für jededieserGruppenwird einGrößenpa-
rameterangegeben.Die AnzahlderProzessoren,die jeweils einerGruppezugeteiltwerden,ist
proportionalzu diesenParametern.JedeGruppewird durchihrenGruppenbezeichnereindeutig
identifiziert.DieserBezeichnerwird wiederumallenObjekten,dievonderentsprechendenGrup-
pebearbeitetwerdensollen,zugewiesen.SobalddieBerechnungin einerUntergruppeterminiert,
wird die entsprechendeGruppegelöschtunddie frei gewordenenProzessorenwerdenunterBe-
rücksichtigungder Größenparameteran Brudergruppenverteilt. Die Abbildung 6.2.4illustriert
diesenProzess.

6.2.5. Topologien. Wie wir in Kapitel 5 gesehenhaben,benutzenLastbalancierungsalgo-
rithmenhäufigfesteTopologienfür die FestlegungderKommunikationspartner. Hierbeisindein
kleiner Grad,ein kleiner Durchmesserund einemöglichstgeringeAnzahl ³ von Eigenwerten
wichtig. VDS unterstütztdie BasistopologienKreis, Clique,DeBruijn, Butterfly und minimale
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TABELLE 6.3.1. In VDS integrierteLastverteilungsmethoden.

Methode Anwendung Last-
beobachtung

Scattering Lastteilung —
Zufällige Platzierung Lastteilung —
Work-Stealing Lastteilung —
AdaptivesWork-Stealing Lastteilung lokaleLast
Diffusion(FOS) Lastbalancierung Lasttabelle
DimensionExchange Lastbalancierung Lasttabelle
DimensionExchange(rand.) Lastbalancierung Lasttabelle
LokalerAustausch Lastbalancierung Lasttabelle
Flussplanung Lastbalancierung Flusstabelle
Qualitätsbalancierung Lastbalancierung Lasttabelle

für gewichteteAufgaben
Baumbalancierung Lastteilungfür Threads zentral
Pie-mapping Planungvon DP-DAGs(Abb. 3.1.1) —
ETF Planungvon allgemeinenDAGs —

Cagesmit 14,26,42und62Knoten.FernererlaubtVDS dieBildung vonProduktendieserGra-
phen,wodurchauchTori, HypercubesundLattice-Graphenerzeugtwerdenkönnen.PerDefault
wähltVDS ausdiesenGrapheneineTopologiemit minimalemProduktausmaximalemGradund³ (vgl. Tabellen5.3.1,5.5.1und5.5.2).

6.3. Lastverteilungsmethoden

Es ist eine Vielzahl von Lastverteilungsmethoden für unterschiedlicheAnwendungsfelder
vorgestelltworden. Eine guteÜbersichtfindet sichbeispielsweisein [117]. Esscheintschwie-
rig, vielleichtsogarunmöglichzusein,einenAlgorithmusanzugeben,derfür alleAnwendungen
geeignetist. Die Wahl einergeeignetenStrategie hängtvon Anwendungsparametern, wie zum
Beispielder Balancierungsqualität oderder Art der Lasterzeugung(vgl. Abschnitt5.6), sowie
vonHardwareparameternab.

VDS bietetdeswegen ein ganzesSpektrumvon Lastverteilungsmethoden an (vgl. Tabelle
6.3.1). Der Anwendungsprogrammierer kannausdiesenMethodendie geeigneteMethodefür
seineAnwendungauswählen.DarüberhinauskannereigeneMethodenintegrieren.

Die Klassenwerdenunabhängigvoneinanderbalanciert.Der Lastverteilungsalgorithmus für
einegegebeneKlassewird immerdannaufgerufen,wennein neuesObjektgeneriertwordenist,
wenndie Lastbeobachtung die Notwendigkeit von Lastbalancierungsschritten entdeckthat,oder
wenneinProzessorkeineAufgabenmehrzubearbeitenhat.

In dennächstenAbschnittenfolgt einekurzeBeschreibungderin Tabelle6.3.1aufgelisteten
Verfahren.Siebeginnt mit einemwichtigenUnteralgorithmus, derLastbeobachtung.

6.3.1. Lastbeobachtung. Die Lastbeobachtunghatdie Aufgabe,dasdynamischeVerhalten
derAnwendungzu überwachenundnötigenfalls denLastverteileraufzurufen.Diesesist norma-
lerweisedannderFall, wenngrößereLastschwankungenaufgetretensind. Die Lastwird stetsin
BezugaufeinebestimmteKlassegemessen.Die Methode,mit derdieLastbestimmtwird, ist ein
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Klassenparameter. Esstehendie folgendenLastmaßezur Verfügung.(Die letztenbeidenMaße
sindnur für gewichteteObjektedefiniert.)

p Die Anzahllokal gespeicherterObjekte,p die Anzahl lokal gespeicherterObjekte,multipliziert mit der exponentiellgeglätteten
durchschnittlichenObjektbearbeitungszeit,p dasgrößtelokaleObjektgewicht undp die ´ o -NormderObjektgewichte.

Die einfachsteForm derLastbeobachtung betrifft nur denProzessorselbst(lokaleLastbeobach-
tung). In diesemFall wird der Lastverteilungsalgorithmus aktiviert, sobaldsich die lokaleLast
umeinenbestimmtenFaktorgeänderthat.

Wennjedochdie Last balanciertwerdensoll, dannist esnotwendig,auchdie Last anderer
Prozessorenzu beobachten.In diesemFall versorgt die Lastbeobachtung denLastverteilungsal-
gorithmusmit einerTabelle,die ProzessorindizesundentsprechendeLastinformationen enthält.
DieseLastinformationist entwederdie aktuelleLasteinesProzessors(Lasttabelle) odersieent-
sprichteinerLastmenge,die zu dementsprechendenProzessorgeschicktwerdensoll (Flussta-
belle).

SynchroneLasttabellen. EinesynchroneLasttabelleenthältLastinformationen desjeweili-
genProzessorssowie seinerNachbarnin derTopologie.Der Aktualisierungsprozess derTabelle
ist wie beim Algorithmus5 (OPT-IT) in Rundenorganisiert. Am Anfang jederRundeschickt
jederProzessorseineLastanalle Nachbarn.Der Lastverteilungsalgorithmus wird aktiviert, so-
baldalleLastinformationenderNachbarneingetroffensind.NacheinembestimmtenZeitintervall
wird dienächsteRundegestartet.JekürzerdieseZeit ist, destogenauerist die Lastbeobachtung.
DieseBeobachtungsmethode eignetsichsehrgut für dasFOSVerfahren.Siehatallerdingsden
Nachteil,dassderBeobachtungsaufwand nicht adaptiv zur Anwendungist.

Adaptive Lasttabellen. DieserAlgorithmusstellt derAnwendungeinenadaptivenAktuali-
sierungsprozesszur Verfügung.Die NachbarneinesProzessorswerdennur dannüberdie lokale
Lastinformiert,wenndiesesichum einenbestimmtenFaktorgeänderthat. Der Lastverteilungs-
algorithmuswird aktiviert, wenn der relative Lastunterschiedzu einemNachbarprozessor ein
gewissesMaßüberschreitet.Experimentemit einemparallelenBranch&BoundAlgorithmusfür
dasTSPhabengezeigt,dasssogarsehrgroßeSystememit bis zu 1024Prozessorenmit dieser
Methodeeffizientgenutztwerdenkönnen[126].

RandomisierteLasttabellen. Als dritteAlternative bietetVDS diein [40] vorgestellteTech-
nik an. Es ist einezeitgesteuerteVariantedesvon Lüling und Monien analysiertenLastvertei-
lungsalgorithmus [97]. Die Prozessorensendenihre Lastinformationenin regelmäßigenZeitab-
schnittenan zufällige Prozessoren.Alle empfangenenLastinformationenwerdenin der Lastta-
belle gespeichert.NacheinerbestimmtenAnzahlvon Zeitschrittenaktivierenalle Prozessoren,
die mindestenseineLastinformationempfangenhaben,ihren Lastverteiler. Anschließendwird
der Inhalt derLasttabellegelöscht.Im Gegensatzzur synchronenundzur adaptiven Lasttabelle
ändernsichalsohier von Rundezu Rundedie Balancierungspartner. Die in [40] durchgeführten
Experimentehabengezeigt,dassdieseMethodein heterogenenClustersystemender adaptiven
Lasttabelleüberlegenist.

Flussberechnungdurch Diffusion. Für dieBerechnungvonFlusstabellenbenutztVDS das
in Kapitel5 diskutierteOPT-IT Verfahren.
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6.3.2. DynamischeLastverteilung. VDS enthält eine Reihevon Lastteilungs-und Last-
balancierungsverfahren, von deneneinigefür bestimmteObjekttypenspezialisiertsind (Tabelle
6.3.1).Im Folgendengehenwir kurz aufdie integriertenVerfahrenein.

Lastteilungsmethoden. Eine einfacheaberoft sehrnützlicheMethodeist dasScattering-
Verfahren[137]. Esist einesenderinitiierteMethode,dieneugenerierteAufgaben,fallsdielokale
LasteinenbestimmtenGrenzwertüberschreitet,reihumverteilt. EineVariantehiervon platziert
die neuenObjekteauf zufällig ausgewähltenProzessoren(zufällige Platzierung). Beispielsweise
kannFarmingmit diesenMethodengutparallelisiertwerden.

Ein sehreffektivesempfängerinitiiertesVerfahrenist Work-Stealing. FallsdieLasteinesPro-
zessorsunter einenbestimmtenGrenzwert µ fällt, versuchter, Last von anderenProzessoren
zu stehlen.Für strikteBaumberechnungsverfahren habenBlumhofeundLeisersongezeigt,dass
Work-Stealingmit µ·¶¸� asymptotischoptimal ist [9]. PerStandardeinstellung stehlendie Pro-
zessoreneinObjektbeiVerwendungdesObjekttypsThreadunddieHälftederLastbeinormalen
odergewichtetenAufgaben.

Bei normalenoder gewichtetenAufgabenist es oft möglich, die für die Bearbeitungder
sichim lokalenLastcontainerbefindlichenObjektebenötigteRechenzeitabzuschätzen.Um eine
Abschätzungder Rechenzeitzu bekommen,kannVDS die Berechnungszeitenfür die Objekte
einer Klasseverfolgen. Durch eine exponentielleGlättungerhält man auf dieseWeiseeinen
gutenSchätzwertfür dieverbleibendeRechenzeit.DasadaptiveWork-StealingVerfahrenist eine
Lastteilungstechnik, diedieseAbschätzungnutzt.Hier werdenStehlversuchedannunternommen,
wenndieerwarteteRestrechenzeituntereinenbestimmtenWert fällt. DerVorteil dieserMethode
ist, dasssie die Granularitätder Anwendungberücksichtigtwird, und dassdurchdie Wahl der
Lastschranke die für denStehlvorgangbenötigteZeit kompensiertwerdenkann.

Alle sender- undempfängerinitiiertenVerfahrenkönnenkombiniertwerden.Auf dieseWeise
kanneingemischt-initiiertesVerhaltenerzeugtwerden.

Für strikte Baumberechnungen, derenAufgabenparallel verarbeitetwerdenkönnen,steht
die in Abschnitt4.4diskutierteMethode,die für jedeBaumebenephasenparallelePlänebenutzt,
zur Verfügung(Baumbalancierung). Allerdings mussfür die VerwendungdieserMethodedas
Laufzeitverhalten der Aufgabenbekanntund gleichsein. Andernfalls könnendynamischePro-
zessorgruppenfür dieVerteilungderProzessorenandieBaumknotenbenutztwerden.

Lastbalancierungsmethoden. Alle Lastbalancierungsverfahren benutzenLasttabellenoder
Flusstabellen.Die Balancierungspartner sind jeweils die in derTabelleenthaltenenProzessoren.
Die Technikenunterscheidensichvor allemdarin,wie siedieLastandiesePartnerverteilen.

Die Verfahren,die Lasttabellenbenutzen,balancierendie Last kontinuierlich,wogegendie
auf FlusstabellenbasierendeLastverteilungin Rundenabläuft—sobaldder Flussberechnetist,
wird dieLastgemäßdesFlussesverteilt. NachderVerteilungsphase könnenneueBalancierungs-
rundenbegonnenwerden.

Für die kontinuierliche LastverteilungbenutztVDS zum einenStandardverfahren, wie das
FOS,DimensionExchangeund die von Willebeek-LeMair und Reeves vorgeschlagenelokale
Austauschmethode [135]. Zusätzlichzu diesenVerfahrenstellt VDS eine randomisierteVa-
riante desDimensionExchangeVerfahrens,bei der die Balancierungspartner in einer zufälli-
genReihenfolgebehandeltwerden,zur Verfügung(Algorithmus6). DieseMethodewurdeim
Rahmender PaderbornParallel Branch&Bound-Library entwickelt und hat sich bei verteiltem
Branch&Boundalssehrgut erwiesen[124, 125]. DurchÄnderungdesSchwellwerts ¹ kanndie
Lastbalancierungsqualität denAnforderungenderAnwendungangepasstwerden.
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Algorithmus 6 Ein randomisiertesDimensionExchangeVerfahren.

Eingabe: lokaleLast ´ , AnzahlderNachbarn� , LastderNachbarń»º½¼½¾½¾½¾¿¼�´ÁÀ ,
Grenzwert¹ .

Ausgabe: AnzahlderLastelemente³�Â , diezumNachbarÃ geschicktwerdensollen.

1. ÄÆÅ ZufälligePermutationvon � Elementen
2. for ÃÇÅ � to � do

3. if ÈOÉÊÈOË¬Ì�Í�ÎÈ
Ï ¹ then

4. ³�ÐÒÑ ÂOÓ Å ÈOÉÊÈOË¬Ì�Í�Îo5. ´ÇÅ ´Ô�Õ³�ÐÒÑ ÂOÓ
6. else
7. ³�ÐÒÑ ÂOÓ�Ö�×

Für gewichteteAufgabenbenutztVDS standardmäßigeinenderobigenLastbalancierungs-
algorithmenum die Anzahl der Objektezu balancieren.Zusätzlichwird ein lokaler Austausch
vorgenommen,um dasGewicht derObjektezu balancieren.Andersalsbei Algorithmus6 wird
bei einemdeutlichenLastunterschiednur ein Objekt (dasmit demzweitgrößtenGewicht) mi-
griert.

FürdieLastverteilunggemäßeinesvorherberechnetenFlussesbenutztVDS die in Kapitel5
diskutierteProportionalheuristik [44].

6.3.3. StatischePlanung. In derderzeitigenVersionvon VDS sind lediglich Planungsver-
fahrenintegriert, die jederAufgabegenaueinenProzessorzuweisen.Die Schnittstellefür die
Integrationvon Planungsverfahren ermöglichtjedochauchdie Integrationvon redundantenVer-
fahren,die AufgabenunterUmständenmehrfachauf unterschiedlichen Prozessorenberechnen,
umKommunikation zusparen.

NebendemETF-Verfahren für allgemeineAufgabengraphenstellt VDS für die in Kapitel 3
diskutiertenGraphklassendasPie-MappingVerfahrenmit Ebenen-undBlockplanungzurVerfü-
gung. Die AufgabeneinerumgekehrtenPyramidewerdenin derumgekehrtenReihenfolgewie
die derPyramideabgearbeitet.GemäßLemma3.2.4erhaltenwir somiteinenPlan,bei demdie-
selbeZeit für die Kommunikation zur Verfügungsteht,wie beim ursprünglichenPie-Mapping.
Für denDiamantenwerdendie Plänefür einePyramideundeineumgekehrtePyramide,wie in
Abbildung6.3.1dargestellt,kombiniert.

6.4. Parametrisierung und Modifikation von VDS

Die meistenin VDS integriertenLastverteilungsverfahrenkönnendurcheinenodermehrere
ParameterandieAnwendungangepasstwerden.Die WertedieserParameterkönnenim Quellco-
dederAnwendungfestgelegt, beimProgrammstartdurchKommandozeilenparameterangegeben
oderin einerKonfigurationsdatei gesetztwerden.Die letztenbeidenMethodenhabendenVorteil,
dasssieohneNeuübersetzungeineÄnderungderParametererlauben.EineKonfigurationsdatei
könntebeispielsweisewie folgt aussehen.

tree_node.LOAD_BALANCER=TREE_BALANCER
refine_interval.LOAD_BALANCER=ADAPTIVE_WORKSTEALING
refine_interval.LB_MIN_WORK=0.8
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ABBILDUNG 6.3.1. Pie-Mappingmit Blockplanungfür denDiamanten.Darge-
stellt ist die PlanungeinesDiamantenmit "$#&%'"$# Knotenfür � Prozessoren.
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ABBILDUNG 6.4.1. Die interneStrukturvonVDS.

BeidieserKonfigurationwird dieBaumbalancierungsmethodefür dieObjektederKlassetree_-
node verwendet. Objekte der Klasserefine_interval werdendurch adaptives Work-
Stealingverteilt. Stehlversuchewerdeninitiiert, sobalddie erwarteteverbleibendeRechenzeit
wenigerals0.8Sekundenbeträgt.

Nebender Parametrisierung der integriertenVerfahrenkann dasVerhaltenvon VDS auch
durchdie Integration neuerVerfahren,zum Beispiel für die Lastverteilung, verändertwerden.
Abbildung6.4.1zeigt,wie dieeinzelnenModulevonVDS in Verbindungstehen.Mit Ausnahme
desKernsenthältVDS für jedesdieserModule mehrereImplementierungen. JedeImplemen-
tierungstellt die für dasentsprechendeModul erforderlichenFunktionenzur Verfügung. Zum
BeispielbestehtjederLastverteilungsalgorithmusausdenfolgendenFunktionen.p init – wird vonVDS einmalfür jedeKlasseaufgerufen.p place – wird jedesMal aufgerufen,wenneinneuesObjektentwedervon derAnwen-

dunggeneriertwird odervoneinemanderenProzessorempfangenwird. DerLastvertei-
ler mussentscheiden,obdiesesObjekt im lokalenContainergespeichertoderzu einem
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anderenProzessormigriert werdensoll. BeispielsweisespeichertWork-Stealingalle
neuenObjektelokal.p acquire – wird aufgerufen,wenneineLastanfragenicht mit denlokal verfügbaren
Objektenbedientwerdenkann. In diesemFall initiiert Work-Stealing,wennnicht be-
reitsgeschehen,Stehlversuche.p load_changed – wird vomLastbeobachtungsmodul aufgerufen(fallsesaktiviert ist).
Die adaptive Work-StealingüberprüfthierdieverbleibendeRechenzeit.Fallssiekürzer
alsdervorgeseheneGrenzwertist, wird ein Stehlversuchgestartet.

Ein neuerLastverteilungsalgorithmuswird durchdenAufruf von

id = VDS_Register_load_balancer ( name, descr,

my_init, my_place, my_acquire, my_load_ch,
types, preferred_load_table)

integriert. DerParametername wird in derKonfigurationsdateibenutzt,um denneuenLast-
verteilerfür eineKlasseauszuwählen.descr ist einekurzeBeschreibungderverwendetenLast-
verteilungsmethode,dertypes-Parametergibt die Objekttypenan, für die dieserLastverteiler
benutztwerdenkann,und der letzteParameterwählt die standardmäßigbenutzteLastbeobach-
tungsmethodeaus.DasErgebnisderFunktionist einneuerBezeichner, derim Programmbenutzt
werdenkann,um die NutzungdiesesLastverteilersfür einebestimmteKlassezu bewirken. Auf
ähnlicheWeiseist es—ohneVeränderungvonVDS—möglich,neueDatenstrukturen für dieCon-
tainer, neueLastbeobachtungsverfahren,andereTopologien,neuePlanungsverfahrenfür Graph-
familienoderneueAlgorithmenfür diePlanungbeliebigerAufgabengraphenzu integrieren.

6.5. VDS in der Praxis

Die VDS Bibliothek ist in diversenAnwendungen,diesichinnerhalbdesSonderforschungs-
bereichs376 “Massive Parallelität: Algorithmen, Entwurfsmethoden, Anwendungen”ergeben
haben,erfolgreicheingesetztworden.An denin Tabelle6.5.1aufgelistetenAnwendungenwird
deutlich, dassdurchdie UnterstützungverschiedenerParadigmenund Lastverteilungsalgorith-
menfür sehrunterschiedliche AnwendungstypeneffizienteParallelisierungen möglichsind. Die
ParallelisierungderDescartesMethodefür polynomielleNullstellenisolierungist einBeispielfür
dieKombinationzweierParadigmen.Siewird im nächstenKapitelbehandelt.

DieserAbschnittzeigteinenVergleichvonVDS mit Cilk undDOTS (Abschnitt6.1.2)sowie
mit Athapascan-1(Abschnitt 6.1.3). Alle vier Systemeerlaubendie Parallelisierungvon An-
wendungen,die dasFork-JoinParadigmabenutzen.Ein BeispieleinersolchenAnwendungist
die in Abschnitt6.2.2diskutierterekursive Berechnungvon Fibonaccizahlen.Dasvollständige
VDS-Programmist in Abbildung6.2.3dargestellt.Abbildung6.5.1zeigtdie Hauptroutinender
Implementierungenmit dendreianderenSystemen.

Athapascan-1ist eineC++ Bibliothek,diedurchMakroseineDatenfluss-Sprache implemen-
tiert. Der Datenflussgaphwird durchglobaleVariablendefiniert. Die ParameterderFunktionen
greifenentwederlesendoderschreibendauf dieseVariablenzu. Eine Funktion,die lesendauf
Variablenzugreift,wird ausführbar, sobaldandereFunktionenfür die VariablenWertedefiniert
haben.Somitwird diesum-Funktionim FibonacciBeispielnurdannausgeführt,wenndiebeiden
SummandendefinierteWertehaben.

Cilk ist eineprozeduraleSprachefür strikteBaumberechnungen.Siefügt derC-Sprachespe-
zielleSchlüsselwörter für dieErzeugungunddieSynchronisierungvonThreadshinzu.Nachdem
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p Athapascan-1:
class fibo: public a1_task {

public:
void operator()( a1_value< int > n) {

if( n.val() <= 1 ) {
c.write( new int( n.val() ));

} else {
a1_shared_rp_wp< int > a( 0 );
a1_shared_rp_wp< int > b( 0 );
a1_fork( fibo(), (a1_value< int >) (n.val()-1), a );
a1_fork( fibo(), (a1_value< int >) (n.val()-2), b );
a1_fork( sum(), a, b, c );

}
}

};p Cilk:
cilk int fib(int n,) {

if (n <= 1)
return (n);

else {
int x, y;
x = spawn fib(n - 1);
y = spawn fib(n - 2);
sync;
return (x + y);

}
}p DOTS:

int* fib(int *n) {
int *result, *resultA, *resultB;

result = new int;
if (n <= 1) {

*result = *n;
return result;

} else {
DOTS_Thread_Handle handleA, handleB;
int argA=*n-1, argB=*n-2;
dots_fork(handleA, fib_jacket, &argA);
dots_fork(handleB, fib_jacket, &argB);
dots_join(handleA, resultA);
dots_join(handleB, resultB);
*result = (*resultA) + (*resultB);
free (resultA);
free (resultB);
return result;

}
}

ABBILDUNG 6.5.1. ImplementierungenderrekursivenBerechnungvon Fibonaccizahlen.
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TABELLE 6.5.1. Anwendungenvon VDS im SFB.Die Parallelisierungderun-
terschiedlichenAnwendungenerfordertdenEinsatzverschiedenerProgrammier-
paradigmenundLastverteilungstechniken.

Projekt Anwendung Paradigma Lastverteilung

A4 ReelleNullstellenisolie- Fork-Join, Baumbalancierung,
rung(Kapitel7) [38] DAG-Scheduling Pie-Mapping

A4 Berechnungreeller Farming Scattering+adaptives
Eigenwerte Work-Stealing

C2 Maschinenbelegungs gewichteteAufgaben Randomisiertes
planung DimensionExchange

C2 SimultaneLosgrößen- verteiltesFarming OPT-IT / Work-Stealing
undMaschinenbele-
gungsplanung[13]

C2 Planungvongetakteten Farming Scattering+adaptives
Fließlinien[10] Work-Stealing

C4 HeuristischeSuchein gewichteteAufgaben Randomisiertes
Konfigurationssystemen DimensionExchange
[142]

ein Kind-Threaderzeugtwordenist, wird dererzeugendeThreadparallelzumerzeugtenThread
ausgeführt.EineCilk Funktionmusseinesync-Operationausführen,um sicherzustellen,dass
dieKind-ThreadsihreErgebnisseberechnethaben.

DOTS ist eineC++ Bibliothek,die speziellfür Fork-JoinAnwendungenkonzipiertist. Ähn-
lich wie die Bearbeitungsroutinen von VDS, müssenDOTS-FunktionenamAnfangderAnwen-
dungregistriert werden.An dieseFunktionenkannjeweils nur ein Aufrufparameter übergeben
werden.WenneineFunktionauf mehralseinemParameteroperiert,dannmüssendieseParame-
ter in einerspeziellenDatenstrukturzusammengefasstwerden. Vom Konzepther könnendiese
Datenstrukturenmit denObjektenvon VDS verglichenwerden.AndereÄhnlichkeitenzwischen
VDS und DOTS sind die von beidenBibliotheken bereitgestelltenFork- und Join-Funktionen.
Die Funktiondots_fork liefert einenBezeichner, derbenutztwird, um auf die von denKind-
ThreadsgeneriertenErgebnissezuzugreifen;eineAufgabe,die in VDS von denVariablendes
TypsVDS_Result übernommenwird.

Für denVergleichdervier SystemewurdedasFibonacci-Programm mit einerWarteschleife
instrumentiert,die jedesmalausgeführtwird, wenndieErgebnissederbeidenrekursivenAufrufe
berechnetsind. Der FibonacciBenchmarkhat somit zwei Parameter, nämlichdenIndex � der
Fibonaccizahlund denParameter( , der die Längeder Warteschleifeangibt. Aus technischen
Gründenwar esnicht möglich,alle Systemeauf derselbenHardwareeinzusetzen.Eswurdendie
folgendenSystemebenutzt:

(1) Athapascan-1(Version1.8): Ein Linux Clustermit 3 PCs. Zwei von ihnenhattenje-
weils 2 PentiumII Prozessorenmit 333 MHz. Der dritte bestandaus4 PentiumPro
Prozessorenmit 200 MHz. Sowohl Athapascan-1als auchVDS benutztendie LAM
Implementierung vonMPI.
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(2) Cilk-5 (Version5.2): Ein SparcServer 1000mit 8 Prozessoren(60 MHz). Der Rechner
wurdemit demBetriebssystemSunOS5.6betrieben.

(3) DOTS 1.2: Ein HPCLineSystem.Ein WorkstationClustermit 92 SiemensPrimergy
Server Knoten( �)% PentiumII, 450MHz). DasSystemwurdemit SunOS5.7betrieben.
Die DOTS Implementierungbasierteauf ACE 4.6undVDS benutztePVM 3.4. In den
ExperimentenbeziehtsichderBegriff “Prozessoranzahl” in diesemFall aufdie Anzahl
der Knoten. Beispielsweisewurdebei VDS nur ein Anwendungsprozess pro Knoten
gestartet.

Der ersteTestdemonstriertdie SystemkostenderUmgebungen.Für diesenTestwurdedie ��� -te
FibonaccizahlsequentiellohneWartezeit( ( ¶ � ) berechnet.Die gemessenenLaufzeitensind in
derfolgendenTabellein Sekundenangegeben.

Intel-Linux, 333MHz Sparc-Solaris,60MHz Intel-Solaris,450MHz
Athapascan-1 VDS Cilk-5 VDS DOTS VDS

4.8 1.1 0.56 2.38 21.5 0.78

DaseinzigeSystem,daswenigerKostenerzeugtalsVDS ist Cilk-5. Der Grundhierfür ist,
dassCilk-5 eineeigeneSpeicherverwaltung für die Aktivierungsrahmen verwaltet [55]. Dieses
kannsehreffizient geschehen,daalle RahmeneinerCilk-5 FunktiondieselbeGrößehaben.Die
lokalenVariablender Threadswerdenim Laufzeitkeller gespeichert.VDS speichertdie zu ei-
nemObjektgehörendenDatenin einemzusammenhängendenStückvirtuellenSpeichers.Dieses
bedingtdenAufruf derBetriebssystemroutinemalloc für jedesneueObjekt. VDS benutztden
Laufzeitkeller auszweiGründennicht. Zumeinenist VDS für SystemeohnegemeinsamenSpei-
cherkonzipiert.Esist somitim Allgemeinennichtmöglich,aufdenLaufzeitkeller einesanderen
Prozessorszuzugreifen.Zum anderenist derLaufzeitkeller für andereParadigmennicht die ge-
eigneteDatenstruktur.

Die SchlussfolgerungausdiesemTestist, dassdie GranularitätderAufgaben,die von Atha-
pascan-1,DOTS undVDS generiertwerden,von derAnwendungkontrolliert werdensollte.Die
Aufgabensolltenbeidendrei Systemennicht zu feingranularsein.

Der zweiteTestbeziehtsich auf die Skalierbarkeit der Systeme.Um die Granularitätdes
Fibonacci-Benchmarks zuerhöhen,wurdedieWartezeitauf � ¾1� Sekundengesetzt.

Abbildung6.5.2zeigtdie Effizienzen,die von denSystemenerreichtwerden.Da dasCilk-5
SystemWork-Stealingdirekt überdengemeinsamenSpeicherrealisiert,kanneshöhereEffizien-
zenerreichenalsVDS. In Cilk-5 arbeitensowohl derbestohlenealsauchderstehlendeProzessor
mit denDatenim Laufzeitkeller desbestohlenenProzessors[55]. DagegenrealisiertVDS Work-
StealingdurchdenAustauschvon Nachrichten. Dieseserfordertselbstauf einemSystemmit
gemeinsamenSpeicherzwangsläufigmehrKosten.Verglichenmit Athapascan-1und DOTS ist
VDS effizienter. Ein Grund hierfür sind die Kostender spätenLaufzeitbindungin C++. Ein
andererGrundist die Tatsache,dassAthapascan-1für dasviel allgemeinereParadigmaderDa-
tenflusssteuerungkonzipiertist unddeswegenzur LaufzeitdenAufgabengraphderAnwendung
explizit konstruiert.

Insgesamtzeigendie Experimente,dassVDS von den getestetenSystemendie effiziente
ImplementierungstrikterBaumberechnungenauf Systemenmit verteiltemSpeicherbietet.
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ABBILDUNG 6.5.2. Vergleich der Lastverteilungssysteme Athapascan-1,
DOTS,Cilk-5 undVDS. Die Diagramme(a), (b), und(c) zeigendieEffizienzen,
die für unterschiedliche Wertevon � und einerWartezeitvon ( ¶ � ¾1� Sekun-
dengemessenwurden.DasDiagramm(d) zeigtdie Effizienzenfür �Õ¶·�;" und( ¶�� ¾1� Sekunden.
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KAPITEL 7

Parallele Nullstellenisolierung mit der DescartesMethode

DiesesKapitel beschreibteineAnwendung,die mit Hilfe der VDS Bibliothek parallelisiert
wordenist. SiedemonstrierteinederbesonderenEigenschaftenvonVDS: dieKombination

unterschiedlicherProgrammierparadigmen. DarüberhinausdemonstriertsiedieNutzungdesIso-
effizienzkonzepts für die Analysevon Algorithmen,derenparalleleEffizienz nicht unmittelbar
vondersequentiellenLaufzeitabhängt.

Die AufgabederreellenNullstellenisolierung ist es,disjunkteIntervalle für alle reellenNull-
stelleneinesPolynomszu finden.SobalddieseIntervalle berechnetsind,könnendie Nullstellen
mit beliebigerGenauigkeit durchnumerischeMethodenbestimmenwerden. Auf dieseWeise
kannsichergestelltwerden,dassalle Nullstellengefundenwerden—eineGarantie,die bei rein
numerischenMethodennicht gegebenwerdenkann.Die BerechnungreellerNullstellenhatviel-
fältige Anwendungenunteranderembei der Steuerungvon Robotern[104], beim Rechnenmit
algebraischenZahlenoderbeiderBerechnungkomplexer Nullstellen[30].

Es sind mehreresequentielleAlgorithmen für die BerechnungreellerNullstellen bekannt.
Die Vorzeichenmethode nachCollins und Akritas [27, 85] hat sich für praktischeZwecke als
sehrgeeigneterwiesen[78, 79]. Da dieseMethodeauf der Vorzeichenregel von Descartesbe-
ruht,nennenwir siedieDescartesMethode. ImplementierungendieserMethodefindensichzum
Beispielin demComputeralgebrasystem Maple (Funktionrealroot) [16], MuPAD (Funktion
realroots), undin derBibliothekSACLIB (FunktionIPRRID) [29].

Wir betrachtenPolynomemit ganzzahligenKoeffizienten. Polynomemit rationalenoder
FließkommakoeffizientenkönnendurchMultiplikation mit einemgeeignetenFaktorleicht in Po-
lynomemit ganzzahligenKoeffizientenumgewandeltwerden.Fernersetztdie DescartesMetho-
de voraus,dassalle NullstellendesEingabepolynoms einfach sind. Falls ein Eingabepolynom<>=@?)A

dieseBedingungnicht erfüllt, betrachtenwir den größtenquadratfreienTeiler B =@?)ADC<>=@?)AFE
ggT

=@<>=@?)AHGH<JI@=@?)AFA
, wobei

<JI@=@?)A
dieersteAbleitungvon

<>=@?)A
ist.

Die DescartesMethodeführt einebinäreSuchedurch. Sie startetmit einemIntervall, das
alle NullstellendesEingabepolynomsenthält. Dieseswird durchrekursive Bisektionierungso-
langeverfeinert,bisalle IntervalleentwederkeineNullstelleodergenaueineNullstelleenthalten.
Dasinitiale Intervall wird durchdie BerechnungeinerNullstellenschranke bestimmt[84, Übung
4.6.2.20].

Im folgendenAbschnittgehenwir aufzweiMethoden,dieDescartesMethodezuparallelisie-
ren,ein. In Abschnitt7.2wird eineskalierbareParallelisierungvorgestellt,diediein denKapiteln
3 und4 vorgestelltenPlanungsverfahren nutzt. In Abschnitt7.3wird gezeigt,dassdieIsoeffizienz
derparallelenDescartesMethodebeibeschränkterKoeffizientenlängevon KML =ONQP$R K ATS dominiert
wird.
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ABBILDUNG 7.1.1. Die Verteilung der Suchbaumtiefeund -breite sowie der
AnzahlderNullstellenvon \;]$]$] PolynomenvomGrad ^$]$]$] mit zufälliggewähl-
tenKoeffizienten.Die geringeBreiteerschwertdieParallelisierung derMethode.

7.1. Standder Forschung

EswurdenbislangzweiVerfahrenvorgestellt,dieDescartesMethodezuparallelisieren.Col-
lins, JohnsonundKüchlin untersucheneineParallelisierung, beiderausschließlichdieBaumpar-
allelität ausgenutztwird [28]. Sie benutzenhierfür dasfür dasFork-JoinParadigmaausgelegte
SystemDTS.AllerdingssinddieSuchbäumeoft sehrschmal.Beispielsweisezeigtdie Isolierung
von 1000Polynomenmit zufällig gewähltenKoeffizientenvom Grad8000,dassdie Suchbäume
typischerweisenicht breiterals zwei sind (vgl. Abbildung 7.1.1). Somit ist die auf der reinen
BaumparallelitätbasierendeParallelisierungnicht skalierbar.

Schreiner, MittermeierundWinkler schlagenvor, die Effizienzzu erhöhen,indemdie Inter-
valle, die mehrals eineNullstelle enthalten,in so viele Unterintervalle aufgeteiltwerden,wie
Prozessorenvorhandensind [100, 118]. Auf dieseWeisekannbei derAuswertungeinerEbene
im SuchbaumjedemProzessormindestensein Suchknotenzugewiesenwerden. DieserAnsatz
wertetjedoch,falls dasPolynomnur wenigereelleNullstellenbesitzt,mehrSuchknotenaus,als
esdie sequentielleMethodetun würde. Da dieseszu einergeringenEffizienz führt, ist folglich
auchdieserAnsatzim Allgemeinennicht skalierbar.

Das im nächstenAbschnitt diskutierteVorgehenist durch die Ausnutzungder Parallelität
in denSuchknotenundder Baumparallelitätdie ersteskalierbareParallelisierungder Descartes
Methode.

7.2. Die parallele DescartesMethode

EinedetaillierteBeschreibung dersequentiellenDescartesMethodefindet sich in [85]. Die
DarstellungandieserStellebeschränktsichauf die für die ParallelisierungwichtigenAspekte.

Wir bestimmendie reellenNullstelleneinesPolynoms
<>=@?)A

, indemwir parallelisolierende
Intervalle für positivenNullstellenvon

<>=@?)A
undvon B =@?)A_C`<>=TaJ?)A

bestimmen.BeideIsolie-
rungsvorgängestartenmit einemIntervall, dasjeweils alle positiven Nullstellenenthält. Dieses
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ABBILDUNG 7.2.1. Der Taylor-Shift mit synthetischenDivisionen. Falls<>=@?)AnCpo L ? Lrq o S ? S q o)sF? q out

ist, benötigenwir v AdditionenumdieKoeffi-
zientenvon B =@?)AnCp<>=@? q \ A zuberechnen.

wird zunächstdaraufüberprüft,ob es leer ist, oder ob es bereitsein isolierendesIntervall ist.
Andernfalls handeltessichum eineninnerenSuchknotenim Suchbaum.

Die AuswertungeinesSuchknotensbestehtdarin,dasassoziierteIntervall zu bisektionieren
undsomitzweineue(potentielle)Suchknotenzuerzeugen.Diesewerdenwiederumdahingehend
überprüft,obsieinnereKnotensind,oderobdie assoziiertenIntervalle leeroderisolierendsind.
Die paralleleMethodebearbeitetdieKnotenim Suchbaumebenenweise.Dabeiwird dieKenntnis
derAnzahlderSuchknotenaufderselbenBaumebenefür die Bearbeitungsplanung genutzt.

JederSuchknotenenthältein Intervall
=Ow)Gux;A

undein Polynom B =@?)A , dasim Intervall
= ] G \ A

genausoviele Nullstellenbesitzt,wie dasEingabepolynomim Intervall
=Ow)Gyx;A

. Die Koeffizien-
ten von B =@?)A werdendurchFließkommaintervallemit einer festenMantissenlänge (Präzision)
repräsentiert.Um dieTeilintervalle

=Ow)Gz=Ow q x;AFE � A und
=F=Ow q x;AFE � G)x;A zuuntersuchen,müssendie

zugehörigenPolynome{ =@?)A für dielinkeHälfteund | =@?)A für dierechteHälfteberechnetwerden.
AnschließendwerdenbeidePolynomedurchVerwendungderVorzeichenregel vonDescartesauf
Nullstellenim Intervall

= ] G \ A überprüft.Hierbeikannesvorkommen,dassdieVorzeichenbestim-
mungeinigerKoeffizientennicht möglichist, wenndieFließkommaintervalledie ] enthalten.In
diesemFall wird die gesamteRechnungmit derdoppeltenPräzisionwiederholt.

Sowohl für die Konstruktionvon | =@?)A als auchfür die Überprüfungder Intervalle ist eine
Verschiebung um 1 notwendig(Taylor-Shift). Der Taylor-Shift einesPolynoms

<>=@?)A
berechnet

dasPolynom B =@?)A mit B =@?)A}C~<>=@? q \ A . Um dasPolynom B =@?)A zu berechnen,benutzen
wir synthetischeDivisionen. Die Ideeist hierbei,dasPolynom

<>=@?)A
alsein Polynomin

?'a \
auszudrücken,also

<>=@?)ArCpx��)=@?�a \ A � q'�����Fq x�s�=@?�a \ A q x�t . Die hierauftretendenKoeffizientenx�t�G������;GFx��
sind geradedie gesuchtenKoeffizientendesPolynomsB =@?)A . Zunächsterhaltenwir

denKoeffizienten
x�t

von B =@?)A , dermit demKoeffizienten
wut

von
<>=@?)A

identischist. Wennwir
nun

<>=@?)A�a�x�t
durch

=@?>a \ A teilen,erhaltenwir denKoeffizienten
x�s

von B =@?)A . DurchIteration
diesesVorgangserhaltenwir schließlichalle Koeffizientenvon B =@?)A . Für dieseRechnungsind
ausschließlichdie in Abbildung7.2.1dargestellten� � = � q \ AFE � Additionennotwendig.

Bei der Parallelisierungtretensomit die drei in Abbildung 7.2.2dargestelltenParallelitäts-
ebenenauf. Auf deroberstenEbenehabenwir die Baumparallelität, die durchdie gleichzeitige
Auswertungaller Suchknoten,die sich in derselbenBaumebenebefinden,entsteht.Die zweite

7.2.Die paralleleDescartesMethode 115



����� �
�����������

� �� ������
��

�e�¡  ¢ £¥¤§¦ ¨

©;ª¬«T­¯®±°³²´²�ª µ·¶
¸ ¹º »½¼¾ ¿À Á½ÂÃ ÄÅ Æ½Ç ÈHÉ´Ê�Ë ÌÍÏÎ

Ð·ÑÓÒ�ÔÖÕØ×�ÙeÚØÔ�Û Ü¥ÝÓÞ�ßÖàØáãâ�äÖå;æ½çØä èÖé�ê¥ëØìÖíïîñð§ò�ó�ôÖõQö½÷

ABBILDUNG 7.2.2. Die dreiParallelitätsebenenderparallelenDescartesMethode.

Ebenebestehtausder parallelenAusführungder für einenSuchknotenerforderlichenTaylor-
Shifts, und die dritte Ebeneausder parallelenBerechnungeineseinzelnenTaylor-Shifts. Im
Folgendengehenwir näheraufdiesedrei Ebenenein.

7.2.1. Planung desTaylor-Shifts. Wie ausAbbildung 7.2.1hervorgeht, erfordertdie Be-
rechnungdesTaylor-Shifts einesPolynomsvom Grad � a \ mit synthetischenDivisionendie
AuswertungeinerPyramideder Höhe � . Wegender Verwendungvon Fließkomma-Arithmetik
kanndieDauerjedereinzelnenAddition näherungsweisealsgleichangesehenwerden.Wir kön-
nendaherdasin Abschnitt3.3.5beschriebenePie-MappingVerfahrenmit Ebenen-oderBlockpla-
nungbenutzen.DurchNutzungderin Abschnitt3.3beschriebenenKachelungstechnik erzeugen
wir einePyramidederHöhe

øùCûú ü K falls
�ýTþpÿ��� ���� falls
�ýTþ�� �

wobei � dieminimaleKantenlängeeinerKachelund ü dieAnzahlderKnoteninnerhalbeinerZo-
nein derletztenEbenederPyramideist. Die minimaleKantenlängeist einarchitekturabhängiger
Parameter. Mit Hilfe von ü kanndieGranularitätderPyramidenberechnug gesteuertwerden.Die
Standardeinstellung für denhpcLine-Cluster unddieCrayT3Eist � C \;v und ü C	�

. Bei großen
PräzisionensolltederWertvon � verringertwerdenundundbeigroßenPolynomgraden derWert
von ü auf 
 oder � erhöhtwerden,umdiebesteEffizienzzuerreichen.Alle Experimentewurden
mit denStandardwertendieserParameterunterVerwendungderBlockplanungdurchgeführt.

Fürdie AnalysederDescartesMethodeignorierenwir dieminimaleKantenlängeundgehen
voneinerPyramidenhöhe� C ü K für ein festes,ungeradesü�
 NI aus.Wir bezeichnenmit � die
DauereinerAddition undmodellierendieLatenzzeitderÜbertragungeinerBotschaftderGröße�

durch
� { . Weiterhinbetrachtenwir wegenderleichterenAnalysierbarkeitdie Ebenenplanung.

Wie sichherausstellenwird, ist siebereitsbezüglichderGrößenordnungderIsoeffizienzoptimal.
Genaugenommenentstehendurchdie KachelungPyramidenknoten, die sich in ihrem Re-

chenaufwandunterscheiden,falls � nicht durch � teilbar ist. Da sichdie KantenlängenderKa-
chelnjedochhöchstensum einenKoeffizientenunterscheiden,vernachlässigen wir diesenEffekt
im Folgendenundmodellierendie Knotenin denersten� a \ EbenenalsgleichförmigeAufga-
benmit einemRechenaufwandvon

= � Ek= ü K AFA S � . Die Aufgabenin der letztenEbenehabenden
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Rechenaufwand

(7.2.1) ��� �ü K�� S a \� �ü K � �ü K a \ ��� � �
Insgesamterhaltenwir bezüglichdieserModellierungdie folgendeparalleleLaufzeit für den
Taylor-Shift.

THEOREM 7.2.1. Essei ü eineungeradeganzeZahl. Wennder Taylor-ShifteinesPolynoms
vomGrad � a \ mit Fließkommaarithmetik unterBenutzungvonPie-Mappingmit Ebenenplanung
auf K ÿ �

Prozessorendurchgeführt wird, dannist dieparallele Ausführungszeitgegebendurch� = � G K ArC �
calc

= � G K A q � com
= � G K A G

wobei
�

com der Kommunikationsoverheadund
�

calc dieRechenzeitist. Esgilt

(7.2.2)
= ü K a \ A�� q = K a \ A �ü K {� ���  !#" $

com %
�

com
= � G K A %

= � ü K q K a'&kA�� q = ü K a \ A �ü K {� ���  !#" $
com

G
(7.2.3) und

�
calc

= � G K ArC \� �)(*( ü S q \*+MK q ü a \*+�� �ü K�� S a �K � �ü K a \ ��� � �
Die sequentielleRechenzeitist gegebendurch

� = � G \ ArC �#,¯�.-�s0/S � .
BEWEIS. Um die BerechnungszeitdesTaylor-Shiftsherzuleiten,vergleichenwir siemit ei-

ner Pyramidenberechnung mit der Knotenberechnungszeit � I_C = � Ek= ü K AFA � und der Latenzzeit{ I)C = � Ek= ü K AFA { . Für dieseBerechnungerhaltenwir mit Theorem3.3.14die paralleleRechen-
zeit � = � G K ArC \� (*( ü S q \*+MK q ü a \*+1� �ü K�� S � q � com

= � G K A G
wobei

�
com dieGleichung(7.2.2)erfüllt. Daalle Knotenin denersten� a \ EbenenderTaylor-

Shift Berechnungebenfalls die Rechenzeit� I haben,beginnendie Prozessorenin beidenRech-
nungendenerstenKnotenin der letztenEbenezur gleichenZeit. Da ü ungeradeist, werdenfür
die Bearbeitungder restlichenKnotenin der letztenEbenekeineDatenvon anderenProzesso-
ren benötigt. Sie könnenalsoohneWartezeitenberechnetwerden. Da bei der Berechnungdes
Taylor-ShiftsdieBerechnungsdauer jedeseinzelnender ü Knotenin derletztenEbeneeinerZone
durchGleichung(7.2.1)gegebenist, wird derTaylor Shift um dieZeitü \� �ü K � �ü K a \ � �
schnellerberechnet,als einePyramidenrechnung, bei der jeder Knotendie Berechnungszeit� I
hat. Insgesamtfolgt damitdieBeziehung(7.2.3)für

�
calc. 2

OffensichtlichsinddiesequentiellenRechenzeitenim SinnevonDefinition2.2.4diskret.Mit
Hilfe derSchrankenfür denKommunikationsaufwanddefinierenwir Schrankenfür Berechnungs-
zeitundfür dieEffizienzdesTaylor-Shifts.

DEFINITION 7.2.2. Füralle � ÿ \ und K ÿ �
sei� = � G K A)3¯C �

calc
= � G K A q � com

= � G K A G 4ù= � G K A)3¯C $ ,¯�65§s0/þ $ ,¯�65 þ / G� = � G K A)3¯C �
calc

= � G K A q � com
= � G K A G74 = � G K A)3¯C $ ,¯�65§s0/þ $ ,¯�65 þ / �

Die Isoeffizienzfunktionen 8 9 und 8 9 seiengemäßTheorem2.2.3definiert.
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ABBILDUNG 7.2.3. Ein Vergleich von der LogP-Modellierung des Taylor-
Shiftsmit realenMessungen.Die Experimentewurdenmit einerMantissenlänge
von zwei Wörterndurchgeführt.In Bezugauf die verwendeteImplementierung
wurdendie folgendenLogP-Parameter für denParsytecCC Rechnerbestimmt:{ C 
�A ü E Byte

GB� C�C&C ] �D� ms.

Esgilt somitfür alle � G K 
 NI undalle E 
 = ] G \ A ,� = � G K A %
� = � G K A %

� = � G K AHG4 = � G K A %
4&= � G K A %

4&= � G K AHG8 9 = � G K A % 8 9 = � G K A % 8 9 = � G K AH�
Fernererfüllen

4
und

4
diespeed-upundsize-upEigenschaft(Definitionen2.2.6und2.2.8).

Der Vergleich der unterenSchranke
4 = � G K A im LogP-Modell und der gemessenenEffizienz

einesTaylor-Shifts in Abbildung7.2.3zeigt,dassdie AussagendesModellsrealistischsind.

7.2.2. Planungder Knotenberechnungen. JederSuchknotenerfordertdieBerechnungvon
zwei oderdrei Taylor-Shifts. Wir bezeichnendenTaylor-Shift für denTestdeslinken Intervalls
mit F unddie beidenfür dasrechteIntervall erforderlichenVerschiebungenmit G s und G S . Der
Shift G S kannunterbestimmtenVoraussetzungenentfallen.

Angenommen,esstehenK Prozessorenfür dieAuswertungdesSuchknotenszurVerfügung.
DannbietensichzweiMöglichkeitenfür diePlanungderOperationenan.Die MethodeA berech-
netzunächstF und G s gleichzeitigauf jeweils HOK E ��I Prozessorenunddann G S auf K Prozes-
soren.Die MethodeB benutzt HOK EJ� q \ E ��I Prozessorenfür F undführt dieVerschiebungenG s
und G S nacheinanderaufdenrestlichenK a HOK EJ� q \ E ��I Prozessorenaus.Mit Hilfe derunteren
Schranke für die EffizienzdesTaylor-Shifts lässtsichabschätzen,welchederMethodenfür eine
gegebeneProzessoranzahl amgünstigstenist—vorausgesetzt,dasswir wissenob G S ausgeführt
odernichtausgeführtwird.

Der Nachteilvon MethodeB ist, dasssie ineffizient ist, wenn G S nicht berechnetwird. Da
diesesbekannterweiseam Anfang desSuchbaumesder Fall ist [85], benutzenwir am Anfang
ausschließlichMethodeA, also für die Wurzel und immer dann,wenn der Baumdie Breite \
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K C \;v K C \;^

(a) (b)KMLONQPSRUTVRUWXPY)Z\[.ZO]_^`ZO]aZb]aZVc\dJefZ\[�gh[.ijefZ\[kml�n_oQp�qan_o6rslOtvuxwDyJz.l|{hy.}jofl\y~l�wXy�wDysyml\talOt�{hy.}*oSlOym��m���_�Q���a�_�6�s�O���0�U�\���S�|�h�.�*�S�\�~�U�D���X�s�.�\�a�O���h�.�j�S�O�m�
ABBILDUNG 7.2.4. AusführungsprofilevonNullstellenisolationeneinesTsche-
byscheff PolynomsvomGrad300auf16(a)und18Prozessoren(b). Die Berech-
nungenwurdenaufdemParsytec-GC/PPRechnerdurchgeführt.

hat und der vorhergegangeneSuchknotennur auszwei Verschiebungenbestand. Sonstgehen
wir davon aus,dassjederSuchknotenausdrei Verschiebungenbestehtund wählenjeweils die
effizienterederbeidenMethoden.

7.2.3. PlanungdesSuchbaumes.Da jederSuchknotendie gleicheLaufzeitbeieinergege-
benenProzessoranzahl hatunddiesegut abgeschätztwerdenkann,kanndie PlanungdesSuch-
baumesmit derin Abschnitt4.4beschriebenenMethodefür diePlanungvonBaumberechnungen
mit parallelisierbarenKnotenerfolgen.

Die Abbildung 7.2.4zeigt AusschnittezweierAusführungsprofile der DescartesMethode.
Die verschiedenenGrautönerepräsentierenjeweils Taylor-Shifts (dunkelgraufür F , hellgraufürG s undschwarz für G S ). Die SkalaüberdenProfilenmarkiertdie Baumebenen,die Anzahlder
SuchknotenunddieverwendetenPläne.

DasProfil (a)zeigtdieSchlussphaseeinerauf \;v ProzessorendurchgeführtenIsolierung.Die
ersteEbeneenthält � Knoten,die mit demphasenparallelen Plan

= ^ G \ A berechnetwerden.Für
die nächsteEbenegibt eszwei Kandidatenfür gutePläne:denPlan

= 
 A , bei demein Prozessor
unbenutztbleibt unddenPlan

=�&uG \ A . In diesemFall hatsichderPlanungsalgorithmus offensicht-
lich für dieersteVarianteentschieden.DasProfil (b) zeigtdenselbenTeil derBerechnungauf \;^
Prozessoren.Erwartungsgemäßergebensichhier wegendergeändertenProzessoranzahlandere
Pläne.

7.2.4. Experimentelle Ergebnisse.Für die experimentelle Evaluierungbetrachtenwir vier
Polynomklassen. Abbildung7.2.5zeigttypischeSuchbäumedieserKlassen.

ZufallspolynomesindPolynome,derenKoeffizientengleichverteilt auseinemgegebenenIn-
tervall bestimmtwerden.Von derartigenPolynomenist bekannt,dasssichihre durchschnittliche
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Zufallspolynom Tschebyscheff Mignotte � jTj
Polynom Polynom

ABBILDUNG 7.2.5. Suchbäume,die bei der IsolierungreellerNullstellenvon
Polynomenentstehen.Die erstendreiPolynomehabenGrad �J� unddasPolynom���\�

ist vomGrad �.� . Die grauenKnotenentsprechenisolierendenIntervallen.

Nullstellenanzahl asymptotischderFunktion �b�S���b J¡ nähert[49]. Die Suchbäumevon Zufalls-
polynomensindtypischerweiseschmal.Die im FolgendenbeschriebenenExperimentebeziehen
sichauf Polynomemit 2000-BitKoeffizienten. Die MesswerterepräsentierendenDurchschnitt
von jeweils ¢J� Messungenmit festemGrad.

Tschebyscheff Polynomehabennur reelleNullstellen. Tschebyscheff Polynome(der ersten
Art) werdenwie folgt rekursiv definiert. £�¤.¥_¦B§'¨ª©.«v£#¬�¥_¦B§­¨®¦�«�£�¯J°#¬*¥_¦B§'¨±�#¦�£�¯B¥_¦B§�²£�¯.³b¬�¥_¦B§ . Die Nullstellen von £�¯v¥_¦B§ sind gegebendurch ´Vµ6¶*¥\¥0�J·1¸¹©J§º¡b �¥0�J�b§\§ wobei ·»¨��«�¼�¼�¼*«���²�© . Die Suchbäumevon Tschebyscheff Polynomensindbreitundtief.

MignottePolynomehabendieForm ½�¯v¥_¦B§)¨	¦ ¯ ²¾�¿¥0¢#¦�²1©J§ � . SiehabenÀ Nullstellen,von
denenzwei links undrechtsvon ©J .¢ liegen,mit einemAbstandvon �. .¢ ¯JÁ � °#¬ÃÂ ©J .� ¯J°#¬ [85].
Die SuchbäumevonMignottePolynomensindschmalundextremtief.� ¯ -PolynomesindcharakteristischePolynomeeines��ÄÅ� Ausschnittseinerunendlichgroßen
Matrix

��Æ
. Die EigenwertederMatrix

��Æ
beschreibenEnergieniveausvon Elektronenin Ato-

menmit zwei Elektronen. Sie hat zwei Variablen Ç und È , wobei È die Anzahl der Protonen
im Atomkern bezeichnet.Wir betrachtenhier denFall ÈÉ¨Ê� (Helium). Physikalischsinnvolle
AussagenlieferndiePolynome

��Ë « � ¬0ÌJ« ���\� « � ÌºÍJ« ��Î ¤*« ��Ë ¤*« ��Ï\Î « � ¬ �\Î «�¼�¼�¼ [4]. Siehabenex-
tremlangeKoeffizienten,nur reelleNullstellenundbreiteSuchbäume.Die Polynome(undderen
Nullstellen)für beliebigeWertevon È wurdenvon Barnettfür die Untersuchungvon spektralen
Regelmäßigkeitenvon Atomenmit zwei Elektonengenutzt[4].

Arithmetische Aspekte. Durchdie Nutzungvon Intervallarithmetikwird die Methodenie
ein falschesErgebnisberechnen.Schlimmstenfalls scheitertsiewegeneinerzu klein gewählten
Präzision. In diesemFall meldetsie einenFehler. Um insgesamteinenAlgorithmuszu erhal-
ten, der immerdasgewünschteErgebnisliefert, startenwir mit einerMantissenlängevon zwei
WörternundverdoppelndiePräzisionnachjedemfehlgeschlagenenLauf. DiesesVerfahrenwird
spätestensdannterminieren,wenndie Mantisseso lang ist, dassalle Zwischenergebnisseexakt
dargestelltwerdenkönnen. Wir nennendiesesVorgehendementsprechend Präzisionsverdopp-
lung. Weiterhinbezeichnenwir die kleinstePräzision,mit der die Nullstelleneinesgegebenen
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TABELLE 7.2.1. PräzisionenundsequentielleBerechnungszeiten. Die Präzisio-
nenbezeichnendie Anzahl von

� � -Bit Worten. Die Berechnungszeitensind in
Sekundenangegebenund wurdenauf einemPC mit einem300 MHz Pentium
ProProzessorgemessen.

Klasse/ Präzisions- optimale
Grad verdopplung Präzision

Zeit Präz. Zeit Präz.

Tschebyscheff
100 5.1 4 5.0 3
200 96.0 16 61.6 9
300 321.0 16 267.0 13
400 1310.0 32 778.0 17
500 2557.0 32 1861.0 22

Mignotte
100 23.9 16 14.3 9
200 326.2 32 161.0 17
300 932.0 32 724.0 25

Zufallspolynom
100 0.22 2 0.22 2
200 0.99 2 0.99 2
300 2.15 2 2.15 2
400 3.69 2 3.69 2

1000 35.60 2 35.60 2Ð �
34 0.25 4 0.18 4
50 1.18 8 0.57 5
70 2.5 8 1.73 7
95 11.81 16 4.78 9

125 23.52 16 12.68 12

Polynomsberechnetwerdenkönnen,alsdieoptimalePräzision. Die Präzisionsverdopplungüber-
trifft die optimalePräzisionhöchstensum denFaktorzwei. Da die Methodenur Additionenbe-
nutzt, ist ihr Aufwandlinear in derPräzision.Folglich ist Präzisionsverdopplung höchstensvier
mal langsameralseineinzigerLauf mit deroptimalenPräzision.

Die Tabelle7.2.1zeigt einenVergleich sequentiellerBerechnungszeiten mit Präzisionsver-
dopplungundStartpräzision

�
mit denZeiten,die benötigtwerden,wenndie optimalePräzision

benutztwird. Fernersinddie benutztenPräzisionenin Wortenangegeben,wobei jedesWort
� �

Bit zurMantissebeiträgt.In denExperimentennimmtdie Präzisionsverdopplung in denmeisten
Fällenhöchstensdoppeltsoviel Zeit in Anspruch,wie ein einzigerLauf mit deroptimalenPrä-
zision. DieserEffekt entstehtdadurch,dassder Algorithmusoft sehrschnellmerkt, dasseine
gegebenePräzisionnichtausreicht.In diesemFall wird dieRechnungsofortgestopptundmit der
doppeltenPräzisionneubegonnen.
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An dieserStellebietensichjedochnochVerbesserungsmöglichkeitenan.Undzwar kanndie
InformationüberdasAussehendesbereitsberechnetenTeilbaumesbeidererneutenBerechnung
desBaumesgenutztwerden. Auf dieseWeisekönnendie bereitserfolgreichdurchgeführten
Testsbei demneuenLauf entfallen. EineweitereVerbesserungbestehtdarin,die erneuteSuche
nicht vonderWurzelauszubeginnen,sonderndirekt beidenkritischenTeilbäumenanzufangen.
DieseserfordertallerdingsPolynomtransformationen, dieMultiplikationenerfordern.

Die Tabelle7.2.2zeigtjedoch,dassbereitsohnedieseOptimierungendievorliegendeImple-
mentierungdersequentiellenDescartesMethodeanderenSystemenin denmeistenFällenüberle-
genist. SiezeigtdieBerechnungszeiten,dievondenSystemenMaple5.1(Funktionfsolve()),
MuPAD 1.4.2 (Funktionfloat(hold(solve)()) und MatLAB 5.3 (Funktionroots())
benötigtwerden.Im Falle derDescartes-Methodeist nebenderGesamtberechnungszeit auchdie
Zeit angegeben,die für die Isolierungbenötigtwird. An denStellen,wo keineZeitenangegeben
sind, konntennicht alle Nullstellen innerhalbeinerdreitägigenFrist berechnetwerden. Dieses
äußertesichbei MapledurchÜberschreitenderdrei Tage,bei MuPAD durcheineTerminierung
der Rechnung,und bei MatLAB durchein Ergebnis,dassnur einenTeil der reellenNullstellen
enthielt.Die LaufzeitenvonMatLAB sindmeistensdeutlichkleineralsdiederDescartesMetho-
de,allerdingsist esmit MatLab im Gegensatzzu denanderendrei Systemennicht möglich,die
Nullstellenmit einervorgegebenenGenauigkeit zu berechnen.

Außerbei denMignotte-Polynomen wird bei der Verwendungder DescartesMethodeein
Großteil der Rechenzeitfür die Verfeinerungder isolierendenIntervalle benötigt. Diesesliegt
teilweisedaran,dassfür die Verfeinerungin derderzeitigenProgrammversion ein einfachesBi-
sektionierungsverfahrenbenutztwird. Esist einedeutlicheBeschleunigungderVerfeinerungzu
erwarten,wennbei hinreichendschmalenIntervallenNewton-Iterationendurchgeführtwerden.

Parallele Aspekte.
Die Tabelle7.2.3verdeutlichtdasAusmaß,mit demdie in denAbschnitten7.2.2und7.2.3

beschriebenenPlanungsalgorithmen zur Laufzeit beitragen.Die Testeingabensind Zufallspoly-
nomevomGrad Ñ*Ò.Ò.Ò und

� Ò.Ò.Ò sowie Tschebyscheff undMignottePolynomevomGrad Ñ*Ò.Ò und� Ò.Ò .
Wir vergleichenfünf Strategienfür diePlanungdesSuchbaumes(vgl. Abschnitt6.3.2).

(1) Baumplanung
(2) Work-Stealing
(3) Scattering
(4) Workstealinggekoppeltmit Scattering
(5) keineLastverteilung:JederSuchknotenwird auf Knoten Ò bearbeitet.Die einzigePar-

allelität stammtalsovon denTaylor-Shifts.

Nur im erstenFall ist bekannt,wieviele Suchknotenparallelausgeführtwerdenkönnen.Dieses
ist also der einzigeFall, in dem die Prozessorenexklusiv den Suchknotenzugeordnetwerden
können.In denanderenFällenwird jederSuchknotenaufallenProzessorenbearbeitet.Zusätzlich
vergleichenwir für jede Baumplanungsmethode die Zeiten, die wir erhalten,wenn wir die in
Abschnitt7.2.2beschriebeneKnotenplanunganwendenbzw. nicht anwenden.Im letzterenFall
werdendieVerschiebungenauf allendemSuchknotenzugeteiltenProzessorenausgeführt.

Falls der Suchbaumschmalist, könnenwir keinengroßenGewinn durchdie Verwendung
derBaumplanungerwarten.Diesestrifft bei Zufallspolynomenundbei MignottePolynomenzu.
Nur im Falle der sehrfein-granularenBerechnungder Zufallspolynome vom Grad Ñ*Ò.Ò.Ò führt
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TABELLE 7.2.2. Vergleich der sequentiellenImplementierungder Descartes
Methodemit denSystemenMaple5.1,MuPAD 1.4.2undMatLAB 5.3. Bis auf
die Experimentemit MatLAB wurdenalle Experimenteauf einerUltraSPARC-
IIi Workstationmit 269MHz durchgeführt.FürdieMatLAB-Experimente lagei-
neWindows-NT-Installation vor (XeonProzessormit 550MHz). Bei denersten
drei SystemenwurdendieNullstellenauf8 Nachkommastellengenaubestimmt.
Die MatLAB-Rechnungenwurdenmit derEinstellungdouble vorgenommen.
Hier sinddie Zeiteneingeklammert,bei denendie Ergebnissenicht auf 8 Nach-
kommastellen genausind. Bei denZufallspolynomen wurdehier pro Gradnur
einTestpolynombetrachtet.Dain denmeistenFällendieLaufzeitderDescartes-
Methodevon deranschließendenVerfeinerungderisolierendenIntervalle domi-
niertwird, ist siebeidemZufallspolynom vomGrad400mit 6 Nullstellengrößer,
alsbeidemvom Grad500mit nur 4 Nullstellen.

Klasse/ Descartes Maple MuPAD MatLAB
Grad Isolierung Gesamt

[s] [s] [s] [s]

Tschebyscheff
20 0,2 0,4 0,2 6,0 0,002
40 0,4 2,1 6,1 88,0 (0,008)
60 1,0 6,6 10,9 223,0 –
80 4,2 16,5 123,0 – –

100 8,8 29,9 332,3 – –

Mignotte
20 0,1 0,1 0,8 – 0,002
40 0,6 0,7 3,4 – 0,007
60 2,8 3,0 14,7 – 0,017
80 5,3 5,6 49,1 – 0,04

100 16,8 17,2 93,4 – 0,07

Zufallspolynom
100 0,2 0,7 15,5 – (0,07)
200 0,6 8,0 113,7 – (0,45)
300 1,3 16,8 390,4 – (1,75)
400 5,5 48,9 3120,2 – (5,8)
500 5,7 26,4 6936,8 – (11,7)Ð�Ó
34 0,5 2,5 337,0 60,0 –
50 1,9 8,0 5858,0 272,0 –
70 3,5 19,9 – 831,0 –
95 15,0 55,6 – – –

125 29,1 119,6 – – –
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TABELLE 7.2.3. Der Einflussvon Baum-und Knotenplanungauf die Laufzeit
derparallelenDescartesMethode.Alle Experimentewurdenauf auf 32 Knoten
desHPCLineSystemsunterVerwendungvon ScaMPIdurchgeführt.Die Präzi-
sion wurdeoptimal gewählt. Im Falle der Zufallspolynome handeltessich um
Durchschnittswertevon ÔJÒ Polynomen.Die Zeitensindin Sekundenangegeben.Õ×Ö Ñ*Ò.Ò Õ×Ö � Ò.Ò

Klasse/ Knotenplanung Knotenplanung
Baumverteilung aktiv nichtaktiv aktiv nicht aktiv

Tschebyscheff
(Grad Õ )
Baumplanung 0.16 0.19 1.01 1.13
Work-Stealing 0.32 0.48 1.54 1.91
Scattering 0.24 0.29 1.60 2.00
Work-St.+ Scat. 0.30 0.37 1.45 1.69
keineVert. 0.83 1.09 4.15 5.50

Mignotte
(Grad Õ )
Baumplanung 1.25 1.54 6.38 7.95
Work-Stealing 2.16 2.67 9.70 12.05
Scattering 1.24 1.54 6.39 7.93
Work-St.+ Scat. 2.16 2.67 9.73 12.05
keineVert. 1.25 1.54 6.38 7.93

Zufallspolynom
(Grad Ñ*Ò Õ )
Baumplanung 0.78 0.83 3.22 3.38
Work-Stealing 1.05 1.05 3.36 3.85
Scattering 0.86 0.86 3.23 3.52
Work-St.+ Scat. 0.98 0.98 3.39 3.77
keineVert. 0.84 0.90 3.23 3.62

die Baumplanungzu kürzerenLaufzeiten. Bei den Zufallspolynomen vom Grad
� Ò.Ò.Ò ist die

Baumplanungnur danneffizienter, wennnicht zusätzlichdie Knotenplanung benutztwird. Falls
siebenutztwird, werdendie meistenTaylor-Shiftsauf höchstensÑ*Ø Prozessorenausgeführtund
sinddannsoeffizient,dasseineweitereReduktionderProzessoranzahlpro Verschiebungkeinen
messbarenGewinn bringt. Die SuchbäumederMignotte-Polynomehabendie Breite Ñ . Dadurch
ist die Abbildung der Suchknotentrivial und bei allen Verfahrengleich. Die Experimentemit
denMignotte-Polynomen zeigenjedoch,dassder Overheadder Baumplanungsmethode gering
ist unddassdie Benutzungvon Work-Stealingin diesemFall einedeutlicheVerlangsamungmit
sichbringt.

Im Falle der Tschebyscheff Polynomezeigt sich der Vorteil der Baumplanungbei breiten
SuchbäumengegenüberdenanderenVerfahren.Durchdie AusnutzungderKenntnisderBaum-
breitekönnenviele Knotensehreffizientauf wenigenProzessorenausgewertetwerden(vgl. Ab-
bildung 7.2.4). Die Experimentezeigenaberauch,dassWork-Stealingund insbesonderedie
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Mischungvon Work-StealingundScatteringbei nicht zu feingranularenBerechnungeneffizien-
ter ist, alsdassenderinitiierteScatteringVerfahren.Bei denTschebyscheff PolynomenvomGradÑ*Ò.Ò ist dasWork-StealingVerfahrenzu trägeum eineschnelleVerteilungderLastzuerreichen.

Da die Knotenplanungdie Anzahl der Prozessorenverringert, die denselbenTaylor-Shift
berechnen,wird ihr Einflussauf die Rechenzeitvon der Skalierbarkeit der Verschiebungenbe-
stimmt.Diesewiederumhängtvom GraddesEingabepolynoms undvonderverwendetenPräzi-
sionab. WegendeshohenGradesderZufallspolynome ist derGewinn derKnotenplanungsomit
amkleinsten.Bei denPolynomenmit kleineremGradbewirkt die Knotenplanungeinegrößere
Reduzierungder Ausführungszeiten. Eine Ausnahmebilden die Tschebyscheff-Polynome: Da
dieBaumplanungbereitszueinerVerringerungderjeweilseinemSuchknotenzugeordnetenPro-
zessorenführt, ist derEinflussderKnotenplanungin diesemFall nurgering.

Abbildung7.2.6zeigtdieEffizienzunddie IsoeffizienzdesVerfahrensaufeinerCrayT3E.In
allenFällenkanndurchErhöhungdesKnotengradesdie EffizienzderRechnungerhöhtwerden.
Wennwir unsalsobeispielsweiseauf die Klassender Tschebyscheff oderMignotte Polynome
beschränken, scheintfür die DescartesMethodesowohl die size-upals auchdie speed-upEi-
genschaftzu gelten.DiesesVerhaltenzeigendie in Abschnitt7.1diskutiertenParallelisierungen
nicht. Eswird ausschließlichdurchdieparalleleBerechnungderTaylor-Shiftsermöglicht.

Wennwir die Isoeffizienzgraphenvergleichen,wird deutlich,dassdie Effizienznicht alleine
vondersequentiellenLaufzeitderIsolierung,sondernentscheidendauchvonderFormdesSuch-
baumesabhängt.Die Effizienzfunktionder DescartesMethodeerfüllt alsoim Allgemeinendie
size-upBedingungnicht.

Die IsoeffizienzgraphennehmenbeidenMignotte-PolynomendiegrößtenWertean.Wie wir
im nächstenAbschnittsehenwerden,sinddieGraphenmindestenskubischin Ù .

7.3. Isoeffizienzder DescartesMethode

Wir analysierendie Isoeffizienz der DescartesMethodefür eine festePräzision. Wir be-
trachtenalsonur einenDurchlaufder Methode,unabhängigdavon, ob die Präzisionausreicht.
Weiterhinnehmenwir an,dassdasEingabepolynommit dergegebenenPräzisiondargestelltwer-
denkann. Da die Präzisionfest ist, ist somit die maximaleKoeffizientengröße desPolynoms
beschränkt.Wir zeigen,dasseseinePolynomklassegibt, beiderdie IsoeffizienzkodominantmitÙ�Ú ist. Weiterhinzeigenwir, dassdie IsoeffizienzderDescartesMethodefür jedePolynomklasse
von Ù�Û�ÜSÝ.Þ Ú Ù dominiertwird.

Die Analysegehtvom Taylor-Shift aus.Wie wir gesehenhaben,sinddie Berechnungszeiten
desTaylor-Shifts diskretund die Effizienzfunktionen erfüllen die size-upund speed-upEigen-
schaft. Die Isoeffizienz desTaylor-Shifts und die einesSuchknotenskann somit durchLösen
einesGleichungssystems bestimmtwerden. Hierbei setzenwir vereinfachendvoraus,dassje-
der Suchknotenjeweils ausdrei Taylor-Shifts bestehtund dasgrundsätzlichdie effizientereder
beidenPlanungsmethoden benutztwird. Schließlichwird die IsoeffizienzfunktionderDescartes
Methodemit Hilfe derIsoeffizienzfunktion derSuchknotenbestimmt.

Die Variablen
�~ß 4 ß 8 beziehensich auf die Berechnungszeit, die Effizienz und die Isoeffi-

zienzdesTaylor-Shift. Die entsprechendenFunktionenfür die Suchknotenwerdendurch
� , v / ,4 , v / , 8 , v / bezeichnet,undfür dievollständigeDescartesMethodebenutzenwir

� ,Dà#/ ß 4 ,Dà#/ ß 8 ,Dà#/ .
Wie in Kapitel2 werdendurchÜber- bzw. UnterstreichungenobereunduntereSchrankenkennt-
lich gemacht.
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ABBILDUNG 7.2.6. Effizienz und Isoeffizienz der DescartesMethodeim Ex-
periment.Im Falle derZufallspolynomewurdenjeweils íJî Experimentedurch-
geführt. Die vertikalenMarkierungenzeigenhier die Schwankungsbereiche der
Messungenan.Die Experimentewurdenauf derCrayT3Edurchgeführt.
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7.3.1. IsoeffizienzdesTaylor-Shifts. Wir zeigen,dassdie IsoeffizienzderTaylor-Shift Be-
rechnungkodominantmit Ù�Ú ist. Eswurdebereitsin Abschnitt3.2gezeigt,dassdieLaufzeitvon
Pyramidenberechnungenmit konstantenKnotenbearbeitungszeiten Ù�Ú dominiert. Im Folgenden
zeigenwir, dassdie BerechnungdesTaylor-Shifts in Bezugauf die Isoeffizienzoptimalist.

THEOREM 7.3.1. Es sei ï�ð_ñ ß ÙóòMô Ö õºö\÷õ ö ÷�ø�÷bùbú . Dann sind die Werte û�ü*ð_Ùóò und û6ü*ð_Ùóò für

jedes ï×ýÉð_Ò ß ï)ð_ñ ß Ùóò\ò definiert. Weiterhin sei ï6ð_ñ.òMô Ö õºöõ ö ø#ú . Dann sind die Werte û�ü*ð_Ùóò undû6ü*ð_Ùóò für alle ï�ý­ð_Ò ß ï6ð_ñ.ò\ò und ÙÉý NI definiertundkodominantmit Ù�Ú .
BEWEIS. Die ersteAussagegilt, da þ und þ monotonin Õ steigenundÜSÿ��Ó�� � þÃð Õ ß Ùóò Ö ÜSÿ��Ó�� � þ ð Õ ß Ùóò Ö ÜSÿ��Ó�� � þ�ð Õ ß Ùóò Ö ï)ð_ñ ß Ùóò��

Die zweiteAussagegilt wegen ÜSÿ�� ÷ � � ï�ð_ñ ß Ùóò Ö ï�ð_ñ.ò .
Da die BerechnungdesTaylor-Shifts einePyramidenberechnung mit konstanterAufgaben-

bearbeitungszeitist, gilt wegenTheorem3.2.5, û�ü*ð_Ùóò � Ù Ú . Esbleibt alsonoch û6üJð_Ùóò	��Ù Ú zu
zeigen.Hierfür sei ï�ý'ð0Ò ß ï¿ð_ñ.ò\ò . Die Ungleichungþ ð Õ ß Ùóò	
�ï ist äquivalentzu�
����� ö������������ � ö ������ ! "$# %&('*) + ö,� � � ���� � ö � � ��- � �.����/ ��0 � �! "$# %&('*1 + ��-  2� �������435/76 � ö��#ö! "$# %&('*8 9
Wegen ï;: ï6ð_ñ.ò ist < negativ. Folglich gilt

þ ð Õ ß Ùóò	
�ï genaudannwenn Õ 
>=7?�@A <CB�D @ ÚE < Ú ?CF<HG Ö ô Õ�I �
Wir erhaltenalso û6ü*ð_Ùóò ÖKJ ð Õ�I ß ÑJò . Da LMN� Ù und OMK� Ù�Ú gilt Õ�I � Ù . Nun impliziertJ ð Õ ß ÑJòQP Õ Ú dieBehauptungû�ü*ð_Ùóò	��Ù�Ú . R

7.3.2. Isoeffizienzder Knotenberechnungen. FürdieAnalysegehenwir beiderKnotenbe-
rechnungdavonaus,dassstetsdieeffizienterederbeidenBerechnungsmethodenA undB benutzt
wird. Die Knotenberechnungist somit ein Polyalgorithmus im Sinnevon Theorem2.2.18. Um
diesesTheoremanwendenzu können,benötigenwir zunächstAussagenüber die Isoeffizienz
derbeidenMethoden.Da die Beweisehierfür analogzumBeweisvon Theorem7.3.1verlaufen,
werdensienicht im einzelnenausformuliert.

Wir bezeichnenmit J4S A T ß þ S A T ß û S A T die Laufzeit,EffizienzundIsoeffizienz für MethodeA
undmit J4S B T�U þ S B T�U û S B T die entsprechendenWertefür MethodeB. Für die Laufzeitenerhalten
wir (amBeispielderunterenSchranken):J S A T ð Õ U,V ò Ö J W�Õ U;X V A
Y,Z B J ð Õ U[V òJ S B T ð Õ U,V ò Ö ��\�] W(J ð Õ U;X V ^ B`_AaY U A J ð Õ U[V ? X V ^ B`_AaY�Z �
Hiermit erhaltenwir dieoberenSchranken für dieEffizienzenderMethodenþ S A T ð Õ U[V ò)ô Ö ^ J ð Õ U _ òJ S M T ð Õ U,V ò und þ S B T ð Õ U[V ò)ô Ö ^ J ð Õ U _ òJ S B T ð Õ U[V ò �
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und schließlichgemäßTheorem2.2.3untereSchranken für die Isoeffizienzfunktionen û S A Tü ð V ò
und û S B Tü ð V ò . AnalogeBeziehungengeltenfür die oberenSchranken derLaufzeitenundIsoeffi-
zienzensowie für die unterenSchranken derEffizienzen.Damit sinddie Effizienzschrankendes
Suchknotensgegebendurchþ S v T ð Õ U[V ò Ö �Mÿ�b.c*þ S A T ð Õ U,V ò U þ S B T ð Õ U[V òed undþ S v T ð Õ U[V ò Ö �Mÿ�b c þ S A T ð Õ U,V ò U þ S B T ð Õ U[V ò d �

THEOREM 7.3.2. Essei f'ýhg A U B i einePlanungsmethodefür Suchknoten.Dannhabendie

Funktionenþ Skj T und þ Skj T diespeed-upunddiesize-upEigenschaft. Fernersindfür ï�ý­ðml U ï�ð_ñ.ò\ò
dieFunktionenû Skj Tü ð V ò , û Skj Tü ð V ò und û Skj Tü ð V ò für alle V ý NI definiertundkodominantmit V4n .

BEWEIS. Da die EffizienzfunktiondesTaylor-Shiftsdie size-upundspeed-upBedingungen
erfüllen,geltendieseBedingungenauchfür die EffizienzfunktionenderbeidenPlanungsmetho-
den. Die Isoeffizienzfunktionensind definiert,da für ïo: ï6ð_ñ.ò die Funktion û�ü*ð V ò definiert ist
und ein Suchknotenstetsmit höhererEffizienz ausgeführtwird, als ein einzelnerTaylor-Shift.
Für die Herleitungder KodominanzderFunktionenmit V4n betrachtetmananalogzum Beweis
von Theorem7.3.1für f	ýpg A U B i die Ungleichungþ Skj T ð Õ U[V ò;
 ï und leitet auf dieseWei-

se die Beziehungû Skj Tü ð V òq� V4n her. Ebensoerhält man aus þ Skj T ð Õ U,V òq
 ï die Aussageû Skj Tü ð V ò � V4n . R
THEOREM 7.3.3. Die EffizienzschrankenderBerechnungeinesSuchknotens,þ S v T ð Õ U[V ò undþ S v T ð Õ U[V ò , habendie speed-upunddie size-upEigenschaft. Die Isoeffizienzschranken û S v Tü ð V ò

und û S v Tü ð V ò sindkodominantmit V4n .
BEWEIS. Die Behauptungfolgt ausdenTheoremen2.2.18und7.3.2. R
7.3.3. Isoeffizienzder DescartesMethode. Wir bezeichnenmit r ðm< U[V ò denphasenpar-

allelenPlan,derbei derNullstellenisolierung von Polynom < auf V Prozessorengeneriertwird.
Die Schranken für die Knotenberechnungszeiten liefern unsSchranken für die gesamteIsolie-
rungszeit J4Sts T ðm< U[V ò , für die Effizienz þ Sts T ðm< U[V ò der Isolierungund für ihre Isoeffizienzû Sts Tü ð V ò . Zunächstuntersuchenwir die Isoeffizienz von Isolierungenmit beschränkterSuch-
baumbreiteund-größe.

THEOREM 7.3.4. Essei û Sts Tü die Isoeffizienzfunktion der DescartesMethodefür die Menge
derPolynome, derenSuchbaumbreitehöchstensu ist. Danngilt V4n ��û Sts Tü ð V ò .

BEWEIS. Die Breite (Definition 4.4.1) von r ðm< U[V ò ist durchdie Suchbaumbreitevon <
beschränkt.Für die AnalysedesasymptotischenVerhaltensvon û Sts Tü ð V ò betrachtenwir denFallVwv A u . Da þ S v T die size-upund die speed-upEigenschaftenerfüllt, gilt û S v Tü ð7x Vzy u�{.òh|û Sts Tü ð V ò (Theorem4.4.4).Damit folgtV n P ð Vzy u1ò n PÉð7x Vzy u�{.ò n P	û S v Tü ð7x Vzy u�{Jò
|�û Sts Tü ð V ò	|�û Sts Tü ð V òo� R

THEOREM 7.3.5. Essei û Sts Tü die Isoeffizienzfunktion für Polynome, dieSuchbäumemit höch-
stensu Knotengenerieren. Danngilt û Sts Tü ð V òQP V4n .

128 7. ParalleleNullstellenisolierung mit derDescartesMethode



BEWEIS. Wegendersize-upundspeed-upEigenschaftvon þ S v T gilt û Sts Tü ð V ò}|�u û S v Tü ð V ò
(Theorem4.4.5).Folglich giltû Sts Tü ð V ò	| û Sts Tü ð V ò	|~u û S v Tü ð V òQPpu V n P V n �
Da die BreiteeinesSuchbaumesmit höchstensu Knotenebenfalls beschränktist, erhaltenwir
mit Theorem7.3.4dieBehauptungû Sts Tü ð V ò � V4n . R

Die Polynome�[��? A , Õ 
 A , habenbeschränkteKoeffizientenundSuchbäumemit höchstens^
Knoten;siebildenalsoeineKlasse,aufderdieDescartesMethodein derTateinequadratische

Isoeffizienzhat.

THEOREM 7.3.6. Essei û Sts Tü ð V ò die Isoeffizienzfunktion vonPolynomen,derenSuchbäume
nureinenSuchknotenproBaumebenehabenundderenSuchbaumhöhedenGraddominiert.Dann
gilt V4� ��û Sts Tü ð V ò .

BEWEIS. Es sei � eine KlassesolcherPolynome. Dann gibt es ein � v l , so dassfür
alle < ý�� , ���(�5��<>|�� r ðm< U _ ò5� ú . Somit gilt J4Sts T ðe< U _ ò Ö � r ðm< U _ ò5� ú J4S v T ðm�(�5��< U _ ò�
���(�5��< J S v T ðm�(�5��< U _ ò für alle <7ý�� . Essei <7ý.� sodassû Sts Tü ð V ò Ö~J Sts T ðm< U _ ò undesseiÕ×Ö �(�5��< . Da jederSuchknotendieselbeEffizienzhat,giltþ S v T ð Õ U[V ò Ö þ Sts T ðe< U[V ò	
�ï~�
Wegendersize-upEigenschaftvon þ S v T erhaltenwir mit Theorem2.2.9dieAussageJ4S v T ð Õ U _ ò

û S v Tü ð V ò . Da jeder Knoten ausdrei Taylor-Shifts besteht,impliziert Theorem7.2.1,dass Õ 
ún B�� ú� B A,� � v �� S ÷ T��� . Da û S v Tü ð V ò � V n , gibt es � U,�zv l mit Õ 
�� V und J S v T ð Õ U _ ò	
�û S v Tü ð V ò

��V4n . Insgesamterhaltenwirû Sts Tü ð V ò	
�û Sts Tü ð V ò ÖpJ Sts T ðm< U _ ò

~� ÕzJ S v T ð Õ U _ ò

~���5� V � ��V n � V � � R

Die Koeffizientenvon Mignotte Polynomensind beschränktund die Höheder Suchbäume
dominiertihrenGrad.Experimentezeigen,dassdie Suchbaumhöheetwa das1,2-fachedesGra-
desist unddassdie SuchbäumePfadesind. Durchdie Auswertungder Isoeffizienzfunktionmit
denfür die CrayT3E relevantenLogP-Parametern ( � Ö A l�� sec., � Ö l(� _ msec, � Ö A�� � sec,
und ñ Ö ^

) könnenwir die gemessenenIsoeffizienzenin Abbildung 7.2.2 voraussagen.Die
Abbildung7.3.1zeigtdie guteÜbereinstimmung dertheoretischenunddergemessenenWerte.

Um die IsoeffizienzderDescartesMethodefür beliebigeKlassenbestimmenzu können,be-
nutzenwir einenallgemeinenZusammenhangzwischenPolynomgradundderAnzahlderSuch-
knoten,derbeibeschränkterKoeffizientengrößebesteht.

LEMMA 7.3.7. Wenndie reellenNullstelleneinesquadratfreienPolynomsmit derDescartes
Methodeisoliert werden(Fließkomma-Intervallarithmetik mit festerMantissen-undExponenten-
länge) und dasPolynomdenGrad Õ hat, dannwird die Anzahlder Suchknotenvon Õ ð������ Õ ò n
dominiert.

BEWEIS. WegenderfestenMantissen-undExponentenlängesinddieKoeffizientendesEin-
gabepolynomsdurch eine Konstante� beschränkt. Es sei < ein Polynomund es sei   der
generierteSuchbaum.DerSuchbaumhabedie Tiefe ¡ . Für _ |p¢�|p¡ sei £bðm¢vò die Anzahlder
Knotenauf Suchbaumebene¢ . Da nach[85, Theorem48] ¢�£bðm¢vòz� Õ ������ð Õ n � òz� Õ ����� Õ und
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ABBILDUNG 7.3.1. DerVergleichderIsoeffizienzvonMignottePolynomenim
Modell mit gemessenenIsoeffizienzgraphenzeigt eine gute Übereinstimmung
zwischenModell undRealität.¡©� Õ �����Bð Õ n � ò}� Õ ����� Õ gilt, könnenwir die AnzahlderKnotenvon   beschränken. Esseiª�«

die ¡ -te harmonischeZahl. Danngibt esein F v l mit«¬­2® ú £bðm¢vòH| «¬­2® ú F Õ �����Bð Õ ò¢| F Õ ������ð Õ ò ª�«� Õ ������ð Õ ò	������ð Õ �����Bð Õ ò\ò� Õ ð������ Õ ò n � R
THEOREM 7.3.8. Die Isoeffizenzfunktionû Sts Tü ð V ò der DescartesMethodewird vonV4� ðm����� V ò n dominiert.

BEWEIS. Es sei V eine Prozessoranzahlund es sei < ein Polynom mit Grad Õ so dassû Sts Tü ð V ò ÖKJ4Sts T ðm< U _ ò . Ein solchesPolynomexistiert, da die sequentiellenRechenzeitender
DescartesMethodediskret sind. Da die Wurzel desSuchbaumesvon < von V Prozessoren
berechnetwird, ist ihre Effizienz höchstensï , also þ S v T ð Õ U[V òq| ï . Wegen der size-upEi-

genschaftvon þ S v T erhaltenwir mit Theorem2.2.1,dassJ4S v T ð Õ U _ ò�| û S v Tü ð V ò . Folglich giltÕ | ún B � ú� B A � � v ���S ÷ T��� . Mit Theorem7.3.3erhaltenwir û S v Tü � V4n , sodassespositive Zahlen�
und � gibt, mit Õ |~� V und J4S v T ð Õ U _ ò
|~� V4n . WegenLemma7.3.7gibt espositive Zahlen ��Ua�2¯
sodass� r ðm< U _ ò5� ú | � Õ ðm������ð Õ ò\ò n | � � V ð�������ð�� V ò\ò n | �2¯5V ð������ V ò n . Insgesamterhaltenwirû Sts Tü ð V ò	| û Sts Tü ð V ò ÖpJ Sts T ðm< U _ ò Ö � r ðm< U _ ò5� ú J S v T ð Õ U _ ò	| � ¯ V ðm����� V ò n �°� V n � V � ð������ V ò n �R
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